
OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.02.2011.

Prvi razred , A kategorija

Da li postoje prirodni brojevi a, b, c takvi da je1.

2010 = (a+ b) · (b+ c) · (c+ a)?

U ravni su date kru�nice k1 i k2 i prava p koja seqe k1 u taqkama A2.
i B, a k2 u taqkama C i D. Preseqne taqke tangenti kru�nice k1 u
taqkama A i B sa tangentama kru�nice k2 u taqkama C i D su K, L, M
i N . Dokazati da su K, L, M i N koncikliqne taqke.

Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je broj3. ∣∣∣∣∣n−
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racionalan.

U jednakokrakom trouglu ABC (AB = BC) je odabrana taqka M takva da4.
je ^AMC = 2^ABC. Taqka N na du�i AM zadovoǉava ^BNM = ^ABC.
Dokazati da je BN = CM +MN .

Figura povrxine ve�e od 1006 mo�e se smestiti u pravougaonik di-5.
menzija 2011×1. Dokazati da postoje dve taqke te figure (na rubu ili
unutraxǌosti) koje su na rastojaǌu taqno 1.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.02.2011.

Drugi razred , A kategorija

Pera i Mika igraju slede�u igru: oni naizmeniqno upisuju realne1.
brojeve na mesto nekog od do tada neupisanih koeficijenata a, b, c jed-
naqine

ax2 + bx+ c = 0.

Pera igra prvi i on dobija ako jednaqina ima i jedno pozitivno i jedno
negativno rexeǌe, a Mika dobija u ostalim sluqajevima. Ko od ǌih
dvojice ima pobedniqku strategiju?

Dat je kvadrat ABCD. Izvan kvadrata je konstruisan polukrug nad2.
preqnikom AB. Odrediti taqku P sa ovog polukruga tako da izraz

AP 2 + CP 2

ima maksimalnu vrednost.

Dat je trougao BEC. Nad stranicama BC i CE sa spoǉaxǌe strane3.
trougla konstuisani su kvadrati BCDA i CEFG. Ako je CK te�ixna
du� trougla CBE, a CL visina trougla DCG, dokazati da su taqke C,
K i L kolinearne.

Odrediti minimalan broj koǌa koji se mogu postaviti na xahovsku4.
tablu dimenzija 7 × 7 tako da svako poǉe table bude tuqeno nekim od
ǌih.

Neka je n > 28 savrxen broj deǉiv sa 7. Dokazati da je n deǉiv sa 49.5.
(Prirodan broj n je savrxen ako je zbir svih ǌegovih pozitivnih
delilaca maǌih od n jednak n. Npr. 6 je savrxen, jer je 1 + 2 + 3 = 6.)

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.02.2011.

Tre�i razred , A kategorija

Na stranici AD pravougaonika ABCD (AB < BC) izabrana je taqka E1.
tako da je BE = BC. Normala iz temena C na dijagonalu BD seqe
produ�etak stranice AB u taqki F . Dokazati da je trougao BEF
pravougli.

Koji je najve�i broj �etona koji se mogu postaviti na xahovsku tablu2.
dimenzija 2012× 2012 (na svako poǉe se postavǉa najvixe jedan �eton)
tako da na svakoj horizontali, vertikali i dijagonali ove table bude
paran broj �etona?
(Pod dijagonalom xahovske table podrazumevamo niz poǉa table qiji
centri le�e na pravoj koja je paralelna sa jednom od dve dijagonale
pravougaonika koji qini granicu table.)

Neka je P ravan. Dokazati da ne postoji preslikavaǌe f : P → P takvo3.
da za svaki konveksan qetvorougao ABCD ravni P , taqke f(A), f(B),
f(C) i f(D) qine temena konkavnog qetvorougla.
(Veliqine uglova qetvorougla su razliqite od 180◦.)

Neka je A = (2011 + i)2010 + (2011− i)2010.4.

(a) Dokazati da je A ceo broj.

(b) Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja A sa 101.

Niz {an}n>0 realnih brojeva zadovoǉava a0 = 0, a1 = 1 i5.

2an + 3an+2 6 5an+1, za sve n> 0.

Dokazati da za sve n> 0 va�i

an 6 3 ·
[
1−

(
2

3

)n]
.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.02.2011.

Qetvrti razred , A kategorija

U trouglu ABC va�i:1.

(1) DE ∥ AB, D ∈ AC i E ∈ BC;

(2) DF ∥ CB, F ∈ AB;

(3) AE ∩DF = {G} i CF ∩DE = {H}.

Dokazati da je GH ∥ AC.

Data je tabla dimenzija 3 × 4. Dva igraqa naizmeniqno postavǉaju2.
domine na poǉa table (svaka domina postavǉa se na dva poǉa) koje se
ne smeju preklapati. Pobednik je igraq koji postavi posledǌu dominu.

(a) Na koliko razliqitih naqina se mogu postaviti dve domine?

(b) Koliko ima razliqitih pozicija nakon postavǉene dve domine?

(v) Koji od igraqa ima dobitnu strategiju?

(Domine su pravougaonici dimenzija 1 × 2. Igraqi na raspolagaǌu
imaju dovoǉan broj domina.)

Dato je n taqaka x1, x2, . . . , xn na segmentu [0, 1]. Dokazati da postoji3.
taqka x ∈ [0, 1] tako da je proseqno rastojaǌe od taqke x do taqaka x1,

x2, . . . , xn jednako
1

2
.

Neka je n ∈ N. Dati su proizvoǉni pozitivni brojevi b1>b2> . . .>b2n i4.
ǌihova proizvoǉna permutacija (a1, a2, . . . , a2n) . Dokazati da za svako
t> 0 va�i nejednakost

(a1a2 + t)(a3a4 + t) · . . . · (a2n−1a2n + t)6 (b1b2 + t)(b3b4 + t) · . . . · (b2n−1b2n + t).

Neka su p i q prosti brojevi, pri qemu je p = 2q + 1. Odrediti (ako5.
postoji) najmaǌi prirodan broj n takav da va�i

p | qn + nq.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.02.2011.

Prvi razred , B kategorija

Za koje vrednosti realnog parametra a jednaqina1.

|x− 1| − |x− 2|+ |x− 3| = a

ima taqno qetiri realna rexeǌa?

Na stranicama AB i BC paralelograma ABCD date su taqke M i N2.
tako da je AM : MB = 2 : 1 i BN : NC = 1 : 1. Ako je S preseqna taqka
du�i AN i DM , na�i odnos AS : SN .

Tri druga Aca, Bojan i Veǉko poga�aju nepoznat xestocifren broj,3.
sastavǉen od cifara 1,2,3,4,5,6, pri qemu se ove cifre ne ponavǉaju.
Oni daju slede�e pretpostavke za nepoznat broj:

• Aca: 123456.

• Bojan: 245163.

• Veǉko: 463215.

Ako se zna da je Aca pogodio taqan polo�aj 3 cifre, Bojan 3 cifre i
Veǉko 1 cifre, odrediti nepoznati broj.

Da li postoje prirodni brojevi a, b, c takvi da je4.

2010 = (a+ b) · (b+ c) · (c+ a)?

Dat je paralelogram ABCD. Neka su ABB′A′, BCC ′′B′′ i CDD′C ′5.
kvadrati konstruisani u spoǉaxǌosti ovog paralelograma i neka su
O1, O2 i O3 ǌihovi centri, redom. Dokazati da su trouglovi O1BO2 i
O3CO2 podudarni.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.02.2011.

Drugi razred , B kategorija

Na koliko naqina se mo�e pore�ati 10 razliqitih kǌiga na policu,1.
ali tako da za pet odre�enih va�i da nikoje dve nisu jedna do druge?

Dat je kvadrat ABCD. Neka je taqka E u unutraxǌosti, a taqka F u2.
spoǉaxǌosti ovog kvadrata tako da su trouglovi ABE i CBF jedna-
kostraniqni. Dokazati da su taqke D, E i F kolinearne.

Za realan broj d ka�emo da je dobar ako je za svaki realan broj x is-3.
puǌeno

2x2 + 2x+ 3

x2 + x+ 1
6 d.

(a) Dokazati da je 4 dobar broj.

(b) Na�i sve dobre brojeve.

U jednakokrakom trouglu ABC (AC = BC) ugao kod temena C je 108◦.4.
Na�i odnos du�ine osnovice i du�ine kraka.

Neka su b i c prirodni brojevi, a a prost broj. Ako je a2 + b2 = c2,5.
dokazati da je a < b.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.02.2011.

Tre�i razred , B kategorija

Oko date lopte opisana je prava prizma qija je osnova romb. Du�a1.
dijagonala prizme gradi sa ravni osnove ugao α. Na�i oxtar ugao
romba.

Koliko ima qetvorocifrenih brojeva koji se u brojnom sistemu sa2.
osnovom 10 zapisuju pomo�u najvixe dve razliqite cifre?

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu3. √
x2 − 3 +

√
x− 2 + x > 3.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu4.

4x arcsinx + 4x arccosx = 2
2+πx

2 .

Neka su na kracima AB i AC jednakokrakog trougla ABC izabrane5.
taqke M i N , redom. Prava koja sadr�i sredixte du�i MN i pa-
ralelna je osnovici BC seqe krake u taqkama K i L. Dokazati da je
du�ina ortogonalne projekcije du�i MN na osnovicu trougla jednaka
du�ini du�i KL.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.02.2011.

Qetvrti razred , B kategorija

Ako je log10 2 = a i log10 3 = b, odrediti log5 216 u funkciji od a i b.1.

Neka je k > 0, a A i B, redom, taqke preseka parabole y = x2 sa pravama2.

y = kx i y = −
(
k +

1

k

)
· x

razliqite od koordinatnog poqetka O. Odrediti (ako postoje) sve
vrednosti k za koje je trougao OAB oxtrougli.

Odrediti (ako postoji) realan broj a tako da funkcija3.

f(x) =


√
x− 8

3
√
x− 4

, x ̸= 64

a, x = 64

bude neprekidna za sve x> 0.

U trouglu ABC je ^ACB = 30◦. Oznaqimo sa D sredixte stranice BC,4.
a sa E podno�je visine iz temena A ovog trougla. Ako je ^CAD = 15◦,
odrediti veliqinu ^BAE.

Koliko ima xestocifrenih brojeva sa razliqitim ciframa qija je naj-5.
ve�a cifra za 7 ve�a od najmaǌe cifre?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.


