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Niz polinoma Pn(x) je odre�en uslovima1.

P0(x) = x3 − 4x i Pn+1(x) = Pn(1 + x)Pn(1− x)− 1.

Dokazati da je polinom P2016(x) deǉiv polinomom x2016. (Duxan �uki�)

Dat je kvadrat ABCD stranice 4. Odrediti najve�i prirodan broj k takav2.

da, za ma kakav raspored k taqaka strogo unutar kvadrata ABCD, uvek po-
stoji kvadrat stranice 1, sadrжan u kvadratu ABCD (pri qemu mu stranice
ne moraju biti paralelne stranicama kvadrata ABCD), u qijoj strogoj
unutraxǌosti nema nijedne od posmatranih k taqaka. (Bojan Baxi�)

Oznaqimo sa w(x) najve�i neparan delilac prirodnog broja x. Ako su a i3.

b uzajamno prosti prirodni brojevi takvi da su a + w(b + 1) i b + w(a + 1)
stepeni dvojke, dokazati da su a+ 1 i b+ 1 tako�e stepeni dvojke.

(Duxan �uki�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.



REXEǋA

Za n > 1 iz rekurentne veze sledi da je polinom Pn paran, pa imamo1.

Pn+2(x) = (Pn(2 + x)Pn(−x)− 1) (Pn(2− x)Pn(x)− 1)− 1
= Pn(2 + x)Pn(2− x)P 2

n(x)− (Pn(2 + x) + Pn(2− x))Pn(x),

pa Pn | Pn+2. Pritom je polinom Pn(2 + x) + Pn(2 − x) deǉiv sa x (a samim
tim i sa x2 jer je paran) ako x− 2 | Pn(x). Prema tome, ako xk(x− 2) | Pn(x)
za neko k > 2, onda xk+2(x− 2) | Pn+2(x).

Tako�e, P0 je neparan polinom i P2(x) = P0(x+2)P0(x−2)P0(x)
2+(P0(x+2)+

P0(x−2))P0(x), odakle sledi da x2(x−2) | P2(x). Sada jednostavna indukcija
daje xn(x− 2) | Pn(x) za 2 | n (n ∈ N).

Odgovor je k = 15.2.

Jasno je da k = 15 zadovoǉava uslove. Zaista, podelimo kvadrat ABCD na
16 jediniqnih kvadrata; ma kako da rasporedimo 15 taqaka unutar kvadrata
ABCD, bar jedan od ovih jediniqnih kvadrata ne�e sadrжati nijednu od
ovih taqaka.

Pokaжimo da je k < 16. U kvadratu sa temenima A(−2,−2), B(2,−2), C(2, 2),
D(−2, 2) oznaqimo 16 taqaka Xij(−a+ i · 2a3 ,−a+j · 2a3 ) za i, j ∈ {0, 1, 2, 3}, gde je
1 < a < 3

2
√
2
. Da bismo pokazali da svaki jediniqni kvadrat PQRS sadrжi

neku od oznaqenih taqaka, koristi�emo slede�e jednostavno tvr�eǌe.

Lema. Ako su E i F redom taqke na stranicama BC i CD jediniqnog
kvadrata ABCD takve da je d(A,EF ) = 1, onda je

√
8− 2 6 EF 6 1.

Dokaz. Krug (A,AB) dodiruje duж EF u nekoj taqki G, i pritom je EF =
GE + GF = BE + DF , odakle je CE + CF + EF = 2. Kako je EF 6

CE + CF 6
√
2EF , tvr�eǌe sledi. 2

Dovoǉno je razmotriti slede�a tri sluqaja.

(i) Centar O kvadrata PQRS je u kvadratu X00X03X33X30. Tada je bar jedna

od taqaka Xij na rastojaǌu od O ne

ve�em od a
√
2

2
< 1

2
i ona leжi unutar

kvadrata PQRS.

(ii) Sva temena P,Q,R, S su van kvad-
rata X00X03X33X30. Neka su bez sma-
ǌeǌa opxtosti P ∈ AD i Q ∈ AB i
neka je W taqka (−1,−1). Po lemi je
d(X00, PQ) < d(W,PQ) 6 1, pa je X00

unutar kvadrata PQRS.

(iii) Taqno jedno od temena, recimo A B
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R, je u kvadratu X00X03X33X30. Neka bez smaǌeǌa opxtosti P leжi na
stranici BC. Kako je d(P,X30X33) < 1, iz leme sledi da je deo prave X30X33

unutar kvadrata PQRS duжine ve�e od
√
8− 2 > a, pa on sadrжi bar jednu

oznaqenu taqku.



Koristimo uobiqajenu oznaku 2r ‖ x ako 2r | x i 2r+1 ∤ x. Par (a, b) koji zado-3.

voǉava uslove zva�emo (k, l)-rexeǌem ako 2k ‖ a+ 1 i 2l ‖ b+ 1.

Posmatrajmo neko (k, l)-rexeǌe (a, b); neka je a = 2kc− 1, b = 2ld− 1 i

a+ w(b+ 1) = 2kc+ d− 1 = 2m i b+ w(a+ 1) = 2ld+ c− 1 = 2n. (∗)

Ako je c = 1, onda je i d = 1 (i obrnuto), i tada je (a, b) = (2k − 1, 2l − 1).

Pretpostavimo da su c, d > 1. Iz (∗) imamo 2k ‖ d−1 = 2kb′ i 2l ‖ c−1 = 2la′ za
neke neparne a′, b′, pa zamena u (∗) daje 2la′+b′+1 = 2m−k i 2kb′+a′+1 = 2n−l.
Odavde je opet 2k ‖ a′ + 1 i 2l ‖ b′ + 1, pa prethodne jednaqine daju

a′ + w(b′ + 1) = a′ +
b′ + 1

2l
= 2m−k−l i analogno b′ + w(a′ + 1) = 2n−k−l.

Dakle, par (a′, b′) = (a+1−2k

2k+l , b+1−2l

2k+l ) je tako�e (k, l)-rexeǌe, i a′ < a i b′ < b.

Definiximo nizove (an) i (bn) sa a1 = a, b1 = b i an+1 = an+1−2k

2k+l , bn+1 =
bn+1−2l

2k+l . Po prethodnom, svaki par (ai, bi) je (k, l)-rexeǌe, i an = 2k − 1 i

bn = 2l − 1 za neko n. Odavde jednostavnom indukcijom nalazimo da je

a =
2n(k+l) − 1

2k+l − 1
(2k − 1) i b =

2n(k+l) − 1

2k+l − 1
(2l − 1).

Kako su a i b uzajamno prosti, mora biti n = 1, tj. a = 2k − 1 i b = 2l − 1.
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