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10. SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA
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1. april 2016.

Prvi dan

Neka je n prirodan broj ve�i od 1. Dokazati da postoji prirodan broj m1.

ve�i od nn takav da je
nm −mn

n+m

prirodan broj. (Nikola Petrovi�)

Dat je prirodan broj n. Definiximo f(0, j) = f(i, 0) = 0, f(1, 1) = n i2.

f(i, j) =

⌊

f(i− 1, j)

2

⌋

+

⌊

f(i, j − 1)

2

⌋

za sve prirodne brojeve i i j, (i, j) 6= (1, 1). Koliko ima ure�enih parova
prirodnih brojeva (i, j) za koje je f(i, j) neparan broj? (Duxan �uki�)

Neka je O centar kruжnice opisane oko △ABC. Prava t dodiruje kruжnicu3.

opisanu oko △BOC i seqe stranice AB i AC u taqkama D i E, redom
(D,E 6≡ A). Taqka A′ je simetriqna taqki A u odnosu na pravu t. Dokazati
da se kruжnice opisane oko △A′DE i △ABC dodiruju. (Duxan �uki�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.
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Drugi dan

U △ABC (AB 6= AC) upisana kruжnica, qiji je centar taqka I, dodiruje4.

stranicu BC u taqki D. Neka je taqka M sredixte duжi BC. Dokazati da
se normale iz taqaka M i D na prave AI i MI, redom, seku na pravoj koja
sadrжi visinu △ABC iz temena A. (Duxan �uki�)

Dato je 2n− 1 dvoelementnih podskupova skupa {1, 2, . . . , n}. Dokazati da se5.

moжe odabrati n od ovih podskupova qija unija sadrжi ne vixe od 2
3n + 1

elemenata. (Duxan �uki�)

Dati su prirodni brojevi a1, a2, . . . , a22016 takvi da za sve n, 1 6 n 6 22016,6.

vaжi
an 6 2016 i a1a2 · · ·an + 1 je potpun kvadrat.

Dokazati da je neki od brojeva a1, a2, . . . , a22016 jednak 1. (Duxan �uki�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.



REXEǋA

Za poqetak primetimo da za m > n > 3 vaжi nm > mn, te je nm−mn

m+n
> 0.1.

Zaista, funkcija f(x) = lnx
x

je opadaju�a za x > e jer je f ′(x) = 1−lnx
x2 < 0,

pa je lnn
n

> lnm
m

, tj. m lnn > n lnm, i odatle nm = em lnn > en lnm = mn.

Za n = 2 se moжe uzeti m = 10. Pretpostavimo da je n > 2. Imamo

nm −mn ≡ nm − (−n)n = nn(nm−n − (−1)n) (mod m+ n).

Potraжi�emo m u obliku m = knn − n (k ∈ N). Tada m+ n = knn | nm −mn

ako i samo ako k | nm−n − (−1)n.

(1◦) Ako je n neparno, onda je nm−n − (−1)n parno, pa moжemo uzeti k = 2,
tj. m = 2nn − n.

(2◦) Ako je n parno, onda je nm−n − (−1)n = nm−n − 1 deǉivo sa n − 1, pa
moжemo uzeti k − n− 1, tj. m = (n− 1)nn − n.

Napomena. Nejednakost nm > mn za m > n > 3 se moжe dokazati indukcijom.

Mogu�a su i drugaqija rexeǌa, npr. za n > 2 moжe se uzeti m = pnn − n,
gde je p bilo koji prost delilac broja nnn−2n − (−1)n.

Odgovor je n.2.

Za m > 2 oznaqimo sm =
∑

i+j=m f(i, j). Kako je ostatak f(i, j) pri deǉeǌu

sa 2 jednak f(i, j)− 2[ f(i,j)2 ], broj neparnih me�u brojevima f(i, j) za i, j > 0 i
i+ j = m jednak je

∑

i+j=m

(

f(i, j)− 2
[

f(i,j)
2

])

= sm −
∑

i+j=m

([

f(i−1,j+1)
2

]

+
[

f(i,j)
2

])

= sm − sm+1.

Sledi da je broj parova (i, j) za koje je f(i, j) neparno i i + j < m jednak
s2 − sm = n− sm.

Ostaje da pokaжemo da je sm = 0 za sve dovoǉno velike m. Jasno je da je
niz sm nenegativan i nerastu�i, pa postoje N i k takvi da je sm = k za sve
m > N . To znaqi da je f(i, j) parno kad god je i+ j > m. Pretpostavimo da
je k > 0 i posmatrajmo najmaǌe i takvo da je f(i,m − i) > 0. Jednostavnom

indukcijom dobijamo f(i,m + r − i) = [ f(i,m−i)
2r

] za r > 1. Me�utim, ako je
2r 6 f(i,m− i) < 2r+1, odavde je f(i,m+ r − i) = 1, protivno pretpostavci.

Drugo rexeǌe (U. Dini�). Postavimo n жetona u taqku (1, 1) u koordinatnoj
ravni. U svakom koraku, iz svake taqke (i, j) �emo prebaciti po ceo deo
polovine ǌenih жetona u taqke (i + 1, j) i (i, j + 1). Primetimo da, ako
je neka vrsta ili kolona u nekom trenutku neprazna, ona �e uvek ostati
neprazna. Tako nijedan жeton ne moжe iza�i iz kvadrata [1, n]× [1, n], pa se
igra zavrxava u konaqnom broju koraka.

Nije texko videti da se nakon i + j − 2 koraka u taqki (i, j) nalazi taqno
f(i, j) жetona. Xta vixe, broj f(i, j) je neparan ako nakon slede�eg koraka



u taqki (i, j) ostane jedan жeton. Kako u zavrxnoj poziciji ima taqno n
жetona, sledi da me�u qlanovima niza f(i, j) ima n neparnih brojeva.

Oznaqimo sa K dodirnu taqku prave t i kruga BOC. Neka se krugovi3.

opisani oko trouglova BDK i CEK seku u taqki X 6= K. Kako je ∢BXC =
∢BXK + ∢KXC = ∢ADK + ∢KEA = 180◦ − ∢CAB, taqka X leжi na opisa-
nom krugu k trougla ABC. Xta vixe, ∢DXE = ∢DXK+∢KXE = ∢DBK+
∢KCE = ∢CKB − ∢CAB = ∢CAB =
∢DXE, pa X tako�e leжi na opisa-
nom krugu k1 trougla A′DE. Dokaza-
�emo da se krugovi k i k1 dodiruju
u taqki X.

Ako se prave CK i XD seku u taqki
P , onda vaжi ∢XPC = ∢XDE −
∢CKE = ∢XBK − ∢CBK = ∢XBC,
xto znaqi da P leжi na krugu k.
Analogno, prave BK i XE se seku
u taqki Q na krugu k. Najzad, iz
∢XPQ = ∢XBQ = ∢XDK sledi da

A

A′

B C

D

E

K
O

P

Q

X

je PQ ‖ DE. Prema tome, trouglovi XDE i XPQ su homotetiqni sa cen-
trom homotetije X, pa se ǌihovi opisani krugovi dodiruju u X.

Drugo rexeǌe. Neka prave BK i CK ponovo seku opisani krug △ABC redom
u taqkama Q i P . Iz ∢CPQ = ∢CBQ = ∢CKE sledi PQ ‖ DE. Neka se
prave DP i EQ seku u taqki X. Kako su taqke D = PX ∩AB, K = PC ∩QB
i E = AC ∩QX kolinearne, po obratnoj Paskalovoj teoremi taqka X leжi
na istom krugu sa taqkama A,B,C, P,Q. Prema tome, trouglovi XDE i
XPQ su homotetiqni, pa se ǌihovi opisani krugovi dodiruju u ǌihovom
centru homotetije X. Najzad, taqka A′ leжi na opisanom krugu △DEX jer
je ∢DXE = ∢PXQ = ∢PCA+ ∢ABQ = ∢BKC − ∢BAC = ∢BAC = ∢DA′E.

Napomena. Vaжi i opxtije tvr�eǌe: ako je K taqka u △ABC, D i E taqke u
kojima tangenta na krug BKC u K seqe AB i AC, a X druga taqka preseka
krugova BDK i CEK, onda se krugovi DEX i ABC dodiruju u taqki X.

Oznaqimo sa γ upisani krug △ABC, a sa γa i Ia pripisani krug naspram A i4.

ǌegov centar. Taqka E simetriqna
taqki D u odnosu na M je dodirna
taqka γa sa stranicom BC. Normala
ℓ1 iz D na MI je radikalna osa kruga
γ i kruga ω nad preqnikom DE, dok je
normala ℓ2 iz AI radikalna osa kru-
gova γ i γa (zbog MD = ME). Tako-
�e, radikalna osa krugova γa i ω je
normala ℓ3 iz E na MIa. Prave ℓ1, ℓ2
i ℓ3 se seku u radikalnom centru S
krugova γ, γa, ω. S druge strane, poz- A B

D

E

I

Ia

M

S

ℓ1

ℓ2
ℓ3 C
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ω

γa



nato je (po “Velikom zadatku”) da vaжi MI ‖ AE i MIa ‖ AD, pa prave ℓ1
i ℓ3 sadrжe visine iz D i E u trouglu ADE. Sledi da je S ortocentar
△ADE, a on leжi na visini iz temena A.

Drugo rexeǌe. Neka se normale iz M i D redom na AI i MI seku u taqki S
i neka je J taqka u kojoj prava MI seqe visinu iz A u △ABC. Dovoǉno je
dokazati da je AJ = ID. Zaista, tada �e slediti da je AJDI paralelogram,
pa je MS ⊥ DJ , tako da je D ortocentar trougla MSJ i odatle JS ⊥ MD,
tj. AS ⊥ BC.

Ovo se direktno izraqunava. Oznaqimo sa H i F redom podnoжja visine i
simetrale ugla iz temena A, i a = BC, b = CA, c = AB. Tada je BF = ac

b+c
,

BD = a−b+c
2

i BH = a2−b2+c2

2a
, pa je FH = BF − BH = |b−c|((b+c)2−a2)

2a(b+c)
, FD =

BF −BD = |b−c|(b+c−a)
2(b+c) i najzad AJ

AH
= FD

FH
= a

a+b+c
= ID

AH
.

Pokaza�emo indukcijom po k (k 6
2n−1

3 ) da se moжe izbaciti 3k podskupova5.

tako da je kardinalnost unije preostalih ne ve�a od n− k.

Za k = 0 to je trivijalno. Pretpostavimo da je k > 1 i da smo izbacili
3(k − 1) podskupova tako da unija preostalih ne sadrжi vixe od n − k + 1
elemenata. Kako je 2n−1−3(k−1) < 2(n−k+1), postoji element xk iz unije
koji se nalazi u najvixe tri od preostalih podskupova. Dakle, moжemo da
izbacimo jox tri podskupa tako da unija preostalih 2n− 1− 3k ne sadrжi
element xk, xto zavrxava induktivni korak.

Tvr�eǌe zadatka sledi za k = [n−1
3 ] jer je n− [n−1

3 ] 6 n− n−3
3 = 2

3n+ 1.

Napomena. Probabilistiqki metod daje slabiju ocenu ∼ n√
2
.

Kǉuqna qiǌenica je da, ako su a+1 = u2 i b = v2 potpuni kvadrati i a > b,6.

onda ab+1 nije kvadrat. Zaista, tada je (uv−1)2 < ab+1 = u2v2−v2+1 < (uv)2.

Neka su p1, p2, . . . , pm svi prosti brojevi maǌi od 2016. Za 1 6 n 6 22016 pos-
matrajmo binarni niz cn = (r1, r2, . . . , rm), gde je ri = 0 ako je eksponent uz pi
u proizvodu Pn = a1a2 · · ·an paran, a ri = 1 u suprotnom. Kako za niz cn ima
samo 2m mogu�nosti, za svako k 6 22016−2m me�u nizovima ck, ck+1, . . . , ck+2m

postoje dva jednaka, recimo cs i ct (s < t), a tada je Pt/Ps potpun kvadrat
ne ve�i od 20162

m

.

Pretpostavimo da u nizu (an) nema jedinica. Uzmimo k = 11 · 2m; svakako je
k+2m < 22016. Videli smo da postoje indeksi s, t, k 6 s < t 6 k+2m, tako da
je b = Pt/Ps potpun kvadrat. Me�utim, kako je a = Ps > Pk > 2k = 20482

m

>
20162

m

> b, po qiǌenici sa poqetka, a+ 1 = Ps + 1 i ab + 1 = Pt + 1 ne mogu
istovremeno da budu kvadrati, xto je kontradikcija.
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