MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo maremaTuuapa Cpouje

10. CPIICKA MATEMATNYKA OJIMMIINJA ITA
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

1. aupmua 2016.
IIpBu nmaun

Hexka je n mpuponan 6poj Behu on 1. lokaszatu ma mocToju mpupoman O6poj m

Behu ox n™ TakaB ma je
m

n™m™ —m"

n-—+m

npuposan 0poj. (Huxona Ilemposuh)

Har je npuponan 6poj n. Hepunumumo f(0,5) = f(i,0) =0, f(1,1) =nnu

= | LD | Hed=b)

3a cBe mpupomane Opojese i u j, (i,7) # (1,1). Koauko mma ypebenux maposa
npuponaux Opojesa (i,7) 3a koje je f(i,j) memapau 6poj? (ywarn Byxuh)

Hexka je O nenrap gpy:kuaune onucane oko NABC. Ilpasa t momupyje Kpy:KHUAILY
ommcany oko ABOC u ceue crpanune AB u AC' y taukama D u E, pemom
(D,E # A). Taura A’ je cumerpuuna rauku A y omHocy Ha npasy t. Ilokazartu
na ce kpyskaume onucane oko ANA'DE u AABC nomupyjy. (Aywan Byxuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaTaka meTrabsHO 0OPa3I0KUTH.
Caku 3agarak Bpenu 7 60m0Ba.



4.

MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo maremaTuuapa Cpouje

10. CPIICKA MATEMATNYKA OJIMMIINJA ITA
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

2. anpmua 2016.

Ipyru nan

Y AABC (AB # AC) ynucana KpysKHALA, YUjU je [eHTap Tadyka [, momupyje
crpanutty BC' y tauku D. Hera je taurka M cpenumre ny:xu BC. IlokazaTtu na
ce HopmaJse u3 tadaka M u D uwa npaBe Al u M, penom, ceky Ha mpaBoOj KOja

canpsxu Bucuny AABC u3 temena A. (Aywan Byxuh)
IlaTo je 2n — 1 aBoeJeMEHTHUX MOACKYIIOBaA CKYyTIa {1, 2,.. .,n}. Ioka3aTu na ce
MO:Ke omadpaTu n OJ OBUX HOACKYIOBA UHWja YHUja CAAP:KU HE BUIIE O %n +1
eleMeHara. (Aywan Byxuh)
Jlatu cy TPUPOIHU OPOjEeBU a1, a2, ..., ay2016 TAKBUA Oa 3a cBe n, 1 < n < 22016,
BaiKN

anp <2016 m ajas---a, +1 je mornyH KBaapar.

Hokazatu na je Heku on OpojeBa ai,as,...,a92016 jeTHAK 1. (ywarn Byxuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabHO 0OPa3I0KUTH.
Caku 3agarak Bpenu 7 60mo0Ba.



PEIITEIHA

. m__ n
3a moueTak NpPUMETHUMO na 3a m > n > 3 Baxku n" > m", te je —1— > ().

m—+n
Saucra, ¢pyuruuja f(r) = me je omanajyha 3a x > e jep je f'(x) = % < 0,
ma je B > me, tj. mlnn > nlnm, u ogarae n™ = ™" > ennm — pn,

3a n =2 ce moxke yzeru m = 10. IIpernocrasumo na je n > 2. Mimamo

n™—m"=n"—(—n)" =n"(n""" - (=1)") (mod m+n).

[Torpaskuhiemo m y o6auky m = kn"™ —n (k € N). Taga m +n = kn" | n™ —m"
ako u camo ako k | n™~" — (=1)™.

(1°) Ako je n memapuo, ouma je n™ " — (—1)" mapuo, ma Moxkemo y3zetu k = 2,
Tj. m =2n" —n.
(2°) Axro je n mapuo, ouma je n" " — (—=1)" = n™ " — 1 gemuso ca n — 1, ma

MoxkeMo y3zetu k —n — 1, 7j. m = (n—1)n" —n.

Hanomena. HejeqaakocT n™ > m"™ 3a m > n > 3 ce MOKe NOKA3aTU WHIYKIIA]OM.

Moryha cy n npyrauwnja pemema, HOP. 3a n > 2 MOXKe ce y3eTu m = pn' —n,
rae je p 6mio Koju mpoct menmiarn 6poja n” 2% — (—1)7.

Oxrosop je n.

3a m > 2 03HAYUMO S, = Ziﬂ.:m f(i,7). Karo je ocrarar f(i,j) npu mememy
ca 2 jennax f(i,j) — 2[@],
i+j=m jemax je

Zi+j:m <f(i,j) -2 [f(é’j)D = Sy — Ziﬂ»:m <[f(i_12’j+1)] + [f(;’j)D

= Sm — Sm+1-

6poj menapuux meby Gpojesuma f(i,j5) 3ai,j >0 n

Cnemu na je 6poj maposa (i,7) 3a xoje je f(i,j) memapuo u i + j < m jenHax
89— Sm =N — Sy

Ocraje ma mokaskeMo ma je S,, = (0 3a cBe MOBOJLHO BejJuke m. JacHO je ma je
HU3 S,, HEHEraTuBaH " HepacTyhu, nma nmoctoje N u k TakBu na je s,, = k 3a cBe
m > N. To 3uaun na je f(i,j) mapuo kax rox je ¢ + j = m. IlpernocraBumo na
je k > 0 u mocmarpajmo HajMame i TakBo ma je f(i,m —i) > 0. JemHocraBHOM
nHayKIujoM nobujamo f(i,m +r —1i) = [W] 3a r > 1. MebyrtuMm, ako je
2" < f(i,m —1i) < 2", onasne je f(i,m +r —i) = 1, TIPOTUBHO MPETIOCTABIN.

Apyzo pewewe (Y. Aunuh). IlocraBumo n sxerona y tauky (1,1) y KoOpauHATHO]
paBHu. Y CBaKOM KOpaky, u3 cBake Tauke (i,7) hemo mpebanutu mo meo meo
[OJIOBUHE HeHUX skeToHa y Tadke (i + 1,7) u (4,5 + 1). Ilpumerumo na, ako
je HeKa BpCTa WM KOJIOHA y HEKOM TPEHYTKYy HelpasHa, oHa Nhe yBek ocTaTu
HenpasHa. Tako HujenaH skeToH He Moke u3alim u3 kBanpara [1,n] X [1,n], na ce
urpa 3aBpliaBa y KOHAYHOM OpOjy KOPaka.

Huje remko BumeTy na ce HakoH i+ j — 2 Kopaka y Tauky (i,]) HAJIA3U TAYHO
f(i,j) erona. Illra Bume, 6poj f(i,j) je menapan ako HakoH ciaeneher kKopaka



y Tauyku (i,j) ocraHe jemaH }KeTOH. Kako y 3aBpPIIHOj MO3ULMJU MMa TAYHO 7
’KeTOHa, ciaemu na meby umamosuma mHusa f(i,7) uma n HemapHux O6pojesa.

Oszmaummo ca K momupuy rtauky npase t u kpyra BOC. Heka ce kpyrosu
ommcanu oko TpoyriaoBa BDK u CEK cery y taukn X # K. Kako je <BXC =
<BXK + <KXC =<ADK +<KFA =180° — <CAB, tauka X jeXMU Ha ONUCA-
HoM kpyry k tpoyraa ABC. Ilra Bume, <DXFE = <DXK +<KXFE =<DBK+
<KCE = «CKB — <CAB = <CAB =
<DXFE, na X takobe nexku Ha omuca-
HOM Kpyry ki Tpoyraa A'DE. Iloka3a-
hemo ma ce kpyroBu k u ki momupyjy
y Taukm X.

Axo ce mpaBe CK u XD ceky y Tadkun
P, omma Baxu <XPC = <XDFE —
<CKE = «XBK — <CBK = <XB(,
mTo 3Hauu na P gexu Ha Kpyry k.
Amnamnoruno, npase BK u XFE ce ceky
y Taukum () wa kKpyry k. Hajzan, u3
<X PQ = <«XBQ = <XDK cnemun na S~

je PQ || DE. Ilpema tome, tpoyraosu X DE u X PQ) cy XOMOTETUYHU Ca IIeH-
TpoM xoMoTeTHje X, Ia ceé HUXOBU ONUCAHU KPYrOBU H0aupyjy v X.

Zpyzo pewewe. Heka mpase BK u C'K nonoBo ceky onucanu kpyr AABC pemom
y Ttaukama Q u P. U3 <CPQ = <CBQ = <CKFE cnemu PQ || DE. Heka ce
npase DP u E(Q cery y taukn X. Kako cy tauke D = PXNAB, K = PCNQB
u F = AC N QX ronuaeapue, nmo obparuoj [lackamoBoj Teopemu Tauka X Jexun
Ha mcrtoMm Kpyry ca maukama A, B,C, P Q. Ilpema Tome, tpoyrmosu XDE u
X P@Q cy XOMOTeTUYHU, Ta Ce HBUXOBU ONUCAHU KPYTOBU NOIUPY]Y YV HUXOBOM

nentpy xomoreruje X. Hajzanm, tauka A’ nesxku ma onmmcanom kpyry ADEX jep
je <DXFE =<PXQ =<PCA+<ABQ = <BKC — <BAC = <BAC = <DA'E.

Hanomena. Baxku u ommruje tBpheme: ako je K taukay AABC, D u E tauke y
kojuma tanrenra Ha Kpyr BKC 'y K ceue AB u AC, a X apyra Tauka mpeceka
kpyroBa BDK u CEK, ouna ce kpyrosu DEX u ABC momupyjy y taukm X.

Osumaunmo ca v ynucauu kpyr AABC, a ca v, u I, mpunucanu Kpyr Hacupam A u
BEeroB meHrap. Taurka I cuMmeTpuyHa
tauku D y omHocy Ha M je mommpHa
Tayka v, ca crpanunom BC. Hopwmaina
¢y u3 D wa M1 je pagukanana oca Kpyra
Y U Kpyra w Haa npedyaukoM DFE,| MOk je
mopmadgia Vo u3 Al pamuraiana oca Kpy-
rosa y u vy, (36or MD = MFE). Tako-
be, pamuramHa oca KpyroBa 7y, U w je
mopmaga ¢s u3z E ua MI,. Ilpase /1,45
u {3 ce Cexky y PaOUKAIHOM HeHTPY S
KPYroBa 7, vq,w. C apyre crpane, mo3-




Hato je (mo “Bemurom 3anmatky”) ma Bawu MI | AE u M1, | AD, na npase /4
u {3 canpske Bucune u3 D u E y tpoyrany ADE. Cunemu na je S opromeHTap
AADE, a oH jexu Ha BUCUHU u3 TeMmeHa A.

Zpyzo pewewe. Hera ce nopmaise uz M u D pemom wa Al u M1 cexy y tauku S
u Heka je J Tauka y rojoj mpaa MI ceue Bucuny uz Ay AABC. IloBomHO je
nokasaru ma je AJ = ID. 3aucra, tana he caemuru na je AJ DI napaJsesorpam,
na je MS L DJ, tako na je D oprouenrap tpoyriaa MSJ u onatne JS L MD,
tj. AS 1 BC.

OBo ce mupexrHo m3pauynaa. Osmaunmmo ca H u F' pemom momHo:kja BUCUHE U
cumetpaJtie yria u3 remena A, u a = BC, b= CA, c = AB. Tana je BF = ;%<

b

BD = o=kt y BH = =04 na je FH = BF — BH = L=l0td —a) pp —
— lb=c|(btc=a) : AJ _FD _ _a _ ID
BE —BD = "7 W HAJ3AL 35 = FF = gyptc — AR

Ilokasahiemo nnnykmujom no k (k < 2%-1) na ce morke usbamutu 3k moAcKynoBa

TAKO Ja je KapaAUMHAJHOCT YHUje mpeocTasux He Beha om n — k.

3a k = 0 to je TpuBmjamuo. IIpermocraBumo na je k > 1 m ma cmo uzbamuian
3(k — 1) monckymoBa Tako Ja yHHUja IPEOCTANIMX HE caapsku Bume om n — k + 1
enemenara. Kako je 2n—1—-3(k—1) < 2(n—k+1), nocroju eneMeHT xj U3 yHUje
KOjU Ce HAJIa3W y HajBUIINE TPU OJ MPEOCTAJUX MOACKymoBa. [lakide, MoxkeMo na
n30anuMo jOIr TpU MOACKYNa TAaKO Aa yHUja mpeoctanux 2n — 1 — 3k He campxu
€JIEMEHT I, IITO 3aBpllaBa MHAYKTUBHU KOPAK.

Jjepjen—[257 ] <n—233 =2n+1.

n—1

Tepbeme 3anatka ciremu 3a k =[5~

Hanomena. Ilpobabunuctuykyu MeTon maje caabujy OIeHy ~ %

Kayuna unmenuna je na, ako cy a+ 1 = u? u b = v? nornysu kBagpaTu u a > b,

onza ab+1 Huje kBagpat. 3aucra, Tana je (uv—1)? < ab+1 = v?v?—v2+1 < (uv)?.

Hexa cy p1,po, ..., Ppm CBU mpoctu 6pojesu Mamu ox 2016. 3a 1 < n < 22016 poc-
MaTpajMo OGUHADHU HU3 Cp, = (11,72, ...,Tm), TOe je r; = 0 aKO je eKCIIOHEeHT y3 p;
y npousBony P, = ajas---a, mapan, a r; = 1 y cynporaoMm. Kako 3a Hu3s ¢, uma
camo 2™ moryhuocTu, 3a cBako k < 22016 2™ yveby mmsoBuMa ci, Cpy1, - - -, Chpom
[OCTOj€e ABa jemHaKa, peunmMo cs u ¢; (s < t), a tana je P;/Ps; nornyH kBagpat
me sehim ox 20162" .

[IpernocraBumo na y uusy (a,) Hema jemmuauna. Y 3mumo k = 11-2™; cBakako je
kE+2™m < 22016 Bynenn cmo ma moctoje mmekcu s,t, k < s <t < k+2™, Tako na
je b = P,/P, mornyn kBagpat. MebDyrtum, kako je a = P, > P, > 2F = 2048%" >
20162" > b, mo yunmeHunu ca nodetka, a+ 1= FP;+1 unab+ 1= P, 4+ 1 we mory
MCTOBPEMEHO na Oymoy KBaApaTu, IITO jé KOHTPAIUKII]a.

Ihypwan Byxuh AAANAAAAAAAAAANAANNANNA srb.imomath.com
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