
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

21. januar 2017.

Prvi razred – A kategorija

1. U parku oblika kvadrata qija du�ina stranice iznosi 1 km postoji 4567 stabala
preqnika ne ve�eg od 50 cm (svako stablo se qitavo nalazi u parku). Dokazati da
se u tom parku mo�e na�i prostor veliqine 10 m × 20 m unutar kog se ne nalazi
nijedno stablo (niti deo stabla).

2. U qetvorouglu ABCD va�i ]ABC = 104◦, ]ADC = 128◦ i AB = BC = 2. Izraqu-
nati du�inu dijagonale BD.

3. Rexiti jednaqinu
12x + 10y = 7102z

u skupu prirodnih brojeva.

4. Za qetvorku taqaka A, B, C, D u ravni, me�u kojima nikoje tri nisu kolinearne,
neka f(A,B,C,D) oznaqava meru najve�eg ugla koji obrazuju ove taqke (od ukupno
12 takvih uglova). Odrediti min f(A,B,C,D), gde se minimum uzima nad svim
posmatranim qetvorkama taqaka.

5. Odrediti koliko razliqitih rexeǌa ima jednaqina

|| · · · |||x| − 1| − 2| · · · − 2016| − 2017| = 2017.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – A kategorija

1. Na livadi se nalaze 3 mraviǌaka: A, B i C. Rastojaǌe izme�u mraviǌaka A
i B iznosi 260 mm a izme�u mraviǌaka B i C iznosi 1200 mm, i pritom va�i
]ABC = 60◦. Iz mraviǌaka A kre�e mrav a ka mraviǌaku B, idu�i pravolinijski,
kre�u�i se brzinom 1 mm

s . U istom trenutku iz mraviǌaka B kre�e mrav b ka
mraviǌaku C, tako�e pravolinijski, idu�i brzinom 3 mm

s . U kom trenutku �e
rastojaǌe izme�u mrava a i b biti minimalno?

2. Neka je T te�ixte 4ABC, i neka je t proizvoǉna prava kroz T takva da su temena
A i B s jedne ǌene strane, a teme C s druge. Neka su taqke A0, B0 i C0 ortogonalne
projekcije taqaka A, B i C, redom, na pravu t. Dokazati:

AA0 +BB0 = CC0.

3. Pqela se kre�e po beskonaqnom sa�u (ravni poploqanoj pravilnim xestouglovi-
ma). Pqela polazi sa unapred utvr�enog xestougla, u svakom koraku mora pre�i
na susedan xestougao (xestouglovi su susedni ako imaju zajedniqku ivicu), i ne
sme do�i na xestougao na kom je ve� bila. Za bilo koji prirodan broj n, oznaqimo
sa xn broj mogu�ih putaǌa od n koraka. Dokazati:

2 · 3n 6 xn 6 6 · 5n−1.

4. Rexiti sistem jednaqina:

b2xc+ bxc+ b7xc = 2017;

3{x}{5x} = 4{2x}{6x}.

(Sa bxc oznaqavamo najve�i ceo broj ne ve�i od x, a sa {x} oznaqavamo x− bxc.)

5. Odrediti za koje prirodne brojeve n postoje prirodni brojevi x, y1, y2, . . . , yn takvi
da va�i

x2 = 2(y2
1 + y2

2 + · · ·+ y2
n).

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

1. Dat je konveksan qetvorougao ABCD. Za uoqenu taqku O unutar ǌega, neka je pO

prava kroz O paralelna sa AB, i neka su PO i QO taqke preseka prave pO sa
stranicama AD i BC, redom; sliqno, neka je qO prava kroz O paralelna sa CD, i
neka su RO i SO taqke preseka prave qO sa stranicama AD i BC, redom. Dokazati
da su slede�i uslovi ekvivalentni:

• postoji taqka O ∈ intABCD za koju va�i POO ·OQO = ROO ·OSO;

• za svaku taqku O ∈ intABCD va�i POO ·OQO = ROO ·OSO.

(Sa intABCD oznaqavamo unutraxǌost qetvorougla ABCD.)

2. Dokazati da je za svako n ∈ N broj

2n + 3n+3 + 5n + 7n+4

slo�en.

3. Dule se kre�e po beskonaqnoj xahovskoj tabli (ravni poploqanoj kvadratima) a
pqela po beskonaqnom sa�u (ravni poploqanoj pravilnim xestouglovima). Oboje
kre�u sa unapred utvr�enog poqetnog poǉa (,,poǉa“ su kvadrati za Duleta, a
xestouglovi za pqelu), u svakom koraku moraju pre�i na susedno poǉe (poǉa su
susedna ako imaju zajedniqku ivicu) i ne smeju do�i na poǉe na kom su ve� bili.
Za ma koji prirodan broj n, dokazati da pqela ima vixe mogu�ih putaǌa od n
koraka nego Dule.

4. Neka su zadati realni brojevi a1 6 a2 6 . . . 6 an i b1 6 b2 6 . . . 6 bn takvi da za
svako x ∈ R va�i

|x− b1|+ |x− b2|+ · · ·+ |x− bn| 6 |x− a1|+ |x− a2|+ · · ·+ |x− an|.

Dokazati:
a1 + a2 + · · ·+ an = b1 + b2 + · · ·+ bn,

i, za svako k, 1 6 k 6 n− 1:

a1 + a2 + · · ·+ ak 6 b1 + b2 + · · ·+ bk.

5. Na kru�nici k uoqene su taqke A, B, C i D u tom poretku. Prave AB i CD seku
se u taqki E, a prave AD i BC u taqki F . Uoqene su kru�nice k1 i k2, s centrima
u taqkama E i F , redom, normalne na kru�nicu k. Dokazati da su kru�nice k1 i
k2 me�usobno normalne.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Za realne brojeve x, y ∈ [e−3, e] dokazati nejednakost∣∣∣∣ln xx

yy

∣∣∣∣ 6 2|x− y|.

2. Ako je a paran broj, dokazati da

(a+ 1)2017 | a(a+1)2016 + 1.

3. Na svakoj od n pozicija u sali za fiziqko stoji po jedan uqenik. Sa pozicije P1

mo�e se sigurno dodati lopta na poziciju P2 ako se u krugu sa preqnikom P1P2

ne nalazi nijedna od ostalih pozicija. Neka su Ivica i Marica dvoje uqenika
u sali, i neka se lopta inicijalno nalazi kod Ivice. Dokazati da, na kojim
se god oni pozicijama nalazili, postoji niz sigurnih dodavaǌa kojim se mo�e
proslediti lopta od Ivice do Marice.

4. Neka je R+ skup svih pozitivnih realnih brojeva. Na�i sve funkcije f : R+ → R+

takve da va�i

f
(
x+ f(y) + f(f(z))

)
= yf

(
1 + f(f(y))(x+ z)

)
za sve x, y, z ∈ R+.

5. Dat je oxtrougli 4ABC. Neka je D presek simetrale ]A i stranice BC, a E
presek simetrale ]B i stranice AC. Neka su D0 i E0 ortogonalne projekcije
taqaka D i E, redom, na stranicu AB. Oznaqimo sa A1 taqku osnosimetriqnu
taqki A u odnosu na pravu CE0, a sa B1 taqku osnosimetriqnu taqki B u odnosu
na pravu CD0. Dokazati da 4AA1C i 4BB1C nemaju zajedniqkih taqaka osim
taqke C.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

1. Date su cifre a i b, razliqite me�usobno i razliqite od nule. Koliko ima
qetvorocifrenih brojeva deǉivih sa 11 koji se mogu zapisati iskǉuqivo pomo�u
cifara a i b (ne moraju obe cifre biti upotrebǉene u zapisu)?

2. Dati su skupovi A, B i C takvi da va�i:

• A ∪B ∪ C = {1, 2, 3, . . . , 100};
• A je skup svih prirodnih brojeva ne ve�ih od 100 koji su deǉivi sa 2;

• B je skup svih prirodnih brojeva ne ve�ih od 100 koji su deǉivi sa 3;

• B ∩ C je skup svih prirodnih brojeva ne ve�ih od 100 qiji je zbir cifara
jednak 9;

• (A ∩ C) \B je skup svih dvocifrenih brojeva koji nisu deǉivi sa 3 i qija je
cifra jedinica jednaka 4.

Odrediti broj elemenata skupa C.

3. U jednoj kutiji se nalaze kuglice plave, zelene i crvene boje. Ako �elimo da
izvuqemo odre�en broj kuglica a da budemo sigurni da me�u ǌima postoji bar po
jedna kuglica svake boje, neophodno je izvu�i 11 kuglica. Ako �elimo da budemo
sigurni da me�u izvuqenim kuglicama postoji kuglica zelene boje, neophodno je
izvu�i 10 kuglica. Ako �elimo da budemo sigurni da me�u izvuqenim kuglicama
postoji kuglica crvene boje, neophodno je izvu�i 8 kuglica. Koliko kuglica od
svake boje ima u kutiji?

4. Na polukru�nici qiji je preqnik AB uoqene su taqke P i Q. U preseku pravih
AP i BQ dobijena je taqka M , a u preseku pravih AQ i BP dobijena je taqka N .
Dokazati: MN ⊥ AB.

5. U ovom trenutku A ima tri puta toliko godina koliko je B imao kada je A imao
toliko godina koliko sada ima B. Kada B bude imao toliko godina koliko sada
ima A, ǌih dvojica �e u zbiru imati 70 godina. Koliko svako od ǌih ima godina?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

1. Dijagonale konveksnog qetvorougla ABCD seku se u taqki O. Dokazati da centri
kru�nica opisanih oko 4ABO, 4BCO, 4CDO i 4DAO obrazuju temena parale-
lograma.

2. Starac ima odre�en broj jabuka i o ǌima je izrekao slede�e reqenice.

• Ako mi do�e dvoje unuka, ne�u mo�i da im podelim jabuke na jednak broj
oboma.

• Ako mi do�e troje unuka, mo�i �u da im podelim jabuke na jednak broj svima.

• Ako mi do�e qetvoro unuka, mo�i �u da im podelim jabuke na jednak broj
svima.

• Ako mi do�e petoro unuka, mo�i �u da im podelim jabuke na jednak broj
svima.

• Ako mi do�e xestoro unuka, ne�u mo�i da im podelim jabuke na jednak broj
svima.

Me�utim, starac je malo zaboravan, pa mu taqno jedna reqenica nije istinita.
Pri ovim uslovima, koliko najmaǌe jabuka mo�e imati starac?

3. Odrediti najve�i prost broj qije su sve cifre razliqite takav da se pri svakoj
permutaciji ǌegovih cifara dobija ponovo prost broj.

4. Za koje vrednosti realnog parametra m jednaqina

x2 − (m+ 1)x+ 2m− 4 = 0

ima realna rexeǌa, a da je pritom zbir ǌihovih kvadrata najmaǌi mogu�?

5. Rexiti sistem jednaqina:

x2 + y2 = 9;

y2 + z2 = 16;

y2 = xz.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

1. Odrediti sve realne brojeve x za koje va�i

sinx = sin 2x = sin 3x = · · · = sin 2017x.

2. Pet uqenika se takmiqi u trci na 10 km. Poznato je da je posle 5 km prvi bio
Aca, drugi Bojan, tre�i Vuk, qetvrti Goran a peti Dejan, dok je na kraju prvi
bio Vuk, drugi Dejan, tre�i Aca, qetvrti Goran a peti Bojan. Koliko je najmaǌe
razliqitih rasporeda bilo tokom ove trke? (Ne raqunaju se rasporedi u kojima
su neki uqenici izjednaqeni, i smatra se da se tokom trke ne dexava situacija
da u istom trenutku dva uqenika presti�u tre�eg.)

3. Rexiti sistem jednaqina:

x− y + xy = 17;

x2 + y2 = 34.

4. Dijagonale qetvorougla dele taj qetvorougao na qetiri trougla sa celobrojnim
povrxinama. Da li je mogu�e da se proizvod tih povrxina zavrxava na 2017?

5. Rexiti jednaqinu u skupu celih brojeva:

a) m2n6 −m4n4 +m6n2 = 2017;

b) m2n6 −m4n4 +m6n2 = 2016.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Na�i maksimalnu vrednost funkcije f(x) = (sinx)cos x na intervalu
[
0,
π

2

]
.

2. Odredi najmaǌi prirodan broj koji je deǉiv brojem 13, a pri deǉeǌu brojevima
2, 3, ..., 11, 12 daje ostatak 1.

3. Neka su a, b, c du�ine stranica 4ABC naspram temena A, B, C, redom, i neka one
zadovoǉavaju

a2 = b2 + bc.

Dokazati: ]A ∼= 2]B.

4. Rexiti sistem jednaqina:

x2 + 2yz = 1;

y2 + 2xz = 2;

z2 + 2xy = 1

u skupu realnih brojeva.

5. Ana je tri puta bacala kockicu i u svakom bacaǌu dobila prirodan broj od 1 do
6. Ona je proizvod ta tri (ne nu�no razliqita) broja rekla Petru, a zbir Zoranu
(pri qemu obojica znaju xta predstavǉaju obe saopxtene vrednosti). Izme�u Pe-
tra i Zorana se vodio slede�i razgovor:

– Petar: ,,Ne mogu sa sigurnox�u da odredim sva tri broja koja je Ana dobila.“

– Zoran: ,,Znao sam da ne mo�ex.“

– Petar: ,,Iako dosad nisam znao qak ni koji je najmaǌi broj koji je Ana dobila,
zahvaǉuju�i tvom komentaru sad znam.“

Koja je tri broja (u nekoj permutaciji) Ana dobila?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


