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21. jamyap 2017.

Ilpeu pa3pen — A rareropuja

Y mapky obauka KBaapaTa uMja Ly:KUHA cTpaHune m3Hocu 1 kM mocrtoju 4567 crabama
npeunuka He Behier ox 50 mM (cBako cTabio ce ynraBo Hana3u y napky). JlokazaTu na
ce y ToMm napry moske Hahwu mpocrop Benmumue 10 m X 20 M yHyTap KOr ce HE HAJIA3U
HUjenHo crabno (EuTm meo crabia).

Y uerBopoyriy ABCD Basxku L{ABC = 104°, LADC = 128° u AB = BC = 2. Uzpauy-
HaTU Oy:KUHY oujaroHase BD.

Pemuru jennauumy
12% +10Y = 71027
y CKyIly IPUPOTHUX OpojeBa.
3a uerBopky Tauaka A, B, C, D y paBuu, Mely Kojuma HUKOje TpU HUCY KOJUHEAPHE,
ueka f(A, B,C, D) o3nauaBa Mepy HajBelier yrua koju o6pa3syjy oBe Tauke (OX YKYIHO

12 rakBux yrumosa). Oapemutu min f(A, B,C, D), roe ce MUHUMYM y3MMa HAJ CBUM
MOCMATPAHUM YETBOPKAMA TAUAKA.

O,Hpe,HI/ITI/I KOJIUKO PAa3JIMYUTUX PEelIema UuMa jeﬂHaLH/IHa

|- ||lz] — 1] = 2| - - - — 2016] — 2017| = 2017.

Bpewme 3a pax 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka merasmHO 00pPA3IIOKUATH.
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Ilpyru pa3pen — A kareropuja

Ha suBamu ce manasze 3 mpasumara: A, B u C. Pacrojame uzmebhy mpaBumara A
u B uznocu 260 mm a mameby mpasumarka B u C wmznocu 1200 MM, ¥ OpUTOM BazKu
£LABC = 60°. I3 mpaBumara A kpehe mpas a ka mpasumarky B, unyhu npaBonunujcku,
kpehyhu ce Gpsunom 1 **. Y wuctom TpeHyTKy u3 Mpasumaka B kpehe mpas b ka
mpasumary C, Takobe npasonuumjcku, unayhu Opsusom 3 **. Y KoM TpeHyTKy he
pacrojame usmebhy mMpaBa a u b GUTM MUHUMAIHO?

Heka je T rexumre AABC, u Heka je t npon3BobHA TpaBa Kpo3 T’ TakBa ma Cy TeMeHa
A u B c jenne mene crpane, a reme C ¢ npyre. Heka cy Tauke Ag, By u Cy opToronaue
npojekruje rauaka A, B u C, penom, ua npasy t. okazaru:

AAy + BBy = CCy.

[Muena ce kpehie mo Geckonaunom cahy (paBHM MOMIOUAHO] TPABUIHUM MIECTOYTIOBU-
ma). ITuena monasu ca ynanpen yrspbhenor mectoyria, y cBAKOM Kopaky Mopa npelin
HA CyCENaH mecTOyrao (MEeCTOYTJIOBU CYy CYCETHU aKO MMAjy 3ajeJHUYKY WUBUILY ), U HE
cme nohw Ha mecToyrao Ha KoM je Beh buna. 3a 6uno koju npuponas 6poj n, 03HAUUMO
ca x, 6poj moryhux myrama omx n kopaka. lokazaru:

2.3" <z, <6571
Pemmru cucrem jenmaunna:
|22 + [x] + [Tx| = 2017;
3{z}{bz} = 4{2x}{6x}.

(Ca |z| osmauasamo HajBehu neo 6poj me Behin oxn z, a ca {x} osmauasamo x — |z].)

O npeauTu 3a KOje mpupoaHe OpojeBe N MOCTOje IPUPOIHU OPOJEBU X, Y1, Y2, - - - , Yn TAKBU
1a BaxKU

=2y + s+ +yh)

Bpewme 3a pax 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IIOKUATH.
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Tpehu paspen — A kareropuja

IlaT je xomsekcan yerBopoyrao ABCD. 3a youeny Ttauky O yHyTap mera, HEKa je po
npasa kpo3 O mapamenna ca AB, u mexka cy Pp u Qo Tauke mpeceka mpase po ca
crpanunama AD n BC| penom; canuno, HEKa je o npasa kpo3 O mapadsenna ca CD, u
Heka cy Ro m Sp Tauke npeceka npase o ca crpanunama AD u BC, penom. Ilokazatu
na cy cienehu ycioBU €KBUBAJIEHTHU:

e nocroju Tauka O € int ABC'D 3a kojy Baxku PoO - O0Qp = RpO - OSp;
e 3a cBaky Tauky O € int ABCD Baxu PoO - OQo = RpO - OSp.

(Ca int ABC'D o3mauaBaMo yHyTpamsocT vyerBopoyriaa ABCD.)

IHorazatu na je 3a cBako n € N 6poj
2n +3n+3 + 577, + 7n+4

CJIO/KEH.

Iyne ce kpehe no 6eckoHAYHO] MAXOBCKO] Tabau (pABHU HOIJIOYAHO] KBAAPATHAMA) &
muesa no H6eckonauynoMm cahy (paBHy nominodaHoj npaBuiHEM mectoyriaoBuMma). O6oje
kpeliy ca ymanpen yrepbenor mouernor moma (,mossa‘ cy kBamparu 3a yiera, a
IIEeCTOYTJIOBM 3a IUeNy), y CBAKOM Kopaky Mopajy npehlin Ha cycenno mome (moma cy
CycelHa aKO MMAajy 3ajelHUYKY WBUIlY) U He cMejy nohwu ma mosme Ha koM cy Beh Guin.
3a Ma KOju mpupomaH Opoj m, MOKa3aTU Oa IIYesia MMa BUIIE MOIyNuX myTama On n
kKopaka "ero lyie.

Heka cy 3amatu peasau 6pojeBu a1 < ao < ... < ap 1 by < by < ... < b, TakBu ma 3a
cBako r € R Basku

| —b1| + ]z —bo| + -+ |z —by| < |z —a1] + |z —as| + -+ |z — ay]-

Hoxka3zaTu:
aitaz+---+ap=br+ba+ - +0bp,

u, 3a cBako k, 1 < k< n—1:

ar+ag+---+ap <by+bay+--+ by

Ha xpy:xuumm k youene cy tauke A, B, C u D y tom noperky. [Ipase AB u CD ceky
ce y tauku F, a npaBe AD u BC y tauku F. Youene cy xpy:kuuie ki u ks, ¢ meHTpumMa
y Taukama F u F, pemom, HopMmasHe Ha Kpy:xkuuy k. Jlokasatu na cy kpyskauie ki u
ko MeDhycobHO HOpMAITHE.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00pPA3IIOKUATH.
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YerBpTHu paspen — A kareropuja

3a peasme 6Gpojese z,y € [e73, e] mokazaTu HejemHAKOCT

X

x
lny—y < 2|z —y).

Axo je a mapan 6poj, mOKazaTu Ia

2016

(a+1)%017 | a1

Ha cBakoj ox n mosunuja y canan 3a GU3NYKO cTOju IO jenan ydenmk. Ca nmosuiuje Pp
MOKE ce cuzypro dodamu aonma Ha mo3umujy P, ako ce y Kpyry ca mpedHukoM PP
He HaJia3u HujemHa on ocraiux nmo3unuja. Heka cy Vsuma m Mapuma nsoje yuenura
y cajau, ¥ HEKa Ce JIONTa WHUIMjaJHO Hasasu kox MBume. /lokazatm na, Ha KOjuUM
ce TOJ OHU MO3UIMjaMa HAJA3WIN, IOCTOJU HU3 CUTYDHUX IOIABAHA KOJUM CE MOKE
npocienutu jgonta on Vsumne mo Mapume.

Heka je RT ckynm cBux mosutuBHUX peadrux Gpojesa. Hahu cse ¢pyurmmje f: RT — R
TakBe Ia BaKU

f@+ @)+ F(f(2) =yf(L+ f(f(y)(z +2)) 3acsez,y,zeR".

ITar je omrpoyrau AABC. Heka je D mpecek cumerpane LA u crpanune BC, a F
npecex cumerpaie 4B u crpanune AC. Herka cy Dy u Ej OpTOroHaJIiHE MIPOjEKIH]je
rauaka D u E, pemom, mHa crpanury AB. O3maunMo ca A; Tauky OCHOCUMETPUYHY
tauku A y ommocy Ha npasy CFEg, a ca By Tauky OCHOCUMETPUYHY Tauyku B y omgHOCY
wa mpaBy CDg. Horaszatu nga AAA;C u ABB;C memajy 3ajeIHUUKHX Tavyaka OCUM
taure C.

Bpewme 3a pax 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IIOKUATH.
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Ilpeu pa3pen — B kareropuja

Ilate cy mudppe a m b, paznuunre mMehycobHO m pasznuuure on Hyne. Koanko mma
yerBOpOnUdppernux OpojeBa mesuBux ca 11 KOju ce MOry 3ammcaTy UCKJBYUUBO MOMONY
mudapa a u b (me Mmopajy obe mudpe 6utn ynorpebiese y s3anucy)?

Iatu cy ckymoBu A, B u C' TakBu Oa BasKu:

e AUBUC =1{1,2,3,...,100};
e A je crym cBux mpuponHux OpojeBa He Behwux ox 100 koju cy memuBu ca 2;

e B je ckyn cBux nmpupomaux OpojeBa ze Behux on 100 roju cy memuBu ca 3;

BNC je ckyn cBux mpupomaux OpojeBa #He Behux ox 100 umju je 30up mudapa
jemHar 9;

(ANC)\ B je ckyn cBux asormmdppeHnx 6pojeBa KOju HUCY AELUBU Ca 3 U 4yuja je
nmudpa jequHUna jenHaxa 4.

Onpenutu 6poj enemenara ckymna C.

Y jemHOj KyTHju ce Hajla3e KyTJdle IJIaBe, 3ejieHe U IpBeHe 0oje. AKO KeJaumMo na
usByuemo oapeben 6poj kyrsmma a na Oymzemo curypu na mebhy muma nocroju 6ap mo
jemHa Kyriuna cBake 6oje, HeonxomHo je m3Byhwm 11 kyrauma. Ako skeaumo na OymeMo
curypuu na Mebhy u3BydeHUM KyTaulaMa MOCTOjU KyTJUIa 3ejeHe Goje, HEOMXOIHO je
u3Byhu 10 kyrauna. Ako skeaumo na Oymemo curypum na mebhy msByuenum ryrimmama
OCTOjU KYyTJIMIla IpBeHe 0oje, Heonxomuo je m3Byhwu 8 kyrauma. Koamko kKyrawna on
cBake 6oje uma y KyTuju?

Ha nonykpysxkaunu uuju je npeunuxk AB youene cy Ttauke P u (). Y mnpeceky mpaBux
AP u BQ nobujena je taura M, a y npeceky npasux AQ u BP nobGujena je taura N.
ITokazatu: MN 1 AB.

Y oBOM TpeHyTKYy A mMa Tpu IyTa TOJUKO I'OAUWHA KOJUKO je B mmao kama je A mmao
TOJIMKO TOJWHA KOJIUKO cana uMma B. Kama B Oyme mMao TOJMKO TOAVHA KOJUKO Cana
nma A, mux asojuna he y 36upy umartu 70 roquna. Konuko cBako o mux uma roquaa?

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00pPA3IIOKUATH.
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Ipyru paspen — B kareropuja

Ilujaronase kousekcuor uersopoyria ABCD ceky ce y tauku O. Ilokazatu na neHTpu
kpyskuuna onucanux oko ANABO, ABCO, ACDO u ADAO ob6pa3syjy TemeHa mapae-
jJorpama.

Crapan uma onpeben 6poj jabyka u o muma je usperao ciaenehe pedyeHwue.
e Axo mu mobe mBoje ymyka, mehy mohwm ma um momenum jaOyke Ha jemHak Opoj
oboma.
e Axro mu mobe Tpoje yuyka, mohu hy ma umM nmomesnuMm jabyre Ha jequak 6poj cBUMA.

e Arxo Mu mobe werBopo ymyka, mohim hy ma um momenum jabyke Ha jemHak Opoj
CBUMA.

e Ako mu mobe meropo ymyka, mohu hy ma mm momenum jabyke Ha jemmak Opoj
CBUMA.

e Akxo Mu mobe mecropo yuyka, sehy mohin ma um momenum jabyke Ha jemHak Opoj
CBUMA.

Mebyrum, crapar je mago 3abopaBaH, ma My TAYHO jeIHA PEUYCHWUIA HUje€ MUCTUHUTA.
I[Ipu oBuM ycaoBuMa, KOJMKO HajMame jabyka MOKe MMAaTU CTapar?!

Onpenutu HajBehu npocTt O6poj Ymje cy cBe mudpe pa3anudnTe TAKAB 13 CE IPU CBAKO]
nmepMyTauuju BHeroBux mmdapa nodbuja TOHOBO mPOCT OPOj.

3a KOje BPEeOHOCTHU PEaJHOT HapaMeTpa m jeIHAYNHA
22— (m+1Dr+2m—4=0

“Ma peajiHa pemena, a Ia je TPUTOM 301D HBUXOBUX KBaApaTa HajMamu Moryh?

Pemuru cucrem jenmauwnna:

.'172 +y2 :9’
y? + 22 = 16;
y? =2,

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00pPA3IIOKUATH.
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Tpehu paspen — B kareropuja

Onpenutu cBe peasiHe OpojeBe x 3a KOje BayKu

sinx = sin2x = sin3x = --- = sin 2017z.

Iler yuenura ce takmuum y tpruu Ha 10 kM. [lo3maro je ma je mocae 5 KM mpBu OuO
Ana, npyru Bojan, tpehu Byxk, yverspru ['opan a meru Ilejan, mok je Ha Kpajy IpBU
6uo Byxk, npyru Ilejan, rpehiu Ana, werspru [opan a netu Gojan. Konmuko je majmame
pasnuuuTux pacnopena 6uino TokoMm ose Tpre? (He pauymajy ce pacnmopenu y xojuma
Cy HEKM yUYEeHWIU U3jeTHAYEHM, U CMATPa Ce Oa Ce TOKOM TPKE He MelIaBa CUTYAIW]ja
& Yy KCTOM TPEHYTKY ABa ydeHUKa npectu:ky Tpeher.)

Pemntu cucrem jennauwmua:
r—y+axy=17;
z? +y? = 34.

Hujaronase yeTBOpOyria meje Taj YeTBOPOYrao Ha YETHUPU TPOYLJa ca IeI00pojHuM
noppmuHaMa. a au je moryhie ma ce mpou3Bon TUX MOBpUIMHA 3appimasa Ha 20177

Pemutu jemnauuny y ckymy neamx OpojeBa:
a) m2n® —min* + mSn? = 2017;

b) m?n® — mint + mn? = 2016.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00pPA3IIOKUATH.
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YerBpTHu paspen — b kareropuja

cos T

T
Hahu makcumanny spennoct ¢pyuruuje f(z) = (sinx) HA UHTEPBAJLY {O, —}.

2

Opnpenn HajMamu npuponan 6poj koju je memus Opojem 13, a mpu mememy GpojeBUMA
2,3, ..., 11, 12 naje ocraraxk 1.

Hexa cy a, b, ¢ ny:xune crpanuna AABC nacupam temena A, B, C, penoMm, u HeKa OHE
3aI0BOJABAJY

a® = b% + be.
Horazatu: LA = 24B.
Pemntyr cucrem jemnauwmua:
22+ 2z =1,
y? + 2z = 2;
22422y =1

y CKyIly peajHux Opojesa.

Amna je Tpu myrta Ganasia KOIKUIY X y CBAKOM Damnamy mnobuia npuponan 6poj ox 1 mo
6. Ona je npoussox ta Tpu (He Hy:KHO pasznuuuTa) OGpoja pekaa Ilerpy, a 36up 3opamy
(npu wemy obojuna 3Hajy WTa OIpeacTaBbajy obe caonmrene spenuoctu). Vamehy Ile-
Tpa 1 3opana ce Boauo cienehim paszrosop:

— ITerap: ,,He mory ca curypuomhy ma ompenum cBa Tpu Opoja koja je Ama mobumna.“
— 3opaH: ,,3Ha0 caM [Oa HE MOKeml.

— Ilerap: ,Mako mocanm Hucam 3HAO0 4Yak HU KOjU je HajMamu Opoj Koju je Ama moGuia,
3axBaJjbyjyhu TBOM KOMEHTApPY can 3HaM.

Koja je Tpu Gpoja (y Heroj nepmyrammju) Ana mobuma?

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00pPA3IIOKUATH.



