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Okru�no takmiqeǌe iz informatike, u ciklusu xkolske 2011/2012. godine, odr�ano je
03. marta. Ukupno je uqestvovalo 380 takmiqara (otprilike tre�ina iz A i dve tre�ine iz
B kategorije), xto pokazuje znaqajno ve�e interesovaǌe za ovaj tip takmiqeǌa u odnosu na
prethodne godine. Struktura takmiqeǌa je ostala ista kao i proxlih godina: takmiqar je
imao qetiri sata za tri algoritamska problema.

Na�alost, i pored kvalifikacija i propratne priqe, veliki broj takmiqara je napravio
”ruki” grexke. Ovde spadaju grexke vezane za pogrexne nazive izvornih fajlova ili da-
toteka, komunikacija preko standardnog ulaza odnosno izlaza, ostavǉaǌe system(’pause’)

i readln na kraju koda, ograniqeǌa nizova, tipovi podataka... Ovo su, slo�i�emo se, jako
naivne grexke ali nedopustive. Mnogi takmiqari su, na�alost, zbog ”samo” par bajtova
koda izgubili dosta bodova (neki qak i ceo problem). I ovom prilikom, jox jednom (po ko
zna koji put), apelujemo na sve takmiqare da na ovakve sitne grexke obrate posebnu pa�ǌu
i da ovo nauqe na tu�im a ne na svojim previdima.

Zadaci su se pokazali kako dosta texki (iako se oqekivalo suprotno). Proseqan broj bodova
po zadacima je prikazan na grafiku ispod. Broja takmiqara sa maksimalnim uqinkom, po
zadacima, je 39, 15, 59, 10 i 2, redom.

Grafik 1. Proseqan broj bodova po zadacima.

Proseqan broj osvojenih bodova u B kategoriji se pove�ao u odnosu na proxlu godinu. No,
ovde je oqekivan mnogo boǉi rezultat u problemu Seqeǌe broja (jer je vixe ”xkolski”
tip problema). Sa druge strane, rezultati A kategorije su jako loxi. Problemi NZD i
Xǉivik su se pokazali kao dosta tvrd orah za takmiqare. Dosta takmiqara je poklekla
u implementaciji ideja - ovo je izgleda veliki problem naxih takmiqara (izgleda da im-
plementaciju smatraju ”rutinskim” delom procesa rexavaǌa ali rezultati pokazuju nexto
drugo).
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Grafik 2. Grafik broja bodova po kategorijama.

Pri testiraǌu rexeǌa takmiqara, kao i u toku izrade ovog materijala, autori su naixli
na dosta zanimǉivih stvari u kodovima. Dodatak: Zanimǉivosti iz kodova takmiqara,
koji je dat na kraju ovog biltena, sad�i neke od ovih ǌih.

Autori ovu verziju biltena smatraju random verzijom. Takmiqare, i sve koji se tako
ose�aju, bi ovom prilikom zamolili da ukoliko uoqe neke grexke (kojih sigurno ima) ili
imaju dodatne ideje / komentare na rexeǌa i probleme, da nam se obrate putem maila.

Nije znaǌe, znaǌe znati, ve� je znaǌe, znaǌe drugom dati.
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Problem 1. Seqeǌe broja

Data su dva prirodna broja n i m. Broj n mo�emo zapisati u dekadnom zapisu preko niza
cifara kao n = ckck−1 . . . c2c1.

Nad brojem n je mogu�e primeniti operaciju seqeǌa izme�u neke dve uzastopne cifre. Ako
broj n iseqemo na dva dela izme�u cifara i + 1 i i, i ∈ [1, k − 1] dobijamo dva nova broja
n1 = ck . . . ci+1 i n2 = ci . . . c1. Pri ovom seqeǌu dozvoǉen je i sluqaj kada n2 poqiǌe vode�im
nulama, tj. kada je ci = 0.

Primer seqeǌa broja n = 30594 pri qemu se dobija n1 = 305 i n2 = 94.

Za date brojeve n i m na�i seqeǌe broja n takvo da je apsolutna razlika sume dobijenih
delova, n1 + n2, i broja m minimalna. Drugim reqima, na�i seqeǌe koje minimizira izraz

|m− (n1 + n2)|

Ulaz. (Ulazni podaci se nalaze u datoteci sek-sek.in) U prvom i jedinom redu ulazne
datoteke nalaze se dva prirodna broja n i m (10 ≤ n ≤ 1018, 1 ≤ m ≤ 1018) opisana u tekstu
problema. Brojevi n i m nemaju vode�ih nula.

Izlaz. (Izlazne podatke upisati u datoteku sek-sek.out) U prvom i jedinom redu izlazne
datoteke ispisati tra�enu vrednost (minimalnu apsolutnu razliku broja m i sume delova
nekog seqeǌa broja n).

Primer 1.
sek-sek.in

30594 400

sek-sek.out

1

Objaxǌeǌe. Sva mogu�a seqeǌa i odgovaraju�e apsolutne razlike za dati primer su:

n1 = 3 i n2 = 0594 197
n1 = 30 i n2 = 594 224
n1 = 305 i n2 = 94 1
n1 = 3059 i n2 = 4 2663

Rexeǌe i analiza. Oznaqimo sa k broj cifara broja n. Ograniqeǌa u zadatku su priliqno
mala - za k imamo da va�i k ≤ 18. Zato mo�emo za svaku od mogu�ih k − 1 pozicija izvr-
xiti seqeǌe i izraqunati dobijenu apsolutnu razliku. Ukoliko je ona maǌa od trenutno
najboǉeǌeg rexaǌa, trenutno rexeǌe postavǉamo na ǌenu vrednost.
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Neka smo pri seqeǌu izme�u cifara i i i + 1 dobili delove n1 i n2. Kako na osnovu ovih
vrednosti mo�emo ”brzo” dobiti delove za naredno seqeǌe, izme�u cifara i+1 i i+2? Uko-
liko cifre broj n oznaqimo sa ci kao i u tekstu problema, imamo da je n1 = ckck−1 . . . ci+2ci+1.
Narednu vrednost za n1 dobijamo prostim celobrojnim deǉeǌem sa 10, jer, ustvari, samo
treba izbaciti posledǌu cifru ci+1. Sa druge strane, kako je n2 = ci . . . c2c1, ovde treba
dodati upravo izbaqenu cifru ci+1 iz broj n1. ǋu dodajemo kao cifru najve�e te�ine, jer
nova vrednost broj n2 treba biti ci+1ci . . . c1. Ovo raqunamo kao: 10i · ci+1 + n2. Dakle, u
svakom koraku treba da odr�avamo stepen broja 10. Za poqetne vrednosti promeǌivih n1 i
n2 uzimamo n i 0, redom.

Algoritam: Pseudo kod problema Seqeǌe broja
Input: prirodni brojevi n i m
Output: tra�ena minimalna apsolutna razlika

toReturn =∞;
n1 = n;
n2 = 0;
degree = 1;
while (n1 6= 0) do

c = n1 MOD 10;
n2 = n2 + degree · c;
n1 = n1 DIV 10;
degree = 10 · degree;
tmp = |m− (n1 + n2)|;
if (tmp < toReturn) then

toReturn = tmp;
end

end

return toReturn

U gore opisanom pseudo kodu, rezultat toReturn na poqetku postavǉamo na neku veliku vred-
nost. Pod ovim podrazumevamo vrednost koja je sigurno ve�a od rexeǌa, tj. u naxem sluqaju
mo�emo uzeti da je ∞ = 1018.

Ovde treba biti pa�ǉiv sa izborom tipa promeǌivih. Naime, ograniqeǌe dato u tekstu
problema zahteva 18 znaqajnih cifara. Zato treba promeǌive definisati kao long long u
C -u, odnosno QWord u Pascal-u. Me�utim, takmiqari koji rade u C++-u treba da obrate
pa�ǌu na abs funkciju. Naime, ne postoji verzija ove funkcije koja kao rezultat vrac�a
vrednost long long tipa. Zbog ovoga, ona se mora implementirati u samom kodu.

Slo�enost ovog algoritma je zanemarǉiva. Ukoliko uzmemo aproksimaciju za broj cifara
prirodnog broj n, k ≈ log n, dobijamo da je slo�enost ovog algoritma O(k) ≈ O(logn).

Grexke takmiqara. Iako ovo predstavǉa standardan problem koji se radi i na xkol-
skim qasovima, dosta takmiqara nije uspelo da uradi ovaj problem. Glavni problem bile
su grexke u implementaciji (mnoge nastale zbog komplikovanog pristupa). Ovde iznosimo
nekoliko najfrekventnijih grexaka:

• tip promeǌivih: Ovo je grexka koju smo, na�alost, oqekivali (no potajno se nadali da
ne�e biti ovoliko zastupǉena). Mnogi takmiqari su koristili tip promeǌive koji ne
podr�ava ograniqeǌa za brojeve n i m. Bilo je i par implementacija u kojima su ulazne
promeǌive imale odgovaraju�i tip, ali su me�u rezultati definisani pogrexno.
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Iako ovo mo�da zvuqi ve� i dosadno uvek ali uvek ali UVEK proveriti ograniqeǌa
za ulazne i izlazne kao i pomo�ne promeǌive. Grexke ovog tipa su, slo�i�emo se,
glupe ali koxataju mnogo. Pre implementacije obratite pa�ǌu na ovo (i dok qitate
sam problem), jer skoro uvek je potrebno samo promeniti tip promeǌive ili veliqinu
niza ili matrica.

• graniqni sluqajevi: Dosta algoritama je izostavilo sluqaj kada je n1 ili n2 samo
jedna cifra. Razlog za ovo je verovatno ”pokuxaj” da se uvek obezbedi seqeǌe broja.
Ova grexka bi se svakako izbegla jednostavnim ispisivaǌem svih vrednosti koje uzi-
maju ove dve promeǌive pri ispitivaǌu svih pozicija za seqeǌe u algoritmu.

• diskretno seqeǌe: Oznaqimo sa numn i numm broj cifara brojeva n i m, redom.
Pretpostavimo da je numn > numm. Par algoritama je za ovaj sluqaj vra�alo rezultat
dobijen seqeǌem izme�u cifara numm i numm + 1. No, ovo ne mora uvek biti taqno.
Svakako �elimo da zbir brojeva n1 + n2 bude ”xto bli�eg” reda veliqine kao i broj
m. Pored ovog treba posmatrati i sluqaj numn−numm i numn−numm− 1 (zbog istog
rezona). Ali qak ni ovo nije dovoǉno, jer vode�e nule broj n2 mogu dosta uticati na
opisani red veliqine. Tako�e, ovaj problem nije ni zahtevao egzaktno tra�eǌe rexeǌa
tako da nije bilo potrebe za ovim.

Testiraǌe. Takmiqarska rexeǌa su testirana na korpusu od 10 test primera. Za ovaj
problem nije bilo potrebe za nekim ”specijalnim” sluqajevima. Mo�da treba napomenuti
da je bilo sluqajeva kada je rexeǌe 0, kada brojevi n i m prelaze ograniqeǌe od 2 milijarde
i kada je broj n dvocifren.

RB Vrednost n Vrednost m Rexeǌe
01 123 20 4
02 10 7 6
03 10000 10969 9969
04 10100 101 0
05 1000000001 65235 34766
06 1523640541 4031165 390472
07 1234567890 1 80234
08 99999999999999999 9999999999999999 9
09 10230405000690081 43215601 32295115
10 94013500480301400 3500480 477741055

Tabela 1. Vrednosti ulaza i rexeǌa test primera za problem Seqeǌe broja.
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Problem 2. Lift

U Bajtogradu se otvara novi tr�ni centar. Na otvaraǌe je doxlo n stanovnika Bajtograda.
Tr�ni centar je ogroman i ima vixe spratova. Svaki sprat ima drugaqije prodavnice.
ǈudi su upoznati koje prodavnice su na kom spratu, pa je svako u skladu sa tim odluqio
koji sprat �e prvo da obi�e.

Me�utim, vlasnici tr�nog centra nisu oqekivali toliki broj ǉudi, pa su postavili samo
jedan lift. Sre�om, taj lift je iz nove serije V2512 super-brzih liftova. Liftu je
potrebna samo jedna sekunda da se popne ili spusti za jedan sprat. U lift mo�e da stane
najvixe c osoba.

Lift, kao i svi ǉudi, na poqetku se nalaze u prizemǉu - na spratu 0. Ako je poznato na koji
sprat svaka osoba �eli da ode i ako je vreme zaustavǉaǌa lifta zanemarǉivo, odredite
koliko je minimalno vreme potrebno da sve osobe odu na �eǉeni sprat.

Ulaz. (Ulazni podaci se nalaze u datoteci lift.in) U ulaznoj datoteci se u prvom redu
nalaze dva broja n i c (1 ≤ n, c ≤ 1.000), broj ǉudi i kapacitet lifta, respektivno. U
slede�em redu nalazi se n brojeva iz intervala [0, 100.000], koji predstavǉaju na koji sprat
svaka od n osoba �eli da ode.

Izlaz. (Izlazne podatke upisati u datoteku lift.out) U prvom i jedinom redu izlazne
datoteke ispisati minimalno vreme u sekundama potrebno da svaka osoba stigne na �eǉeni
sprat.

Primer 1.
lift.in

4 2

1 2 4 2

lift.out

8

Objaxǌeǌe. U lift u�u dve osobe koje �ele da idu na 2. sprat. Lift potroxi 4 sekunde
da se popne do 2. sprata i vrati do prizemǉa. Zatim u lift u�u osoba koja ide na 1. sprat
i osoba koja ide na 4. sprat. Lift se popne do 1. sprata na kom iza�e jedna osoba i zatim
nastavi do 4. sprata gde iza�e i druga. Za to je potrebno jox 4 sekunde, pa je ukupno vreme
8 sekundi.

Primer 2.
lift.in

5 3

6 4 6 4 2

lift.out

14

Objaxǌeǌe. U lift u�u tri osobe koje idu na spratove 2, 4 i 4. Lift potroxi 4 sekunde
da ostavi osobe na �eǉenim spratovima i 4 sekunde da se vrati na prizemǉe. Zatim u lift
u�u dve osobe koje idu na 6. sprat, te lift potroxi jox 6 sekundi da do�e do 6. sprata.
Ukupno vreme je 14 sekundi.

Rexeǌe i analiza. Oznaqimo sa Ai - redni broj sprata na koji �eli da ode i-ta osoba.
Probajmo prvo da izvedemo nekoliko intuitivnih zakǉuqaka i ideja vezanih za zadatak
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(qesto je lakxe skupǉati qiǌenice usput, u delovima):

• Prevoz jedne grupe ǉudi izgleda tako xto lift pokupǉa k ≤ c osoba, razvozi ih po
spratovima i, ukoliko je preostalo nerazvezenih ǉudi, on se vra�a nazad.

• Za prevoz jedne grupe ǉudi, liftu treba 2 · A sekundi, gde je A redni broj najve�eg
sprata na koji ide neka osoba iz te grupe, osim u sluqaju kada prevozi posledǌu grupu
- tada nema potrebe da se vra�a nazad i potrebno mu je svega A sekundi.

• Iz prethodnog, zakǉuqujemo da u okviru grupe nije bitno kojim redosledom lift is-
tovaruje osobe. Tako�e, redosled grupa nije bitan, osim posledǌe - poxto tada nema
vra�aǌa, ”pametno je” da lift do najvixeg sprata ode u toj posledǌoj grupi.

• Ve�e grupe ǉudi ⇒ maǌe prevoza grupa ǉudi ⇒ maǌe sabiraǌa vremena. Prema tome
”intuitivno je jasno” da veliqina svake grupe treba biti xto ve�a, tj. da sve, osim
eventualno jedne, budu veliqine c.

• Ukoliko, od svih osoba u nekoj grupi, osoba i ide na najvixi sprat, ostale se samo
”xlepaju” i za ǌih se ”xtedi” vreme. Da bi se postigla najve�a uxteda, ”jasno je”
da te osobe treba da budu sa xto vixih spratova koji su direktno ispod sprata i-te
osobe - tj. da se radi o uzastopnim spratovima.

Na osnovu ovoga, implementiramo slede�i algoritam: sortiramo niz A, a zatim, poqevxi
odozdo nagore, uzimamo po c osoba iz niza A i prebacujemo ih liftom, usput raqunaju�i vre-
mena. Naravno, radi provere sami smixǉamo jednostavan test primer: c = 2 i A = (2, 3, 1).
Po naxem algoritmu, podelili smo ih u grupe {1, 2}{3} i ukupno vreme je 2 · 2 + 3 = 7.
Me�utim, za podelu {1}{2, 3} dobijamo boǉe vreme 2 · 1 + 3 = 4. U qemu je grexka?!

Nije mnogo qudno xto je doxlo do grexke; nixta od naxeg intuitivnog razmixǉaǌa nismo
dokazali (sebi). Me�utim, ispostavǉa se da je 90% ove ideje dobro - ali na�alost, neretko
(kao i u ovom sluqaju) tih 10% koji fali odnosi vixe od 50% poena. Krenimo od poqetka,
ali nexto formalnije.

Pretpostavimo da je u optimalnom rexeǌu lift prevezao ukupno m grupa G1, G2 . . . Gm, tim
redom. Za svaku grupu G nazovimo vo�om grupe osobu koja ide na najvixi sprat i oznaqimo
redni broj tog sprata sa v(G). Na osnovu ranijeg zapa�aǌa, tada lift istroxi ukpuno
T = 2v(G1) + 2v(G2) + . . . + 2v(Gm−1) + v(Gm) sekundi. Poxto se vremena svih grupa osim
posledǌe ”duplo” raqunaju, optimalno je da posledǌa (m-ta) grupa bude grupa G za koju je
v(G) najve�e - u protivnom, zamenimo posledǌu grupu sa onom koja ima ve�i v(G) i dobi�emo
boǉe vreme. Poredak ostalih grupa nije bitan, pa mo�emo pretpostaviti da je v(G1) ≤
v(G2) ≤ . . . ≤ v(Gm) (ovakve pretpostavke treba koristiti jer uprox�avaju sagledavaǌe
problema).

Dakle, pokazali smo da postoji optimalno rexeǌe kod koga za grupe prevoza va�i v(G1) ≤
. . . ≤ v(Gm). Xta mo�emo re�i o veliqini grupa? Doka�imo pretpostavǉeno - da svaka
grupa, osim eventualno jedne, uvek sadr�i c osoba. Pretpostavimo da postoje grupe Gi i
Gj (i < j), pri qemu Gj ima maǌe od c osoba. Tada prebacivaǌem vo�e grupe Gi u grupu
Gj, vrednost v(Gi) se smaǌuje ili ostaje ista a vrednost v(Gj) ostaje ista (jer zbog i < j
je v(Gi) ≤ v(Gj). U svakom sluqaju T ne mo�e da se pove�a pa ova prebacivaǌa mo�emo da
radimo dokle mo�emo (nalaze�i nove parove grupa za koje ovo va�i). Prema tome, do�i
�emo do trenutka kada ne postoje indeksi i < j za koje je |Gj | < c, tj. sve grupe G2, G3, . . . Gm

�e imati taqno c ǉudi.

Sada smo dodatno dokazali da postoji optimalno rexeǌe kod koga je v(G1) ≤ . . . ≤ v(Gm) i
|G2| = |G3| . . . = |Gm| = c. Primetimo da su tada m i |G1| jedinstveno odre�eni: m = n div c,
|G1| = n mod c, gde su div i mod celobrojno deǉeǌe i ostatak, redom.
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Za kraj, doka�imo da svaka od datih grupa mo�e biti bax skup od nekoliko uzastopnih
spratova Ai iz sortiranog niza A, tj. da je Gi = {Axi

, Axi+1, . . . Axi+ki
} za svako i. Dokaz

je opet priliqno intuitivan: neka su Gi i Gj proizvoǉne grupe za koje je i < j i koje se
”ukrxtaju”, tj. za najmaǌi Ak ∈ Gj va�i Ak < v(Gi) ≤ v(Gj). Ako prebacimo vo�u grupe
Gi u grupu Gj a osobu koja ide na Ak-ti sprat prebacimo iz Gj u grupu Gi, tada v(Gj)
ostaje isto a v(Gi) se ne pove�ava (Slika 1). S obzirom da se najmaǌi element grupe Gj

na ovaj naqin stalno pove�ava, ovo mo�emo raditi samo konaqan broj puta. Kada izvrximo
sva prebacivaǌa za svake dve grupe, dobijamo upravo grupe koje se sastoje od uzastopnih
elemenata sortiranog niza A (proveriti!) qije je ukupno vreme T ne gore od poqetnog.

Slika 1. Izbegavaǌe ”ukrxtenih” grupa.

Ovo je kraj. Za m = n div c i x = n mod c, upravo smo dokazali da postoji optimalno rexeǌe
za koje va�i G1 = {A1, A2, . . . Ax}, G2 = {Ax+1, Ax+2, . . . , Ax+c}, . . . , Gm = {An−c+1, . . . An}, gde
je A sortirani niz. Prema tome, algoritam je sliqan prvom (intuitivnom) osim xto se
kre�emo odozgo nadole. Ovo je ujedno bila i pomenuta grexka prvog algoritma - nigde (qak
ni intuitivno) nismo pokazali da grupa koja ima maǌe od c ǉudi mora biti posledǌa, dok
smo ovde pokazali da to mo�e biti prva grupa.

Algoritam: Pseudo kod za problem Lift
Input: c i niz A du�ine n
Output: najmaǌe vreme potrebno da lift razveze sve osobe

Sortirati rastu�e niz A;
T = A[n];
i = n− c;

while (i > 0) do
T = T + 2 ·A[i];
i = i− c;

end

return T

Stalno smo naglaxavali req postoji iz razloga xto smo samo dokazali postojaǌe rexeǌa
ovog oblika, a ne da je svako rexeǌe ovog oblika (ovo drugo nije ni taqno, recimo u drugom
primeru sa papira, i podela G1 = {2, 2}, G2 = {1, 4} daje optimalno rexeǌe a ne samo podela
G1 = {1, 2}, G2 = {2, 4}). Me�utim, nama je postojaǌe sasvim dovoǉno.

Zbog ograniqeǌa za broj n, za sortiraǌe niza A se mogao koristiti bilo koji kvadratni
sort (selection sort, bubblesort, ...). U drugom delu sam prolaz kroz spratove je linearan, pa je
ukupna slo�enost algoritma O(n2). Ukoliko se koristi quicksort ili counting sort slo�enost
je O(n log n) i O(n+maxA), redom.

Najqex�i broj ne-nula poena na ovom zadatku bio je 40 i 100 - 40 je broj poena koji donosi
intuitivni (pogrexan) algoritam. Oqigledna pouka: iako se na takmiqeǌu tra�i samo kod
a ne dokaz, potrebno je bar sebi dokazati zaxto je algoritam taqan.
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Problem 3. Reqi

Mali Perica je nedavno krenuo u xkolu i ve� je nauqio da qita. Poxto je Perica veoma
vredan i savestan uqenik, od svoje uqiteǉice Marije zatra�io je neki zadatak gde bi mogao
da proveri svoje znaǌe. Uqiteǉica Marija, sre�na xto ima tako dobrog uqenika, odmah mu
je dala jedan problem na kojem �e Perica proveriti koliko dobro je savladao gradivo.

Perica je dobio mali reqnik R, koji sadr�i n reqi. Pored toga, uqiteǉica mu je dala i
jednu listu L od m reqi. Zadatak mu je da testira svaku req iz liste L na slede�i naqin:
Za svaku req iz reqnika prona�i �e sva ǌena pojavǉivaǌa u reqi koju testira i precrta�e
svako pojavǉivaǌe. Na kraju, Perica mora da saopxti svojoj uqiteǉici koliko reqi iz
liste ima svako svoje slovo precrtano bar jedanput.

Pomozite uqiteǉici Mariji tako xto �ete napraviti program koji odre�uje koliko reqi
iz liste L �e biti potpuno precrtano, kako bi ona lakxe proverila da li je Perica dobro
uradio doma�i zadatak.

Ulaz. (Ulazni podaci se nalaze u datoteci reci.in) U ulaznoj datoteci se u prvom redu
nalazi broj n (1 ≤ n ≤ 100), broj reqi u reqniku R. U slede�em redu nalazi se n reqi
iz reqnika. Reqi su razdvojene jednim razmakom i nisu du�e od 10 slova. U tre�em redu
nalazi se broj m (1 ≤ m ≤ 100), broj reqi u listi L. Narednih m redova sadr�e po jednu
req iz liste L. Svaka req iz liste ne�e biti du�a od 100 slova. Sva slova su mala slova
engleskog alfabeta.

Izlaz. (Izlazne podatke upisati u datoteku reci.out) U prvom i jedinom redu izlazne
datoteke potrebno je ispisati broj potpuno precrtanih reqi.

Primer 1.
reci.in

6

paja ram papa ma lama lig

7

papaja

salama

papaje

ramalama

mara

mama

miligram

reci.out

3

Objaxǌeǌe. Ima 3 potpuno precrtane reqi: papaja, ramalama, mama.

Rexeǌe i analiza. Problem Reqi je maǌe vixe simulacija procedure opisane u tekstu
problema. Kao xto vidimo, svaka req iz liste L se posmatra zasebno. Oznaqimo trenutnu
req iz lista L sa word. Algoritam koji �emo sada izneti, primeǌujemo nad svakom od reqi
iz ove liste. Sa |w| oznaqi�emo du�inu reqi w, kako iz reqnika R tako i iz liste L.

Definisa�emo pomo�ni niz mark koji �e biti tipa boolean. Ovaj niz �e simulirati opisano
precrtavaǌe u tekstu problema. Za tip uzimamo logiqku vrednost jer nam je samo bitno da
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li je slovo precrtano ili ne, a nije bitno koliko puta je precrtano. Na poqetku ni jedno
slovo nije precrtano odnosno niz mark je inicijalizovan na false. Sada redom obilazimo
reqi iz reqnika. Svaku req t ∈ R pokuxavamo da ”postavimo” u word na svim pozici-
jama. Drugim reqima, za svaku poziciji i, i ∈ [1, |word| − |t|+ 1], ispitujemo da li se podreq
wordi wordi+1... wordi+|t|−1 poklapa sa t. Ukoliko se poklapa, u nizu mark elemente na pozi-
cijama {i, i + 1, . . . , i + |t| − 1} postavǉamo na true (jer smo ih precrtali pomo�u reqi t iz
reqnika).

Slika 1. Prekrivaǌa reqi ramalama iz primera sa papira.

Nakon obilaska svih reqi iz reqnika, potrebno je ispitati da li su sva slova precrtana
bar jednom. Ovo je ekvivalentno ispitivaǌu da li su svi elementi niza mark postavǉeni
na true. Ukoliko jesu, req word je potpuno precrtana, inaqe nije.

Algoritam: Pseudo kod za problem Reqi
toReturn = 0;
for i← 1 to m do

word = L[i];
postavi niz mark na false;
for j ← 1 to n do

t = R[j];
for k ← 1 to |word| − |t|+ 1 do

if wordkwordk+1 . . . wordk+|t|−1 = t then
postavi mark[p] = true za p ∈ [k, k + |t| − 1];

end

end

end
if (svi elementi niza mark su true) then

toReturn = toReturn+ 1;
end

end

return toReturn

Koja je slo�enost ovog algoritma? Svaku req iz liste L smo posmatrali posebno. Za
konkretnu req word za svaku poziciju, kojih ima |word|, ispitujemo da li mo�emo postaviti
neku req t iz reqnika. Ispitivaǌe se svodi na ispitivaǌe jednakosti karaktera kojih ima
|t|. Dakle, ukupna slo�enost algoritma jednaka je O(m · n · 100 · 10).

Napomena. Problem se mo�e uraditi i u slo�enosti O(m · n · 100) ukoliko za upore�ivaǌe
koristimo algoritam KMP (eng. Knuth Morris Pratt). Me�utim, ovde treba biti pa�ǉiv pri
markiraǌu jer ukoliko bi se ovo radilo kao u opisanom algoritmu slo�enost bi ostala
ista. Primera radi ukoliko je word = aaa . . . aa i t = aa . . . aa tada svaku poziciju u nizu
mark postavǉamo na true |t| puta umesto po jednom. Kada ispitujemo konkretnu req t, pamtimo
samo segmente koje treba markirati u nizu mark. Tek nakon ispitivaǌa svih pozicija vrxi
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se markiraǌe ali tako da se svaki element niza mark postavi najvixe jednom (sortiramo
po levim krajevima i dok se kre�emo po nizu pamtimo najdaǉi desni kraj).

Grexke takmiqara. Problem Reqi, zbog prirode rexeǌa koji je simulacija opisanog pos-
tupka u problemu, nije ima mnogo grexaka. Ve�ina takmiqara je imalo 0 ili 100 bodova na
meǌu. Najqex�a grexka bila je vezana za inicijalizaciju pomo�nog niza mark - postavǉaǌe
na true je kod nekih implementacija ixlo do k + |t|.

Me�utim, na par mesta se podkrala jedna interesantna grexka. Naime, u C-u kraj stringa,
znak \0, se tretira kao karakter. Iz ovog razloga, pri definisaǌu reqi iz reqnika treba
uzeti ograniqeǌe od 11 karaktera. Ovo se ne prijavǉuje kao grexka, jer se elementi niza
tretiraju kao uzastopne memorijske lokacije. Iako pristupamo elementu sa indeksom ve�im
od ograniqeǌa niza, mi zapravo pristupamo memorijskoj lokaciji koja je toliko udaǉena
od adrese niza, odnosno u naxem sluqaju stringa. Primera radi, ukoliko definixemo niz
s kao char s[100][10] i u ulazu imamo (za reqi iz reqnika): aaaaaaaaaa bb, imali bi da je
s[0] = aaaaaaaaaabb i s[1] = bb. Ovaj ”dodatak” od dva slova b je zapravo string s[1], jer kada
pristupamo stringu s[0] kraj stringa je prvi karakter \0 a on se nalazi nakon bb.

Na kraju, zainteresovanog takmiqara ostavǉamo sa jednim interesantnim problemom odnosno
”trikom”. Xta nije uredu sa narednim kodom?

#include <stdio.h>
#define MAXN 100

int array[MAXN], i;

int main()
{

for (i = 0; i <= 100; i++)
{

array[i] = 0;
}

return 0;
}
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Problem 4. NZD

Dat je niz prirodnih brojeva a od n elemenata. U jednom potezu dozvoǉeno je odabrati
proizvoǉna dva susedna broja u nizu i zameniti ih ǌihovim zbirom. Na primer, ukoliko
smo odabrali brojeve ai i ai+1, niz (a1, a2, . . . , ai, ai+1, . . . an) postaje (a1, a2, . . . , ai+ai+1, . . . an).
Ovo zatim mo�emo ponavǉati na novodobijenim nizovima (primetimo da se broj elemenata
niza svaki put smaǌuje za 1).

Primeniti odre�eni broj poteza nad poqetnim nizom, tako da na kraju dobijemo taqno k
brojeva qiji je najve�i zajedniqki delilac najve�i mogu�.

Ulaz. (Ulazni podaci se nalaze u datoteci nzd.in) U prvom redu ulazne datoteke nalaze
se 2 prirodna broja n i k koji predstavǉaju, redom, broj elemenata u poqetnom nizu i broj
elemenata koji treba ostati na kraju (1 ≤ k < n ≤ 105). Slede�i red sadr�i n prirodnih
brojeva ai koji predstavǉaju poqetni niz (ai ≤ 106). Suma svih brojeva nije ve�a od 106.

Izlaz. (Izlazne podatke upisati u datoteku nzd.out) U prvom redu izlazne datoteke ispisati
maksimalan mogu� najve�i zajedniqki delilac preostalih brojeva. U drugom redu izlazne
datoteke ispisati k prirodnih brojeva - izgled niza nakon svih poteza, qiji je najve�i
zajedniqki delilac maksimalan. Ukoliko ima vixe rexeǌa, xtampati bilo koje.

Primer 1.
nzd.in

6 3

12 7 3 2 15 15

nzd.out

6

12 12 30

Objaxǌeǌe. Ukoliko izvrximo poteze (12,7,3, 2, 15, 15) → (12, 10, 2,15,15) → (12,10,2, 30) →
(12, 12, 30) dobijamo brojeve 12, 12 i 30 qiji je najve�i zajedniqki delilac jednak 6. Nije
mogu�e dobiti 3 broja sa ve�im najve�im zajedniqkim deliocem.

Rexeǌe i analiza. Probajmo da prvo pojednostavimo zadatak. Rekurzivno ponavǉaǌe
operacije ”zamene dva susedna elementa u nizu ǌihovom sumom” naizgled deluje nezgodno za
pra�eǌe i rekonstrukciju. Me�utim, ovo je priliqno ”standardna” operacija i ne treba se
koncentrisati na redosled izvrxavaǌa ve� samo na krajǌi izgled niza. Zamislimo da na
poqetku imamo n grupa, u i-toj grupi broj ai. Ako pomenutu operaciju shvatimo kao spajaǌe
dve susedne grupe u jednu (bez brisaǌa brojeva) jasno je da se posle svake operacije (pa
i na kraju) svaka grupa sastoji od nekoliko uzastopnih elemenata niza, kao i da se svaki
element niza nalazi u nekoj grupi (vidi sliku).

Slika 1. Kreiraǌe grupa na primeru sa papira.

Kako na kraju svaka grupa (tj. suma brojeva u ǌoj) predstavǉa jedan broj, zakǉuqujemo da
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smo, posle primene odre�enog broja operacija, zapravo podelili poqetni niz na nekoliko
uzastopnih podnizova i jednostavno zapisali ǌihove sume u datom redosledu. Jako je bitan
i obrnut smer: bilo koja podela niza na uzastopne podnizove se mo�e dobiti posle primene
odre�enog broja ovih operacija (ostavǉa se qitaocu za ve�bu). Prema tome, nax zadatak
je ekvivalentan slede�em: na�i podelu datog niza na k uzastpnih podnizova tako da je
najve�i zajedniqki delilac svih vrednosti podnizova xto ve�i.

Za dati prirodan broj d, nazovimo podelu niza na k uzastopnih podnizova, u kojoj d deli
sumu svakog podniza - d-podela. Sume podnizova �emo u tom sluqaju oznaqavati, redom, sa
B1, B2, . . . Bk. Rexeǌe zadatka je tada najve�i broj d za koji postoji d-podela. Zaista, ako je
d najve�i broj za koji postoji d-podela, tada je d ujedno i NZD(B1, B2, . . . Bk), inaqe bi NZD
bio ve�i broj od d za koji bi postojala odgovaraju�a podela (koristimo d|NZD ⇒ d ≤ NZD).
Na ovaj naqin smo elegantno ”izbacili” pojam najve�eg zajedniqkog delioca iz daǉeg toka
rexeǌa.

Qesto je, umesto tra�eǌa maksimalne vrednosti nekog parametra (u naxem sluqaju d) koji
mora da zadovoǉava neke uslove (da postoji d-podela), mnogo lakxe proveriti da li za datu
konkretnu vrednost dati parametar zadovoǉava uslove (na tome se, recimo, zasniva binarna
pretraga). Da li mo�emo (i koliko brzo) za datu vrednost d proveriti da li postoji
d-podela? Qak i da mo�emo, koliko vrednosti za d treba proveriti? Pametnije je prvo
odgovoriti na drugo pitaǌe, jer ukoliko je skup mogu�ih vrednosti za d previxe veliki,
ovaj pristup ne�e dati rezultata.

Pretpostavimo da za neko d postoji d-podela. Neka je S = a1+a2+ . . .+an. Primetimo da je,
tako�e, B1+B2+ . . . Bk = S. Kako d | Bi za 1 ≤ i ≤ k direktno sledi da je d ≤ S. Ovo odgovara
na posledǌe pitaǌe - dovoǉno je ispitati S razliqitih vrednosti za d. Me�utim, ovo je
jako gruba ocena; iz d | Bi ⇒ Bi = d · bi pa je S = B1 + B2 + . . . Bk = (b1 + b2 + . . . + bk) · d, tj.
d | S. Prema tome, umesto da proveravamo svako d iz segmenta [1, S], dovoǉno je proveriti
samo delioce broja S - oznaqimo ǌihov broj sa τ(S).

Iz uslova zadatka S ≤ 106 pa je za oqekivati da je τ(S) ”ne previxe veliki broj”. Zapravo,
svi delioci broja S (kao bilo kog drugog prirodnog broja) dolaze u paru (d, S

d ) gde ih
mo�emo urediti tako da je d ≤ S

d pa je d ≤
√
S. Sledi da je τ(S) ≤ 2

√
S ≤ 2.000. Me�utim, u

ovoj proceni raqunamo da svaki broj iz [1,
√
S] deli S xto je previxe grubo; ispostavǉa se

da je najve�i broj delioca koje ima neki broj ≤ 106 jednak 240.

Vratimo se sada proveri postojaǌa d-podele za dati broj d. Naoru�ani saznaǌem o veliqini
skupa mogu�ih vrednosti broja d, vidimo da je algoritam slo�enosti O(n) dovoǉno dobar
za ovu svrhu i takav �emo i dizajnirati.

Pretpostavimo da za dato d postoji d-podela. Od svih takvih podela, uoqimo najlevǉu -
podelu kod koje je B1 najmaǌe; u sluqaju da ima vixe podela sa najmaǌim B1 gledamo onu
sa najmaǌim B2; zatim B3 itd. Jasno je da ukoliko postoji neka d-podela, onda postoji i
najlevǉa (i obratno).

Slika 2. Primer najlevǉe i obiqne podele za sluqaj k = 4 i d = 6.

Neka je i1 najmaǌi indeks u nizu a za koji je a1 + a2 + . . .+ ai1 deǉivo sa d. Doka�imo da je
tada B1 = a1 + a2 + . . .+ ai1 . Zaista, ukoliko je B1 = a1 + a2 + . . .+ aj1 , gde je i1 < j1, tada zbog
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d | B1 i d | (a1+a2+ . . .+ai1), d deli i razliku ova dva broja, tj. broj x = ai1+1+ai1+2+ . . .+aj1 .
Me�utim, tada je podela (B1 − x,B2 + x,B3, . . . , Bk) tako�e d-podela i to levǉa od poqetne,
xto je suprotno pretpostavci. Potpuno analogno se dokazuje da je B2 = ai1+1+ai1+2+ . . .+ai2 ,
gde je i2 najmaǌi indeks za koji je ova suma (koja poqiǌe od elementa ai1+1) deǉiva sa d;
tako�e i za B3, . . . Bk.

Ovo nas navodi na slede�i gramzivi (eng. greedy) algoritam: postavimo vrednost currSum
na 0 i poqiǌemo da se kre�emo s leva na desno po nizu a. Svaki put kada nai�emo na neki
ai, pove�amo currSum za tu vrednost. U trenutku kada prvi put d | currSum, pove�avamo
brojaq grupa (na�enih uzastopnih podnizova), resetujemo currSum na 0 i nastavǉamo daǉe.
Ukoliko smo otkrili bar k grupa, nalevǉa d-podela je na�ena (”vixak” grupa na kraju nije
problem - sve su deǉive sa d i mo�emo ih sa�eti u jednu). Ukoliko smo doxli do kraja sa
nedovoǉnim brojem grupa, tada, prema razmatraǌu u prethodnom pasusu, najlevǉa d-podela
(a samim tim ni bilo koja druga) ne postoji.

Slede�i pseudokod ilustruje kompletan algoritam. Voditi raquna da iteriramo po svim
deliocima sume poqevxi od najve�eg.

Algoritam: Pseudo kod za problem Nzd
Input: n i niz a du�ine n
Output: najve�e d za koji postoji d-podela, kao i sama podela

S = a[1] + a[2] + . . . a[n];
d = S + 1;
found = false;

while (not found) do
d = d− 1;
if (S MOD d = 0) then

B[]← 0;
currSum = 0;
groupCount = 0;

for i← 1 to n do
currSum = currSum+ a[i];
if (currSum MOD d = 0) then

groupCount = groupCount+ 1;
B[groupCount] = currSum;
currSum = 0;

end

end

if (groupCount ≥ k) then
found = true;

end

end

end

for i← k + 1 to groupCount do
B[k] = B[k] +B[i];

end

return d, B[]

Primetimo da �e se while petǉa iz pseudokoda uvek zavrxiti jer je d = 1 vrednost za
koju sigurno postoji d-podela. Slo�enost ovog algoritma je O(S +

√
S · n) - prvi deo je

zbog nala�eǌa svih prostih brojeva a drugi za proveru za svako d | S, gde smo koristili
τ(S) ≤ 2

√
S. Na osnovu pomenute qiǌenice o naqinu uparivaǌa delioca prirodnog broja, za
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nala�eǌe delioca broja S mo�emo iterirati samo do
√
S i uzimati d i S

d . Uz konstataciju
o broju delioca brojeva maǌih od 106 dobijamo slo�enost od O(

√
S + 240 · n). Svi ovakvi

algoritmi slo�enosti O(S+ τ(S) ·n) i boǉi osvajali su maksimalnih 100 poena. Algoritmi
slo�enosti (S · n), koji su ispitivali svako d iz segmenta [1, S], osvajali su 30 poena.

Jox jedna qiǌenica koja mo�e mnogo ubrzati algoritam je slede�a: iz S = B1 + . . . + Bk =
(b1 + . . .+ bk) · d ≥ (1+ . . .+1) · d = kd sledi da je d ≤ S

k pa je dovoǉno iterirati po deliocima
broja S maǌih od S

k . Ovo je jako bitno jer - ako je k veliko tada radimo maǌe iteracija;
inaqe imamo ”vixe mogu�nosti” za grupisaǌe i dobijaju se ve�i brojevi d - opet maǌe
iteracija.
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Problem 5. Xǉivik

Gazda Srba ima vo�ǌak xǉiva u srcu Xumadije. Kako je Srba veliki perfekcionista, on
svoj xǉivik odr�ava uvek u formi pravougaonika, tako da u svakom od ukupno N redova
xǉivika bude taqno po M stabala xǉiva. Na svakom stablu se nalaze plodovi, qiji broj
gazda Srba uredno kontrolixe.

Srba je i ponosni otac K dece, koja obo�avaju xǉive, i da bi ih obradovao, rexio je da
za svako dete nabere isti broj xǉiva. Me�utim, poxto kao i obiqno �eli da sve bude ”pod
konac”, gazda Srba �e odabrati deo vo�ǌaka koji �e tako�e biti u obliku pravougaonika,
qije su stranice paralelne stranicama vo�ǌaka, ali tako da, kad sa tog dela nabere sve
xǉive, on mo�e sve da ih podeli svojoj deci tako da svako od ǌih dobije isti broj xǉiva.

Odrediti na koliko naqina gazda Srba mo�e da odabere deo xǉivika koji �e da obere.

Ulaz. (Ulazni podaci se nalaze u datoteci sljivik.in) U ulaznoj datoteci se u prvom redu
nalaze tri broja N , M i K (1 ≤ N,M ≤ 400, 1 ≤ K ≤ 1.000.000), broj redova i kolona Srbinog
vo�ǌaka i broj Srbine dece, respektivno. U slede�ih N redova se nalaze po M brojeva iz
intervala [1, 109] koji predstavǉaju broj plodova na svakom od stabala.

Izlaz. (Izlazne podatke upisati u datoteku sljivik.out) U prvom i jedinom redu izlazne
datoteke ispisati broj razliqitih naqina da gazda Srba odabere deo xǉivika koji �e da
obere.

Primer 1.
sljivik.in

3 3 5

2 9 3

10 8 6

1 4 12

sljivik.out

4

Objaxǌeǌe. Rexeǌa su ovi pravougaonici (prva dva broja su koordinate gorǌeg levog
ugla, a druga dva koordinate doǌeg desnog ugla pravougaonika sa kojeg �e Srba da bere
xǉive): (1,1)-(3,3) , (2,1)-(2,1) , (3,1)-(3,2) , (2,2)-(3,3).

Rexeǌe i analiza. Naivna implementacija, koja za svaka dva elementa matrice (posma-
tramo ih kao gorǌi levi i doǌi desni ugao) sabira elemente ove podmatrice, ima slo�enost
O(n6). Naravno, ovo je daleko od optimalnog rexeǌa ovog problema.

Naivni pristup mo�emo ubrzati definisaǌem pomo�ne matrice d. Element d[i, j] defin-
ixemo kao sumu elemenata podmatrice qija su temena (1, 1), (i, 1), (i, j) i (1, j). Kako mo�emo
brzo inicijalizovati ovu matricu? Suma koja se nalazi u elementu d[i, j] se razlikuje od
sume u elementu d[i− 1, j− 1] za deo i-te vrste i deo j-te kolone. Primera radi, posmatrajmo
samo deo i-te vrste, taqnije elemente a[i, 1], . . . , a[i, j − 1]. Sumu za ovaj deo vrste mo�emo do-
biti kao razliku: d[i, j−1]−d[i−1, j−1]. Analogno, posmatrani deo za j-tu kolonu dobijamo
kao: d[i− 1, j]− d[i− 1, j − 1]. Konaqno, dobijamo da va�i slede�a rekurentna veza:

d[i, j] = a[i, j] + d[i− 1, j − 1] + (d[i, j − 1]− d[i− 1, j − 1]) + (d[i− 1, j]− d[i− 1, j − 1]) (1)

= a[i, j] + d[i, j − 1] + d[i− 1, j]− d[i− 1, j − 1] (2)
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Slika 1. Naqin raqunaǌa elementa matrice d (plavom bojom su oznaqeni delovi matrice
qije sume posmatramo).

Iz ove rekurentne veze, vidimo da pri raqunaǌu elementa na pozicii (i, j) koristimo vred-
nosti sa pozicija (i−1, j−1), (i−1, j) i (i, j−1). Ova poǉa nisu definisana za vrednosti i = 1
ili j = 1. Zato, prvu vrstu i prvu kolonu matrice d treba posebno izraqunati. No, ovo je
jednostavniji sluqaj jer imamo samo jednu dimenziju. Za definisaǌe baze (deo matrice koji
inicijalizujemo na poqetku kako bi mogli da uspostavimo rekurentnu vezu) koristimo

d[1, 1] = a[1, 1]

d[1, j] = a[1, j] + d[1, j − 1], j ∈ [2, n]

d[i, 1] = a[i, 1] + d[i− 1, 1], i ∈ [2, n]

Zaxto nam je ovo uopxte bilo potrebno? Zato xto uz pomo� ove matrice d mo�emo u jednoj
operaciji raqunati sumu elemenata iz podmatrice (Ax, Ay) i (Bx, By). Sliqnim rezonovaǌem
kao i za rekurentnu relaciju, dobijamo da je ova suma jednaka

sum(Ax, Ay, Bx, By) = d[Bx, By]− d[Ax − 1, By]− d[Bx, Ay − 1] + d[Ax − 1, By − 1]

No ovde opet imamo mali problem: u sluqaju kada je Ax = 1 ili Ay = 1 potrebni su nam
elementi iz nulte kolone i vrste matrice d. Zato matrici d dodajemo i nultu kolonu i
vrstu qiji su elementi inicijalizovani na nula.

Me�utim, sada dobijamo jednu jako lepu stvar. Kako za elemente d[i, 0] i d[0, j] va�i da su
jednaki nuli, tada gore opisana rekurenta veza va�i i za elemente iz prve vrste i prve
kolone. Dakle, u ovom sluqaju bazu mo�emo posmatrati i preko ovog dela matrice. Ovim je
implementacija dosta pojednostavǉena.

Na opisani naqin dobijamo algoritam u slo�enosti O(n4). Zaista, za svaku podmatricu
sumu raqunamo u konstantom vremenu, a ǌih ima upravo O(n4). Ovde vrximo iteraciju po
svim mogu�im temenima (Ax, Ay) i (Bx, By), gde je A gorǌe levo a B doǌe desno teme podma-
trice (odnosno Ax ≤ Bx i Ay ≤ By). Ovaj algoritam donosi 30 bodova.

Optimalno rexeǌe dobijamo ukoliko malo pametnije raqunamo koje matrice imaju sumu
deǉivu sa k. Taqnije, nama nije bitno koje su to podmatrice (a mi ih upravo i nalazimo gore
opisanim algoritmom) ve� samo koliko ih ima. Naravno, ukoliko je potrebno i izlistati
ove podmatrice, ve� opisani algoritam je optimalan (jer u ”najgorem sluqaju” suma svake
podmatrica mo�e biti deǉiva sa k).

Fiksirajmo vrednosti Ay i By (u krajǌem algoritmu �emo iterirati po svim parovima). Da
li mo�emo ”brzo” na�i broj podmatrica sa ovim uslovom qija je suma deǉiva sa k? Drugim
reqima, za koliko parova Ax i Bx su sume podmatrica definisanih ovim teminima deǉive
sa k? Posmatra�emo jox jedan pomo�ni niza q. Vrednosti elemenata niza q definixemo kao
(podsetimo se da smo vrednosti Ay i By fiksirali)

q[i] = suma elemenata podmatrice sa temenima (1, Ay) i (i, By)
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Odavde dobijamo da za par Ax i Ay suma podmatrice jednaka q[Ay]− q[Ax − 1] (ovde uzimamo
da je q[0] = 0). Nama je potreban broj parova za koji je ova razlika deǉiva sa k. Kako je
razlika dva broja deǉiva sa k ako i samo ako oba broja daju isti ostatak pri deǉeǌu sa k,
dobijamo ekvivalentu formu prebrojavaǌa parova: broj parova elemenata niza q koji daju
isti ostatak pri deǉeǌu sa k.

Slika 2. Analiza primera sa papira.

Sada se ve� lakxe dixe. Naime, kako je k ≤ 1.000.000 mo�emo koristiti dodatni niz num
kojim �emo ”brojati” elemente niza q sa datom vrednox�u. Dakle, num[i] je jednak broju el-
emenata niza q koji imaju ostatak i pri deǉeǌu sa k. Na poqetku inicijalizujemo vrednosti
niza num na nula, osim elementa num[0] koji postavǉamo na jedan. Ovaj element se odnosi na
sumu q[0]. Kada obra�ujemo element q[i] gledamo prethodne elemente koji imaju isti ostatak.
Ovi elementi, sa elementom i, upravo grade naxe parove. Dakle, rezultat pove�avamo za
num[q[i] mod k]. Nakon ovoga i samu vrednost num[[i] mod k] pove�avamo za jedan.

Algoritam: Pseudo kod optimalnog rexeǌa problema Xǉivik
Input: matrica a dimenzije n×m i prirodni broj k
Output: tra�ena broj podmatrica qija je suma deǉiva sa k

postavi matricu d na nula matricu;
for i← 1 to n do

for j ← 1 to n do
d[i][j] = a[i][j] + d[i− 1][j] + d[i][j − 1]− d[i− 1][j − 1];

end

end

toReturn = 0;
postavi niz q na nula niz;
for x← 1 to m do

for y ← x to m do
num[0] = 1;
for i← 1 to n do

q[i] = (d[i][y]− d[i][x− 1]) mod k;
toReturn = toReturn+ num[currentSum];
num[currentSum] = num[currentSum] + 1;

end
postavi ne nula elemente niza num na nule;

end

end

return toReturn

U ovom algoritmu, nakon svakog fiksiranog para, potrebno je niz num vratiti na nula
niz. Kako je ograniqeǌe za du�inu ovog niza 1.000.000, trivijalan prolazak kroz niz i
postavǉaǌe svakog elementa na nulu nije dovoǉno brzo. Me�utim kako je broj promeǌenih
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elemenata najvixe n ≤ 400, mo�emo jednostavno ponovo pro�i kroz posmatrane vrednosti iz
niza q i samo ǌih postaviti na nule.

Ovde treba biti pa�ǉiv sa ograniqeǌima. Kako je nama uvek potrebno da znamo samo ostatak
pri deǉeǌu sa k, sve posmatrane vrednosti (elementi niza q i matrice d) raqunamo po
modulu k. Korisno je koristiti ”vextaqki” moduo, jer imamo samo sabiraǌa a ne i mno�eǌa.
Pod vextaqkim podrazumevamo da koristimo while petǉu gde posmatrani broj umaǌujemo
(ili uve�avamo) za k sve dok ne dobijemo vrednost iz segmenta [0, k−1]. Napomenuto sabiraǌe
je bitno jer �e u tom sluqaju while petǉa napraviti samo par iteracija (ovo ne va�i za
elemente matrice a za koje treba koristiti funkciju mod).

Inicijalizacija matrice d ima slo�enost O(n2), jer svaki element inicijalizujemo u kon-
stantnom vremenu. Za svaki fiksirani par y koordinata, kojih ima O(n2), raqunamo vred-
nosti niza q u linearnom vremenu. Raqunaǌe broj parova za x koordinatu je tako�e linearan,
jer koristimo niz num. Dakle, ukupna slo�enost ovog algoritma je O(n3).

RB Algoritam n Slo�enost Broj bodova
01 Naivno rexeǌe O(n6) 10
02 Ubrzano naivno rexeǌe matricom suma d O(n4) 30
03 Binarna pretraga ili brzo sortiraǌe za niz q O(n3 log n) 70
04 Optimalno rexeǌe O(n3) 100

Tabela 1. Distribucija poena u odnosu na slo�enost algoritma.

Napomena. Sliqan problem bio je na Republiqkom takmiqeǌu 2007. godine - problem
Vikendica (drugi problem za B kategoriju). Potrebno ja na�i broj podmatrica qija suma
pripada datom segmentu [A,B]. Algoritam fiksira gorǌi levi ugao i ispituje mogu�e
podmatrice (odnosno mogu�nosti za doǌi desni ugao). Sliqno problemu Xǉivik, ovde
se kre�emo po mogu�im xirinama (xto je ekvivalentno fiksiraǌu dve kolone). Treba
primetiti da, poxto baratamo sa sumama, podmatrice sa xirinom k dobijamo preko pod-
matrica xirina k−1 (jer je suma rastu�a funkcija). Za raqunaǌe suma koristimo isti niz
d. Slo�enost i ovog algoritma je O(n3). Napomenimo da se problem mo�e uraditi i preko
binarne pretrage (ukoliko ne koristimo osobinu da je suma rastu�a).
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Dodatak A: Zanimǉivosti iz kodova takmiqara
Pri testiraǌu rexeǌa takmiqara, kao i pri pri pisaǌu ovog materijala, autori su naixli
na dosta zanimǉivih stvari u kodovima. Ovde su izdvojene neke od ǌih. Naravno, suxtina
dodatka je da se qitalac nasmeje i ne treba ga shvatiti kao prozivaǌe ili ismevaǌe (neke
stvari su i za pohvalu).

• APP pristup: APP pristup, koji je zapravo skra�enica od ”ako pro�e - pro�e”1,
je zasnovan na slede�em: ukoliko takmiqar nema vremena ili ne ume da rexi neki od
problema, u izlaznu datoteku ispisuje neki rezultat, u zavisnosti od formata izlaza,
i nada se da �e neki od test primera da pro�e. Ovo je sasvim legalni naqin da se
prikupe bodovi, me�utim test primeri se tako generixu da bi se ovo izbeglo (primera
radi ukoliko je rezultat problema binarna vrednost u ulazu se zapravo zadaje vixe
primera kako bi izlaz bio niz binarnih vrednosti).

Kako je bilo dosta ovakvih pristupa, prirodno se nama�e pitaǌe kakvu raspodelu imaju
ove vrednosti. Na slici ispod je prikazan rezultat.

Slika 1. Raspodela vrednosti pri APP pristupu.

• Grexka pri APP pristupu: Bilo je par grexaka (qak) i u implementaciji APP
pristupa. Ovde prikazujem jedan tip grexke.

// Problem RECI
#include<stdio.h>

int main()
{

FILE *out;
out = fopen("lift.out","w");
fprintf(out,"0");
fclose(out);

return 0;
}

• Zanimǉivi komentari: Izdvajamo par komentara na koje smo naixli:

//system("PAUSE"); // <--- TODO: ukloniti!!!

//moze i hash, ako ostane vremena

//#pragma omp parallel for

1Naziv ove ”tehnike” je orginalan i prvi put se pojavǉuje u ovom dokumentu.
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* Complexity: l - maximum needle length, L - maximum haystack length then complexity is O(mn(l + L))
*
* Algorithm:
* Since the limits in this problem are very discrete, we need not do any heavy optimization here.
* What we basically do is for each word in the list ("haystacks") we take each of the pre-input
* words ("needles"), find all of its occurences in the haystack and cross them out. Then, we
* iterate through all of the characters in the haystack and if all are crossed, we increment the
* final result. Searching for occurences is accomplished using handy std::string::find, which uses
* a worst case O(l + L) algorithm (it kepng a table of occurences for all characters in the needle
* and can always eliminate at maximum l characters from the search, yielding final complexity of O(l + L)).

• Zanimǉiva geografija: Kako bi pokazali da i komisija mo�e da pogrexi, evo dela
priqe sa facebook stranice takmiqarske komisije.

Takmicar: Zasto nisu postavljeni rezultati Severnobanatskog okruga (ucenika koji su izradili zadatke u Adi)?

Andreja Ilic: hmm... to nije siglo koliko vidimo, ali u svakom slucaju ADA nije dozvoljena na nasim
takmicenjima: http://www.yuoi.nis.edu.rs/pravilnik.html#zadaci_programskookruzenje

Takmicar: To je optina u Srbiji! U blizini Kikinde, Sente, Madjarske granice... Tehnicka kola u Adi
vec 10 godina organizuje okruzno takmicenje iz programiranja, do sada nikad nije bilo problema.

Andreja Ilic: Aha mozda je doslo do zabune... Dakle, da li ovde pricao o Adi kao o programskom jeziku
ili o Adi kao o opstini :)
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