MwuHuCTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo matematuuapa Cpouje

ORKPYRHO TAKMUYEILE 3 MATEMATUERE
YUEHUMKA CPEOIHLUX ITTKOJIA

Pemema 3amaTaxa

IIpBu paspen — A kareropuja

1. Mmanmo 249 + 2° +2018° = 3% 4 2% 4+ 2¢ (mod 7) u 10¢ + 3% + 2018 = 3¢ + 3% + 2° (mod 7). Ilakre, momro cy oba oBa
6poja memuBa ca 7, mmamo 7 | (3¢ 4 3% +2°) — (3¢ 420 4 2¢) = 3¢ — 2¢. [Ipumerumo na mm3 6pojesa 3°,31 32, ... npu nememy
ca 7 maje pemom ocratke 1,3,2,6,4,5,1,3. .., nok mu3 6pojesa 2°,21,22, ... naje pemom ocraTke 1,2,4,1,2,4,1,2.... Haxme,
IpPBU HU3 OCTATAKA j€ MEePUOAMYAH Ca MEPUOIOM Iy:KuHE 6, a APYru ca MepuoaoM Ay:KuHe 3, ma u3 npBux 6 draHoBa
OBUX HM30BAa MOKEMO HPUMETUTH na OpojeBu 3° m 2° majy MCTH OCTATakK IPU AEJbEHY ca 7 jJeAUHO Kala je ¢ OeJbUBO Ca
6, u Tama ob6a 6poja majy octarak 1. Hakme, n3 7 | 3% + 20 4 2¢ cama ciemn 7 | 3¢ +2° + 1.

Tame, mvamo 30° 4 3¢ 42018 = 2 43¢ 429 =29 4+ 2Y + 1 (mod 7). IIpernocraBumo na je osaj 6poj memus ca 7. Tana
7] (3%42°4+1)— (29 +2°+1) = 3% — 2%, ma Kao y TPETXOIHOM ey 3aKbydyjeMo Aa je a memuBo ca 6 u ma 3% maje ocTarak
1 mpu mememy ca 7. MebyTum, us 7| 3% +2° 4 1 tana 3akmyuyjemo 2° = —2 =5 (mod 7), mro muje mMoryhe (Bumemu camo
na cy moryhu ocramu 1, 2 u 4). Tume je 3amaTar peleH.

2. Ozraunmo y = (a2017 +n) ... (a2 +n)(a1 +n)(ap + n). Jacro, mudppa n =Huje 0 u Huje 1.

Horaskmmo na je ag mapan 6poj. [IpermocraBumo cymporuo. Tanma je r memapam 6poj, ma je, 360or y = n -z, y mapax
Opoj ako u caMo ako je n mapas 6poj. Mebyrum, ag+n je pazauuure TapHOCTU OX M, ITO je KOHTpamukuuja. Jlakmie, ag
je mapan 6poj, na cy x u y napuu o6pojesu. Onasne je um ag + n mapan O6poj, ma je m n mapad.

Takobe, ag # 0, jep je y cyuporHoM un nudpa jequunna 6poja y jemnara 0, mro muje moryhe. akie, ag > 1, ma Kako
je ag mapamn, ciemu ag > 2. Iz ap +n < 9 mmamo n < 7, ma kako je n mapan, cieqm n < 6. Haxae, n € {2,4,6}.

3a n =6, 300r ag +n <9 mobujamo ag = 2 u ag + n = 8. Mebhyrum, mudppa jemuauna 6poja 6 - aggi7...a2012 jenHaka
je 2, a e 8.

3a n =4, 360or ap +n <9 mobujamo ag =2 nnm ay =4, u ag +n = 6 nnm ag + n = 8, pecunexruBHo. Mebhyrum, nudpa
jemmauna 6poja 4 - agoy7.-..asa12 jenHaka je 8, a 6poja 4 - aspi7 .. .a2a14 jennaka je 6, ma je m oBaj ciaydaj Hemoryh.

Iakne, ocraje n = 2, u onga ag € {2,4,6}. Yunopebusamem mudpe jenunauna 6poja 2z u y 3arsbyuyjemo ag = 2. Cana
u3

2- a2017 - - - a2a12 = (a2017 + n) . (a2 + n)(a1 + ’I’L)4

cienn

22017 - .. Q2071 = (a2017 + n) .. (ag + n)(a1 =+ n)

Hame Ha ncTu HAUMH q00UjaMo a; = 2, ag = 2, UTA. OO aguy = 2. Jlakne, jemuuo pememe je n =2 u x = 222...222.
—_——
2018 myra

3. Hera je I memrap ynucame rpyskuune. Umamo AKEF ~ AABC, na mobujamo
LAEKF = ABAC = 180° — LFEIF, mito 3uaun na je uerBopoyrao FIFK terusan. Cuenu
AKIF = AKEF = {ABC = 180° — 4DIF, na cy tauke K,I, D roauHeapHe, OIaKJe

cremu TBpbheme.

4. Yaunmo A = {a,b}. Taga nmamo Z(A4) = {2, {a}, {b},{a,b}}. [Ipumeruno na a =e
Moske Ourtu jemuako Hu {a}, Hu {a,b}: 3amcra, ako je n HajMamu IPUPOLAH OPOj TaKaB
na a € P"(), rana nmamo {a},{a,b} ¢ P"(), jep 6u u3 {a} € L™(L) (cauuno 3a
{a,b} € 2(2)) caemano {a} C 2" (D), 1j. a € " 1(2), kouTpamurmmja ca U360pOM
n. Hakae, na 6u Basknimo A C HP(A), cnemqu na a mopa 6utu & umu {b}, nox (cauuno) b
Mopa 6utn & unu {a}.

IIpernocrasumo upso a,b # &. Tana je jenuna moryhnoct a = {b} u b = {a}. Hexka je

Ok 2018 1A 3 n HajMam¥ IpUpoaan 6poj Takas na a € (D), Tj. {b} € P"(@). Cremu {b} C 2" "1(2),
a omatine b € " 1Q), mro smaunm {a} € " (). MebyTtum, onarne na seh Buben
HaunH nobujamo a € P"%(F), mTo je KOHTpamUKIMja ca U36OPOM .

Iaxrmne, Ge3 ymamema ommrocTd, @ = &. Tana umamo b # a = &, na je jemuna npeocrana moryhuocr b = {a} = {0}.

IIpema ToMe, IOCTOjU jeIUHCTBEH CKYI KOJU 3aI0BOJbaBa yciose 3anarka: A = {@&,{&}}.

5. ITo6ebhyje Muma.

Osumauumo npase koje Makcum u Mwuna nosiaude ca aq,as,...,d1s, PEIOM KaKO ce IojaBiyjy v urpu. Kaga Makcum
MoByde mpaBy a1, MuHa MOBJIaYM NMPaBy (o KAO MPOU3BOJLHY IPaBY HapaJiesny ca ai. Jlame, Muna y cBaKOM CBOM MOTE3Y
Tpeba ma MOBydYe MpaBy HAPAJIENHY Ca ] U G2, M TO HA HAYMWH KOjU Ne OUTU ONMCaH y HACTaBKY.



Hawmme, tBpaumo na MwuHa MOke CBOje IpaBe IOBJIAYUTYU HA TAKAB HAYMH A3 Ce OPOj PA3IMUNTUX IPECEUYHNX TaUaKa
HAKOH MOBJIAUeH€ IPAaBe dg;4+2 NoBeha 3a He Bume ox max{3i — 2,2i + 1} y ogrocy Ha GpOj HAKOH MOBJIAUYEHA HIPABE Ag;.
ITokaskumo To.

IIpernocrasumo mpBo ma MakcumoBa mpaBa Gg;y+1 Yy IPECEKYy € HEKOM oOnx paHMjux MaKCHMOBUX IpPaBUX OCUM )
obpa3syje HoBy mpeceuny tauky. Tama Mwura cBOjy mpaBy ag,+2 Tpeba ma moByde TAKO Oa OPOJA3U KPO3 Ty IPECEUHy
Tauyky (aKO MMa BUINE TAKBUX IIPECEYHUX Tadaka, OHZA KPO3 Oumio kojy on mux). VM3pauyHajMo 3a KOJIMKO Ce Ha Taj
Ha4ymH IoBehao Opoj pa3nuMuUTUX IpPEceyHrX Tadvyaka TOKOM OBa aBa moresa. MakcmMmoBa mpasa ag;+1 0bpalyje HajBume
2i HOBUX TpecedyHux Tadaka. llorom, MuHUHA TpaBa ag;1o HE Cede NMpaBy a1, HATU UjEIHY OJ IPABUX dg,d4, - - -,d2; (jep
je mapaJiesiHa ca CBUMa HBUMA); ocuM Tora, oyayhu na mpasa agiye Iposia3u Kpo3 Ipecedny Tadky Heke ase Makcumose
npaBe, HI y IOPECEKy NpaBe dg;+2 C TUM ABEMa He M0o0OMjaMO HOBe NMpecevHe Tadke; nakie, MuHuHA OpaBa ag;ts MOKE
0bpa3oBaTU HOBE NMPECEUHE TAUKe y IMPEeCeKy C MakCuMaJHo ¢ — 2 MakcuMmoBe mpaBe, Tj. MO:ke 00pa3oBaTU MAKCUMAJIIHO
1 — 2 HOBUX TpeceyHux Tadaka. Jlakie, ykynan 0poj HOBOIOOUjeHNX MPECEYHUX Tauaka TOKOM OBa ABa moTe3a je He Behu
om 2+ (i —2) = 3i — 2.

IIpernocrasumo cana na MakxcumoBa mpaBa ag;41 He oOpa3yje HOBY IpecedHy TadKy HU C jeqHOM on paHujux Ma-
KCUMOBUX IPABUX, OCUM €BEHTYAJHO a1. lama ce HakoH Tor MakcuMOBOr more3a OpOj PA3IMUUTUX HPECEYHUX TAYAKA
nosehao 3a He Bume ox ¢ + 1 (HOBe mpeceuHe Tauke ce MOy HOOUTU y IpeceKy ca CBUM MUHUHUM IpaBuMa, Kao U y
npeceky ca aj). Taga Muna cBOjy mpaBy adg;42 MO:Ke TOBY i1 IPOM3BOJLHO (IPUTOM, HAPABHO, TAPAJIENHY Ca MPETXO THAM
CBOjUM HPABMMA), U OHa 00pa3yje HOBe IpecevyHe Tauke MAaKCUMaJHO ¢ MakcuMoBux i nmpasux (CBe ceM aq), Ia je YKyIaH
6poj HOBOMOOUjEHNX IPECEUHNX Tadaka TOKOM OBa ABa moresa He Behwm om (i + 1) +i=2i+ 1.

Tuwme je vajaBmeno tepheme norkaszano. Ocraje na m30POjUMO KOJIMKO CE€ MAKCUMAJHO PAa3JIMUYUTUX MPECEUHUX TAUAKA
nobuja Ha oBaj HaumH. 3a 1 = 1,2 umamo max{3i —2,2i + 1} = 2i+ 1, a 3a i > 3 nmamo max{3i — 2,2i + 1} = 3i — 2.
Ilakme, Kako mOCJE NOBJAYEHa IIPABE Ay HEMAMO HUjeOHY MPECEUYHY TadKy, M KaKO Ce HOBe IIpeceyHe Tauke nobumjajy
npeMa IOKa3aHMM OTPAHUYEHVMAa, YKyIaH OpOj Pa3iIMUuTUX IPEeCeYHNX Tadvaka Ha Kpajy urpe je He Behwu on:

8 2 8
Zmax{Si—Q,Qi—i—l} = Z(2i+1)+2(3i—2) =(345)+(7+10+ 13+ 16 + 19 + 22) = 95,
i=1 i=1 i=3

na nmobebyje Muna.

Ipyru pa3spen — A rareropuja

1. Onmax mmamo yciaoBe z > 1 m 2z > a. Tpanchpopmumenmo jemnaumny rao v/2rx —a = 2 + /o — 1 u xBagpupamo,
HAKOH uera ocraje 2x —a =4+4vx — 14z —1, 1j. £ — (3+a) = 4v/x — 1. Hakon jom jequor kBaapupama, y3 IOCTABIHANE
yenosa T > 3 + a, nobujamo x? — 2z(3 + a) + (9 + 6a + a?) = 16(x — 1), 1j. 2% — (22 + 2a)x + 25 + 6a + a® = 0. Pemasamenm
OB€e KBaApaTHE jegHauuHe m00umjamMo:

2) _ 2

22+2aiVA@4+8&w;m) (m0+%m+4a):22+2ai;@ﬁ:jﬂa:11+ai4wﬁia

3a a < —6 ouMriaemHO HeMa peaJHUX pellema, a 3a ¢ = —6 mobujamMo jeauHO pememe r = 5, KOje 3a10BOJbaBa
ycaoBe mepumHmcaHOoCTU. 1peba 3a a > —6 mpoBepUTH KOja pellema 3a00BOJbAaBajy ycioBe meduHMcanocta = 1, 2z > a
u x > 3+ a. IIpBu yciaos ce comgu Ha 11 +a £ 4v/6+a > 1, 1j. 10 + a > F4v/6 + a; mocne KBampupama qOOKjaMO
100 + 20a + a® > 96 + 16a, 1j. a®> +4a +4 > 0, a 0Bo je mcmymeno yBek (jep je meBa crpama jemmaka (a + 2)?). Ipyru
ycaIoB ce cBonu Ha 22 +2a+8v6 +a > a, Tj. 22+ a > F8/6 + a; mocne kBagpupama gobujamo 484 + 44a + a® > 384 + 64a,
tj. a2 — 20a + 100 > 0, a oBo je mcmymeno ysek (jep je sgesa crpama jemmaxa (a — 10)2). IIpeoctaje jom tpehm ycios.
On ce cBomu Ha 11 +a+4v6+a >3 +a, 1j. 8+4v/6+a >0, u korauso 2+ /6 +a > 0. ¥YBek Baku 2+ /6 +a > 0, na
jemHo pememe mmamo yBek. Hejenuaroct 2 — /6 + a > 0 ce (Hakon npebanuBama 1 KBagpupama) cBoau Ha 4 > 6 + a, 1j.
a < —2, ma Taga UMaMoO U APYTO PEIIEHE.

Iakne, pe3uMupajmo:

e 3a a < —6 HeMa peaJIHUX penema;

e 3a a = —06 jenuHO pememne je T = O;

e 3a —6 < a < —2 uMamMo mBa pemema, Ty = 11 +a+ 46 + a;

e 3a —2 < g UMaMoO jemHO pememe, r = 11 4+ a 4+ 4+/6 + a.

T1,2 =

2. Heka je d 6poj morobhenux, a n 6poj mpoMaleHux myTeBa TOKOM TpeHuHra. Tama umamo d — kn = k, u mo ycaoBy
3aaTKA BayKU

3 d kn+k 4

15d+n (ktDntk 5
Jlesa mejenmaroct maje 3(k+1)n+ 3k < 4kn + 4k, 1j. kn+ k > 3n, nok mecua Hejemnaroct naje 4(k + 1)n+ 4k > 5kn + 5k,
1j. kn+k < 4n. VI3 npyre mejennakoctu nobujamo k < 4, 1j. k € {1,2,3}. ¥ cayuajy k = 1 npsa HejeqHaxkoCcT ce CBOAU HA
n+1>3n, tj. 1 > 2n, a oBo je moryhe camo 3a n = 0, HO 3a n = 0 apyra HejemrakocT ce cBoau HA k < 0, KOHTPAIUKIM]A.
Y cnyuajy k = 2 npBa HejeqHAKOCT ce cBOIU Ha 2n+2 > 3n, Tj. n < 2, a Apyra HejeAHAKOCT Ce CBOAM Ha 2n + 2 < 4n, Tj.
1 < n, ma omer mMaMo KOHTpaauknujy. Jlakae, npeocraje jenumao moryhuoct k = 3.




3. O3HAuMMO CcTpaHUIE OATOr Tpoyria yobmuajeno ca a, b u ¢, yrmose ca a, B u v, a
MOJIyIPpEYHUK onucane kpyskuuie ca R. Heka je D nmomuoskje Bucune us temena A, a F nmomaHoxje
BUCUHE U3 TeMeHa B.

Baxu AAHN ~ AAMD, onakie mobujamo ﬁ—g = %, 1j. AN - AM = AH - AD. U3 ycunosa

AN = 3MN nmobujamo AN = %7 ma yBpuIraBajyliy OBO y IPETXOOHY j€AHAKOCT 3aKJbYUyjeMO

3AM? = 4AH - AD. Kaxko je AM rtesxwumua mys#, 3a By Baxn popmyna AM? = W. Iase,

nmvmamo AD = ¢sinf3 = 2Rsinfsiny (rae ¢cMO KOPUCTUIM CUHYCHY TEODPEMY: Siﬁﬂ/ = 2R), Kao
u AH = Cos(gojfiv) = CS‘;‘;SV"‘ = 2Rcosa. ¥Yepmrasajyhu cBe oo y masonpebammy jemHarocr,
nodujamo

3

Z(2b2 +2¢? — a?) = 4(2R cos a)(2R sin fsiny) = 16 R? cos asin 3 sin .

I[Ipumerumo cana: Oxr 2018 2A 3

cos avsin fsiny = COsacos(ﬁ - ) g cos(B + ) _ cos a(cos(f — '7)2— cos(180° — «)) _ cosa cos( ; ) + cos? a

_ cos(atfmy)teosa=fty) | 1 —sin? o _ cos(180° — 2) + cos(180° — 20) + 2 — 2sin’ @

2 4

1—cos2y+1—cos28—2sin’a _ 2sin? v + 2sin? 3 — 2sin? o _ sin? 4 + sin? 3 — sin? o

4 4 2 ’

TE€ IMaMO
16 R? cos asin Bsiny = 8R? sin® v + 8R? sin? f — 8R%sin? a = 2(2R sin )% + 2(2Rsin $)? — 2(2Rsin a)? = 2¢2 + 20 — 24

IIpema ToMe, MOKEMO KOHCTATOBATH Ja BakK jeTHAKOCT o (2b% +2¢? —a?) = 2¢2+2b% —2a%, mTo ce comu Ha 5a? = 2b% +2¢2.

. 2 22 2_ 2 . .
Oparne nobujamo AM? = 2 +24¢ a” — 5a = a?, vj. AM = BC, mTo je u Tpe6aJso DOKa3aTH.

4. 3amamvo n y obmuky n = pFm 3a mexm mpoct 6poj p m mpupomre Gpojese k,m, rae p{ m. Hexka d(m) o3mauasa
6poj mesmiauna 6poja m. Tama n uma tavyao d(m) meamiana KOju HUCY OebUBU ca p (TO Cy ympaBO neiauonu Gpoja m),
kao u kd(m) onux koju jecy (To cy menmornu 6poja m MOMHOMKEHN C HEKMM CTemeHOM Opoja p He Behwmm on k-tor). Ilomro
ce y CBaKOM mapy u3 popMyJanuje 3aIaTka MOpa HAJA3UTU 0ap jemaH Opoj Koju Huje memus ca p (y CyIpOTHOM OU UM U
36up 6uo nemus ca p u npuroM sefiu ox p, ma 36up He 6u Morao OSuru npoct 6poj), caemu d(m) > kd(m), onakiae nobujamo
k = 1. INakxe, n He MO:Ke OUTU HEJPUB HUjEAHUM KBaIpaToM mpocTtor 6poja. IIpumerumo jom m ma n mopa Outu mapan
06poj, jep 6u y CymIpOTHOM CBU HETOBU HEJMONU OUIM HEMapHU, ma Ou, Ma KaKO UX MOAEeJUMO Ha mapose, 30up OpojeBa y
CBaKOM mapy Owmo mapan 06poj, Te He Ou Morau cBu Tu 30upoBuU OuTu mpoctu. IIpema cBemy Tome, n Mopa OuTU OOJIUKA
n = 2pips - Pg, TAE CY P1,P2 - - -, Pk PA3IUYUTA HENAPHU IPOCTU OPOjEBU.

Bpoj n mosxke 6utu y mapy jenuno ca Gpojem 1 (ako 6m 6mo y mapy OWIIO ¢ KOJUM APYTUM CBOJUM IEIUONEM, HUXOB
30up Ou 6UO meJbUB TUM meJuoueM, na He 6u O6uo npoct). Hame, cBaku on 6pojeBa -+ je y mapy ca HeKuM OpPOjeM KOju

Pi
je y3ajaMHO mpOCT C BuM, ITO Mopa butu p;. CauvyHo 3aKbydyjeMo na je Opoj y mapy ca p;p; UTH., Tj. nobujamo

_n_
pipj
Ila CBU MApOBU MoOpajy Ourtu obmmka {z, 2}

[IpernocTaBuMo na HeKa MBa Tapa UMajy WUCTU 30up, Tj. =z + % = y + % Mmuoxxkehu obe crpame ca xry mobujamo
2%y +ny = 2y® +nx, 1j. 2y(xr —y) = n(xr —y), a oBo ce ceomu Ha (ry —n)(xr —y) = 0, onaKITe KOHAUHO AOBUjaMO Y = T WU
y = 2; maxne, {z, 2} = {y, %}, YuMe je MOKAa3 3aBpIICH.

5. Hajupe, cBe uudpe meranpocror 6poja mopajy Ouru u3 ckyna {2,3,5,7}. Osmaunmo ckyn cBux Opojesa ca 2018
madapa n cBuM nmppama u3 ckyma {2,3,5,7} ca S. Heka je A ckyn 6pojesa u3 S koju cy memusu ca 5, B ckym mapHmux
6pojesa u3 S, a C ckyn memapHux O6pojeBa mu3 S umju je 36up nudapa mapas.

Umamo |A| = |B| = 429Y7 kao u |[AN B| = |BN C| = 0. Uspauynajmo cama 6poj ememenata ckyna C. IlomTo cy
esqemenTu ckyna C HemapHU, Kao mocienma muppa mnonase y o63up 3 moryhuoctu (mudpe 3, 5 u 7). [Homro um je 36up
nudapa mapaH, To 3HauM na ce Meby mpBux 2017 mudapa nmudpa 2 mojaBipyje mapan 6poj myTa. Y3 OBe DECTPUKIM]E,
ocrasne muppe MokeMO OGupaTu npoussosHO. llakiue, |C| = 32,1035 (28,1:
IpEeACTaBbajy yIPaBO CBAKU Apyru cabupak u3 GunomHOr passoja (34 1)

)32017—2@ IIpumeTumo ma cadupuum mom CyMOM
2017 na coenn

1008
|C| 4 Z 2017 320177216 _ 3. (3 + 1)2017 + (3 _ 1)2017 _ 3(42017 + 22017)
= 2k 2 2 ’

Enementn n3 npeceka A N C' cy ynpaso ouu OpojeBu m3 ckyna C koju umajy 5 kao muppy jemumuuna. Omparie mMamo

C 2017 2017
Anc|=Cl = £ 270

> . Ilakne, TPUHIUIOM YKJbYUYEHA-UCKbYUCHa 3aKIbYIYjeMO

3(42017 4 92017 42017 4 92017
\AUBUC\:\A|+|B\+|C|—|Aﬂ0\:42017+42017+ ( ;_ )_ _g :3.42017_1_22017.




Jacuo, mujenan 6poj uz ckyna AU B U C Huje merampocr.

Osnaunmo ca D ckyn 6pojesa u3 S Koju ¢y memsusu ca 3, a ga nputoM Hucy y ckyny AUBUC (apyru ycios ce cBoan
HA TO & Ce 3aBpIaBajy mudpom 3 wiau 7, U na nMajy Henapas 36up mudapa). [Iponennmo 6poj enemenara ckyna D. Ako
ce meby mpsux 2016 nudapa mudpa 2 mojasipyje Hemapan 6poj myTa, OHAA 3a IPETHIOCHENhe MecTo umMaMo Moryhunoctu
3, 5 unu 7 (kako 6u ykynan 30up nudapa 6mo Henapan). Koju rox ma ocrarak npu nememy ca 3 maje 36up upsux 2016
madapa, YBEK MOKEMO Ha IBa HAUMHA M3a0paTu MOCIeNmy W Ipermnocaenty mudpy (u3 ckyma {3,7}, ommocuo {3,5,7})
Ha TAKAB HAUMH Ja yKYNIaH 30up nupapa (ma TuMme u mocMarpanu 6poj) Oyme nemus ca 3. Y OBOM CIydajy, HAKJIe, MMaMO

2 %07 < . )32016_(2k+1) _y. B4 NP -3 -1)%F 42016 _ 92016
2k+1 2
k=0
6pojeBa memuBux ca 3. Aro ce meby mpsux 2015 nudapa mudpa 2 nojasimyje mapan 6poj myrta a 2016. mudpa je memapua,
OHZa IpeTHnocienma mudpa mMopa outu 2. Koju ron ma ocrarak mpm nebemy ca 3 maje 30up npsux 2015 mudapa, yBer
MOKEMO Ha [Ba HauuHa m3abparu mociensy mudpy u mudpy npe npernociente (u3 ckyna {3,7}, omsocno {3,5,7}) Ha
TaKkaB HAUMH Oa YKylIaH 30up mudapa (ma tuMe um mocMaTpanu 6poj) Oyne memus ca 3. Y OBOM Ciyvajy, DaKie, UMaMO

1007
2015 B (3 1)2015 4 (3 — 1)2015
2 2015-2k _ 2. —_ 42015 22015

kz_o ( 2k )3 2 +

OpojeBa memuBux ca 3. akie, MOKEMO 3aKJLYyUUTU
|D| > (42016 _ 22016) + (42015 + 22015) =5. 42015 _ 22015
> =

(mpumeTnMo na HuCMO ucupniam cBe moryhe obamke 6pojeBa u3 ckyna D um crora He 3HAMO TadaH OpPOj ejleMeHATa y
ckyny D, amu u oBa nponena he mam 6uty noBosbHA). JacHo, Hujenan 6poj u3 ckyma D Huje Merampocr.
Konauno, xako Baxu DN (AUBUC) = &, umamo

‘A U B U CU D| 2 (3 . 42017 + 22017) + (5 . 42015 _ 22015) — 53 . 42015 + 3 . 22015,

Te OBa BPETHOCT IPEACTaB/ha NOIBE ONpaHMUEHe 3a Opoj esreMeHaTa CkKyma S Koju Hucy meramnpoctu OpojeBu. [Ipema
TOME, MEerampocTux O0pojeBa y ckymy S Moxe 6utm majsume 42018 — (53.42015 1 3.92015) — 171. 42015 _ 3. 92015 17 . 42015
mTo je m Tpebayo moKa3aTu.

Tpehu pazpenm — A xareropuja

1. Tpasxena BpeanocT je HajBeha BpemHOCT peasHOT Opoja a 3a KOjy je HejeaHaKoCT ;—fg > @ UCHyHeHa Ha IeJIOM
uaTepBaay = € (9,00). [Ipumerumo ma je majselia TakBa BPEIHOCT a4 CUTYPHO HEHEraTUBHA, jep 3a a = ( yCJOB BaKu.
Muoskemem ca  — 9 (IITO MOKEMO ypaauTH jep je Ta BPEAHOCT MO3UTHUBHA) U NpebaluMBameM C AeCHE CTPAHE Ha JIEBY,
HOCMAaTpaHa HejeIHAKOCT ce cBoau Ha x2 —ax+9a > 0. [Ipumerumo na je, 3a x < 9, HOCIeImHa HEje JHAKOCT YBEK UCIYHCHA
(neBy cTpamy MoseMmo 3ammcaté y obsumky x2 + a(9 — x), rae cy oba cabupka HeHeraTWBHA), TIa je yCJOB Ja OHa Oy.e
CIyHeHA Ha MHTepBaly € (9,00) 3aIpaBO €KBUBAJEHTAH YCJIOBY Ha OHa Oyne ucmymeHa 3a cse x € R. OBo mocnenme
ce CBOIM HA TO Ja AUCKPUMUHAHTA MOpPa GUTH HENO3UTUBHA, Tj. a’ —36a < 0, miu a(36 —a) < 0. Pememe oBe HejenHAUMHE
ouurnenuo je a € [0,36], na majseha moryha spemnoct 6poja a usnocu 36.

2. Youumo, mpe cBera, na U3 HocTaBjbeHe jemHauuue ciaenu 4 | x!, omakae nobujamo z > 4.

IIpermocTaBuMo mpBO Ha je x + 3 caosxken 6poj. Tana, ykoamko 6u x + 3 6uo MebUB HEKUM MPOCTUM YUHUOIEM D, P = 3,
nMvasn 6ucmo p < ¢ (Hamme, ounrsenuo ¢ + 24z +3, a3a x+1=p > 3 omer umamo = + 1t x + 3); HO, oHzma p | x! amm
pt4, ma p He menu JeBy CTpaHy jelHAUMHE & IeJU IeCHY, KOHTpaiuknuja. Jlakie, yKOIUKO je © + 3 ciosxkeH Opoj, Taxa
x + 3 mopa Ourtu crenen nsojke. Ho, Tana je mecHa cTpaHa oumMrienHo mejbuBa ca 8, Mok 3a x > 4 umamo 8 | z! u 814 ma
8 t z! + 4, rourpanukmja.

Iaxne, x+3 je npoct 6poj, peunmo p. V3 nocrasmene jemnaunne nmamo & +3 | x!+4, tj. p | (p—3)!+4. V3 oBor mmamo
p| (p—3)4+4)(p—2) = (p—2)!+4(p—2), a upema Bep3uju Bunconose reopeme nobujamo (p—2)!+4(p—2) = 1+4-(-2) = -7
(mod p); omatne caemqu p =7, Tj. x =4. Y TOM Ciaydajy 3aMCTa HAJIA3AMO DEIIeHe:

A 4+4=28=4-T=4-(4+3),

Tj. jenuno pememe je map (z,y) = (4,1).



3. Hera cy AD u AG, penom, Bucune u3s temena A y NABC u NAEF, n
uweka je H opronenrap y AABC. Kopucrehiu rerusnoct uersopoyria AFHE, kao
u yumbenuny na cy LAHFE nu £LACB yrioBu ¢ HOPMAJHUM KpamnuMma, To0ujamo
LAFE = L{AHE = LACB. Harne, NABC ~ NAAFEF, a npu tpanchopmanuju
CJIMYHOCTU KOja MPECIUKaBa IIPBU TPOYTao y apyru, tauke M u D ce mpecaukaBajy
y N u G, pexom. Ocum Tora, ¢ 063upom Ha M E = M F (kpyskHuIa HAL IPEYHUKOM
BC wma nentap y M wm nponasu kpo3 obe tauke E u F'), umamo MN L EF, Tj.
MN || AG. Cnemu £DAM = ANAG = 180° — LANM, mTo 3uauu ma npasa AD
monupyje kpyskHuny onucany oko AAMN (36or Bese mebhy yraom usmeby retuse
Y TAHCEHTE U HepPUPEPUjCKUM yriaoM Hanx ToM TetuBoM). TBpbheme 3amarka ommax
cJyienu.

4. 3a n = 2 Onpou3BOJbAH ABOUJIAH CKyIl KCIOyEHAaBa yCJIOBe 3amarka. llper-
IIOCTABUMO HanaJbe 1 > 2.

Ok 2018 3A 3

Osuaunmo S = ay + as + -+ + a,,. VI3 upsor ycioBa nmamo {aj,as,...,an} =

{S—a1,S—as,...,S —a,}, na cy onma m 36UpOBU €JEMEHATA U3 OBA ABA CKyIa

jemuaru. Ilobujamo S = nS — S, 1j. S(n —2) = 0, omarne caeqn S = 0. Haxkue, {aj,as,...,a,} = {—a1,—ag,...,—ay}.
I[Ipumerumo, ako 3a HEKO %, 1 < ¢ < n, BaxKu a; = —a;, caequio ou a; = 0, ma MOKeMO MMaTU HAJBUIIE jeqHO OBakBoO ¢. He
ry6ehiv Ha OmmTOCTH, HEKA BAKU a] = —ay. Tana uMaMo u as = —aj, Ha CIeIU A& MOYETHU CKYT 6pojeBa (¢ M30CTaBIbEHOM

HYJIOM, y ciaydajy aa 0 mpumana HOYeTHOM CKYIy) MO:keMo momeautu y napose {z, —z}, z # 0.

Pasmorpumo mpso cayuaj n = 2k, 3a k > 2. Tama mvmamo k maposa obmwmka {z;,—x;}, x; # 0, 3a i = 1,2,...,
Houx MOMKEMO MONETUTH HA OBA MMC]yHKTHA CKYTa {21, —T1} ¥ {Zo, —To,..., Tk, —2x}, 0ae Bamy 770 + (=)t =0 =
a:;‘“ + (=)t x"+1 + (—zx)"L. IIpema ToMe, OBAKBU 1 HUCY peIema 3aJaTka 360T APYTor ycjoBa.

Pasmorpumo cana cnyqaj n=2k+1, 3a k > 1. 3akmyuyjeMo 1a je jeman on nmocMarpaHux 6pojeBa jenuak 0, a ocranu
YrHE TapOBe KAKO je rOpe KOHCTATOBAHO. 3aJaTu CKYI MOKEMO HOAEJNUTU Ha ABA AUCjyHKTHA ckyna {0,z1,Z2,...,Zx} U
{—21,—m2,...,—xx}, e Bamm 0" + 2T 4ol g0 = (—pg)" L 4 (—a)" T 4+ (—1,)" L. TIpema TOMe, HE
OBaKBU N Hmcy pemema 3amaTka 3007 IPYror yciaoBa.

axkne, jequHo pememe 3a0aTKa je n = 2.

&

5. Heka je V ckyn cBux TpamsucrTopa, F ckynm cBuUX BOIOBAa, M HEKa XYy O3HAUYABA BOJ mM3Mely TpaH3ucTOpa T W Y
(maksme, TPAH3UCTOPU T U Y CYy HA MOCMATPAHOM UMITy NMOBE3aHM BOIOM aKO UM CaMO ako Baxku xry € F). Ilame, o3HAYMMO
ca d(z) 6poj BomOBa Koju mosaze n3 Tpausucropa z, u e = |E|. Koncraryjmo jemnaroct (mro he 6Gutu norpebuo racuuje)
Y wey A(u) = 2e: 3amcra, geBa crTpaHa TadyHO yOpaja CBaKM BOZ IO ABa IyTa (IO jeJHOM 3a CBAKU KpPaj), OJAKJIE CJICIN
KOHCTATAI]A.

IIpema ycmoBy 3amaTka, 3a CBaka IOBa TPAH3UCTOpA T W Yy Taksa na xy ¢ E mmamo d(z) + d(y) > n — 1. Kako oBaksux
napoBa TpamsucTOpa mma (5) — e, mobujamo

> )+ = () ~¢) -,

IIpumerunMo ma ce, 3a CBAKM TPAH3UCTOP U, cabupak d(u) HA JIEBO] CTPAHU CTPAHU [OjaBJbYje€ OHOJIUKO IIyTa KOJIUKO UMa
TPaH3UCTODA € KOjuUMa u Huje nosesaH, a 1o je n — 1 — d(u). Hakie, umamo:

D (d@) +d(y) = Y du)(n—1=d(w) = (n—1) Y d(u) = > d(u)’
zy¢E ueV ueV ueV

s nocienma ABa U3dpa3a CJjienqu

(<Z>_e>(n_1 (n—1)) d(w) =Y dw)?<(n-1))_ d(u) <Eue‘;d(U))2:26(11—1)_4n62

ueV ueV ueV

(rme mpyra HejeDHAKOCT BasKU IIpeMa HejenHakocTu u3MeDy KBagpaTHe U apUTMETUYKE CPEAUHE).
Hakne, nobuiu cMO HEjeTHAKOCT

462—3e(n—1)+<g>(n—1)<0~

n

Oso hemo pemasatu ka0 KBagparHy HejenHauuHy mo e. Hymne ce manase y Taukama

3(n—1 :I:\/Q 716”(”2 1)( 1)7n(3(n—1)i (n—l)g)

1)?
§ 8 )

(2

Tj. n(n—1) n(n—1)

5— u ——. Ilakie, nocMaTpana HEjeIHAKOCT BakU 3a € € [ ) ( )], mTo je m Tpebasio JoKa3aTu.



YerspTu paspen — A Kareropuja

1. Yronuko 2 € S, Tana ycyioB maje ma 6ap jeman mpoct ¢arrop 6poja 2-2+ 1 mopa npunanatu ckymy S, Tj. 5 € .5, a
npoct 6poj 5 je obauka 4k + 1. IIpernocrasumo cazxa ma 2 ¢ S, U IPETIOCTABAMO CYIPOTHO OJf TPAKEHOT: HEKa Cy CBU
npoctu OpojeBu u3 ckyma S obaura 4k+3. Y3amumo p € S npousBossHO. IIpema ycnoBy, 6ap jenan Hemapas IpocT GakTop
6poja p? + 1 Mopa 6utu y crymy S. Joka:xmuMo Ia je cBaku HemapaH gaxrop 0poja p? + 1 obmmka 4k + 1. IIpermocrasumo
cympoTHO: Heka mmamo ¢ = 4k + 3, p> +1 =0 (mod q). Tana Basu p> = —1 (mod ¢), ma u p*+2 = (p?)?**1 = —1 (mod q);
c npyre cTpame, mpema MaJoj ®PepmaoBoj Teopemnm Bazkm p*t2 = p?~! = 1 (mod ¢), xomrpamukimja. Tume je mokas
saspmren. (Kpaj mokasa ce Morao m Majo CKpaTuTé ToMONy KBaJApAaTHWX ocTaTaka: ako ¢ | p*> + 1, Tama je —1 KBaapaTHu
ocTaTak Mo MOLYJY ¢, OJakje ciemu na je g obuauka 4k + 1.)

x x

2. ITpernocrasumo na je x Takas peasan 6poj. Tama umamo 0 > cosx — cos 2z = 2sin  sin 3% Hexa Ban 5 = r+ 2k,

sa Heko k € Z m r € [0,27). Y cayuajy sin% > 0 mmamo r € (0,7), u 6ynyhu na tana tpeba na Baxm 0 > sin 3 =
sin(3r + 6k7) = sin 3r, caemm 3r € (m,27) (360r 3r € (0,37)); cBe 3ajenno, r € (5, %5) y oBoM caydajy. Y cayuajy sinZ <0
nmamo r € (m,27), u Oyayhu ma tana tpeba ma Bawum 0 < sin%x = sin(3r + 6kw) = sin3r, caemu 3r € (4w, 57) (36or
3r € (3m,6m)); cBe zajemno, r € (4, 3F) y oBom cayuajy.

Ipuverivo, sina = sin(2r + 4k7) = sin 2r u sin 3z = sin(6r + 12k7) = sin 6r. 3mamo 2r € (3F,27) U (37, 197). ¥ cayuajy

2r € (38,7 U (8F, 37, mmamo 6r € (27,37] U (87,97, u Tana Baxu sinz = sin2r > 0 u sin3z = sinbr > 0. Y cayuajy

2r € (m, %’r) U (3, wT’T), nmamo 6r € (3, 47) U (97,107), n tama Baxu sinx = sin2r < 0 u sin 3z = sin6r < 0. Mebyrum, To
— 3 = 1 1 =2 U, '_ Z s 1 .

(y oba cayuaja) 3maum cos 2z — cosdx = 2sinzsin3x > 0, Tj. cos2x > cos 4z, KOHTPAAUKIUja C YCIOBOM 3aJaTKA

Iakae, TakaB peajaH OpOj & He MOCTOjU.

3. [TocmaTrpajmo poraiujy p oko tauke O 3a LAOB. Tana nmamo p: k — k,CA— AB, a A
onna, 36or A XBA =AY AC, umamo u p:Y — X, na morom u p: Y’ — X’'. Omarne nupexTHO Y
caemu OX' = OY"'.

4. [Tobebhyje urpau B. [Togemumo npeux 2016 penoBa Ha XxOpu3oHTAMHE noMuHe. Rana urpayu
A ymume nudpy y Herku oxn upsux 2016 pemosa, urpad B ynume y apyro mosse mcre IOMUHE
uudpy Koja y 30upy ¢ ympaso ynucanoM muppom maje 6poj memus ca 3. Kamga urpau A ymume
uu¢ppy y Heko nosse y 2017. peny, mrpau B ynoume mudpy 2 y mosse Hemocpenuo mcmoxn. Ha X
Taj HauyuH he Ha Kpajy urpe 6pojeBu y npBux 2016 pemoBa cBu dbutum nemuBu ca 3, ma Hehe \
Outu npoctu; 6poj y 2018. peny ouhe jemnar 222...222, ma wu ou Hehe Gutu mpoct; 6GpojeBu B~ _—C
y cBakoj koioHu he ce 3aBpmasartu muppom 2, na Hu oHu Hehe O6mru npoctu. Ilakie, jennHo
O6poj y 2017. peny moxxe dutu npoct, na modebyje urpau B. Ox 2018 4A 3
5. IlpernocTaBuMo ma ce HamoBe3uBameM Opoja k! mza 6Gpoja m! mobuja 6poj n!. Jacuwo, n > k + 1. Hera Gpoj k! uma
tavyno ¢ mudapa. [Ipumernmo, 10° > k, mro hemo ropuctutu y HacTaBry. Mmamo

n! =m!-10° + k!
IIpernocrasumo npso k < m. Tama moskemo o6e crpame momenutu ca k!, mocae dera ocraje:
nn—1--(k+2)k+1)=m(m-—-1)---(k+2)(k+1)-10°+ 1.

IecHa crpana je Henapaa, ma Mmopa outu u jeBa. To je moryhe jemuuo Kama ce IpoOU3BOJ C JIEBE CTPAHE CACTOJU CAMO OJ
jemsor uunKona, Tj. n = k+1 (1 TO je yjeAHO BpeAHOCT HA JIEBO] CTPAHMU). Y KOJIUKO OU Ba:kuiao m = k+1, Tj. ykoauko 6u
mpou3BOL ¢ AecHe crpane ucnpen 10¢ 6wo HempasaH, mecHa cTpaHa Ou ouurienuo obusa Beha ox k+ 1, mro je memoryhe.
Iakme, jemuno ocraje m = k, uuMme ce jenHakoct cBoau Ha k+1 =10+ 1, 1j. kK = 10° > k!, kourpamuknuja. [Ipema Tome,
OBJle He MOOUjaMoO pelleme.
[Ipernocrasumo cana k > m. Ilonoso momenumo obe crpane mojasHe jeqHauumse ca k!, mocse uera ocraje:
10¢

nn—1)---(k+2)(k+1) = k(k_l)...(m+2)(m+1)+l.

Paznomak Ha mecHoj crpanu Mopa Outwy meo Opoj. 3a k > m + 3 meros mMmenunarn ou 6mo memwus ca 3, a kako 10¢ Huje
neinuBo ca 3, oBo je memoryhe. Ocraje k =m + 1 unu kK = m + 2. Ilocmarpahiemo oBa nBa ciayuaja 3aceGHO.
e k=m+42:
Kako (m+1)(m+2) | 10°a m+ 1 u m+ 2 cy ysajamuo npoctu npuponuau 6pojesu Behiu ox 1, onu mopajy Ourn
CTEIEeH MBOjKE M CTEIEH MEeTUIEe y HeKOM pemocieny. 3am—+2=2°um+1= 50 mmamo 2% = 50 + 1; omMax BUAMMO
a >3, HO Taza je meBa cTpaHa mesbuBa ca 8 ma 6u 5° Mopaso maBaTu ocTaTak 7 IPH Ie/hbeHmY Ca 8, IOK Ce 3aIpaBo
Mmeby ocrammma 6poja 5° mpu mememy ca 8 HAM3MEHHYHO jaBbajy caMo 5 u 1, konTpauknuja. Jlakite, MOpa BaKUTH
m+2=5"um+1=2" u5=2"4+1. 3ab< 2 nanasumo jemmo pememe, (a,b) = (1,2); Tana creqma m = 3 u
k=m+2 =5, no xako 6poj 6120 (mamosesusBame 6pojesa 3! u 5!) Huje parTOpUjas HUjeAHOT NPUPOTHOT OpOja, OBIE



He mobujamo pememe. [IpermocraBumo cana b > 3. Tana mecHa crpana maje ocrarak 1 mpu mebemy ca 8, ma Mopa
U JIeBa, OMaKJe CIeId Aa je a mapas 6poj, pemumo a = 2a;. Tama caema 2° = 5241 — 1 = (5% — 1)(5% + 1). Cpaka
3arpaja Mopa OUTHU CTEEeH ABOJKE, & KaKO Ce PA3JIMKY]y 3a Ta4vHO 2, jemuHa Moryhaoct je ma Oyme 5% —1 = 2, mro
Huje moryhe.

e k=m+1:
Cuamyno kao u rope, mopa outu m + 1 | 10¢. IIpernocrasumo upso 2¢¢m+ 1. Tana je m+ + 1 memapam 6poj, ma TO
Mopa GuUTH U JeBa CTpaHa MOCMAaTpaHe jeIHAKOCTH, Koja u3nocu n(n—1)--- (m+ 3)(m+2). Oso je moryhe camo 3a
n=m+2, 1j. octaje m+2 = wll[_)H +1. Cremu (m+2)(m+1) = 10°+ (m+1), a omarae (m+1)? = 10¢ > k! = (m+1)!,
tj. m+ 1> m!. Onasne ciequ m < 2. 3a m =1 umamo k =2, a 3a m = 2 umamo k = 3, anu Kako 6pojesu 12 u 26
HUCY (AKTOPHjaIN HUjeAHOI IPUPOSHOT Opoja, HU OBIE He NOOMjaMO peleme.
IIpernocrasumo cana 2¢ | m+ 1. Tana umamo m + 1 > 2° u

(297 < n(n — 1)+ (m + 3)(m + 2) = —

1<5°+1,

na crequ n—m— 1< 2 (3a n—m— 12> 3 ropma HejennakocT 6u ce csena Ha 8¢ < 5¢+ 1, mro je memoryhe), Tj.
n <m+ 3, a oBo ummaunupa n=m+ 3 uiau n = m + 2. Ciayuaj n = m + 2 cMO pelaBaad MaJolpe W HUCMO HAILIN
pemewa. Octaje n = m + 3. Taga nmamo

10° k! (m+1)!

3 2) = 1> l=—C+1=ml+1
(m+3)(m+2) m+1+ m+1+ e + m!+1,

TJ m? 4+ 5m + 5 > m!. OBa mejemmaroct Baxku camo 3a m < 4. Cayuajese m = 1 1 m = 2 cMO UCIUTAIN paHHUje. 3a
= 3 umamo k =4, a 3a m = 4 umamo k = 5, anu kako 6pojesu 624 u 24120 Hucy paxkTOpUjaU HUjeTHOT IPUPOIHOT
6poja, OIleT HE HAJA3UMO DPEIICHE.
Iakie, npuponau O0pojeBu m u k TpasKeHU y HOCTABLUU HE MOCTOJE.

IIpeu paspen — B kareropuja

C k 1. Heka je N cpemumre crpanune BC, yjenno u npecek k ca BC. Nmamo LANC =
LAANB = 90°, jep je AC npeunur kpy:xuune k. [lo cray CYC umamo AANC = NANB,
na cremu AB = AC = 60. Caza mvmamo 60 = AD + DB = DB + DB = 2DB, na ciean
) DB =24u AD = % 24 = 36. Basku u LADC = 90° (nomoso jep je AC npeunux), na cana us3
) IMuraropure Teopeme nobujamo C'D = /602 — 362 = 12v/52 — 32 = 48. Kako je CD BucuHa Ha
AB y AABC, merosa mOBPIINHA U3HOCK % = % = 1440.

B D A 2. Ilpeo pewewe. Heka je S npecek mujaronasne DB u ny:xu KM. Kako ABKM u ADKM
uMajy 3ajemHuuky ctpanuny KM, omHOC BUXOBUX HOBPIIMHA 3alIPAaBO IPEACTABIHA OITHOC
BUXOBUX BucuHa cuymrenux Ha K M. Bucune coymrene u3 B, O,HHOCHO D va KM opmmoce ce
kao SB u DS (mpema TasecoBoj Teopemu), ma 3ampaso Tpeba mahn 2 W

— P — P

O3zraunm —DCu y=DA. Canauz DB=Z+¢§u DS=kDB 3aneko k, 0 <k<1 (a D ¢
—_— —> — —

ouna SB=DB—-DS=(1-k)DB)

Ox 2018 1B 1

nMaMoO

NS——/
—
DS = k¥ + ki / W
A K B

C mpyre cTpane, Kako Je S wa myxku KM, to 3a HEEM peaJlaH opoj m, 0 < m < 1, Baskn
— ) T — =,
DS =mDK+(1—- m)DM C ob6supom va DK = DA+AK = y+2:1'c’1/1 DM = DC+CM = x—l—d Y,

)

YBpIITaBAHEM OBOTa y HPETXOMHY jeTHAKOCT J00MjaMo Ox 2018 15 2
2 1 2 1— 5—3 2 1
D—é‘:m(gj+gf) +(1—m) (f+§g> - (?m+1—m)f+ <m+ T’”)g: ey
Haxrne, cnemn ki + ky = mf+ Qm“y, 112 KAKO CYy BEKTOPU & 1 Y HeKOJII/IHeapHI/I Mopa BakUTHU k = "’53’” uk= %
O mariae umamo % = QT”T'H, Tj. 15— 9m = 10m + 5, na uzpavyynasamo m = E' Hajzan, k = 13’“ = %
P(ABKM) SB 1-k {5 6
P(ADKM) DSk 8 13

Lpyeo pewewe. Kao m y IpeTxogHOM pemIenY, TPAKUMO ﬁ I[Ipoeyuumo xkpo3 M npasy napaJjenny ca AB, u Heka je
P mpeceuna tauka Te mpase ca BD. ITocmarpajyhu npase BD u BC, npema TamecoBoj reopemu umamo 4L = MB _ 2

CD — CB ~ 3



Tj. MP = %CD7 u % = % = %, Tj. DP = %DB. ITocmarpajyhu mpase BD u KM, npema TamecoBoj TeopeMu mMamo

3
% = % = % = 19—0. Oszsaunmo BS =9z u PS = 10xz. Umamo BS + PS=BP =DB — DP = %DB, Tj. 192 = %DB, na

ciaemu r = %DB. Oparne uzpauynaBamo BS = 9x = %DB u DS=DB - BS = %DB, ma KOHAYHO

P(ABKM) SB DB 6

P(ADKM) DS Bpp 13

3. Izpauynajmo Hajupe yKynaH Opoj TauKUIla Ha JOMMHAMa Ha KOjUMa ce jaBsbajy ABa pasamuuta 6poja. Ilocmarpajmo
cBe ypebene napose pazauuntux Gpojesa ox 0 mo 9. CBaku Gpoj ce HA IPBOj KOOPAMHATHU jaBiba TavyHo 9 myra (3a cBe
Mmorylie BpenHoCTH Apyre KOOpAMHATE pas3iIuduTe O] TOr 6poja), ma 30up cBUX OpBUX KoopmuHara m3socu 9- (0 + 1+
24+---49)=9- % = 405; camnyHOo, 30Up CBUX APYTrUX KoOopawHATa u3HOCU Takohe 405, ma 306up cBux OpojeBa KOju ce
jaBmbajy y oBuM ypebennm maposuma nznocu 910. Ilpumerumo na ce noMuHe Ha KOjUMAa Cce jaBjbajy ABa pa3aumdura Opoja
MOr'Y NMPEACTABUATU yIPABO OBAKBUM ypeDeHuM mapoBuMa, IPU 4YEMY CMO CBAKYy JOMUHY Ha Taj HAYWH PAUyHAJIU OBA IIyTa
(momuHy Ha KOjoj Ccy 6pojeBu a u b pauyHasu cMo u kao nap (a,b), u kao map (b,a)); makmae, ykynan 6poj Taukuua Ha
OBaKBUM IJOMMHAMAa je Ta4YHO IIOJOBWHA MaJIoOIpe M3padyHaTe BpeTHOCTH, Tj. uznocu 405.

Yrynau 6poj Tauknna Ha HOMMHAMA Ha KojuMma ce ¢ 06e cTpame Hajasu uctu 6poj msuocu 2-(0+14+2+---49) =
2. 9'% = 90. [larme, pememe 3anatra je 405 + 90 = 495.

4. Y nmokasy kopucTtuMo cienehe jeIHOCTABHO 3alasKame: aKO Cy & U i IPUPOIHU OPOjeBU TaKBU na Cy & U TY KyOoBU
npupomHuX OpojeBa, Tama je u y KyO mpupomaHor Gpoja.

a) Ako cy ab u bc ky6oBu mpupomEUX GpojeBa, Tama je ky6 mpupomror 6poja u (ab)?be, Tj.a?bic. Tama mo 3amasamy
C moueTKa CIenu Ja je u a’c Ky mpupomHor Gpoja.

b) C o63upom ma a'b = a® - ab, a xaxo cy a*b u a® ky6oBu mpupomsux Gpojesa, ciemm ma je u ab KyG IpUpOmHOT
6poja. Cmuuno, u3z b¥c® = b5¢? - b2c? mobujamo ma je b%c? ky6 mpupomsor 6poja, a u3 c'a = ¢’ - ca mobujamo na je ca xy6
npupomror 6poja (jep cy b¥c® u bSc?, ommocHo ¢’a u ®, kKyGosu mpupomEUx 6pojesa). Cama u3 ab- b?c? = ab®c? cnemn ma
je ab3c? xy6 mpupomror Gpoja (jep cy To o6a YMHWONA Ha JIeBOj CTpaHM), a OHAA je U ac’ ky® mpupommor 6poja. Ilame,
KaKo Cy ac 1 ac’ KyOOoBHU IPUPOIHUX OpojeBa, ciemu aa je u ¢ ky6 npupoxsor 6poja. Konauno, a je ky6 mpuponsor 6poja
jep ¢y ¢ u ac Kyb6oBu npuponHux Opojesa, a b je kydO mpupomHor Opoja jep cy cana a u ab kyboBu mpupomHUX Opojesa.

5. IIpernocraBuMo npBo = < % Tana umamo |3z — 1| = 1 — 3z, na ce jenHauyuna cBOIU Ha

1=z — 22— |3z = 1]|| = |z — |22 — (1 = 32)|| = |z — |5z — 1]].

Ba r < § nvamo |5z — 1| = 1 — 5z, nma ce jenmaunna nasme csomu Ha 1 = |z — |5z — 1|| = |z — (1 — bz)| = |6z — 1], Tj.
6r —1 = £1, a oBO uMa pemema r = % u x = 0, o KOjux TPBO OADAINY]jEMO jep HE UCIYIHABA YCIOB T < %; 3a T > é
nvamo |5z — 1| = 5z — 1, na ce jemmauumna masbe cBomu Ha 1 = |z — [be — 1|| = |z — (bx — 1)| = |1 — 4z, 7j. 1 — 4z = %1, a
0BO mMa pemema ¢ =0 u £ = %, Koja 06a oxbaImyjeMo jep HUCY y MHTEPBAILY % <z < %
[Ipernocrasumo cana x > 3. Tana mvaamo |3z — 1| = 3z — 1, na ce jenHayuHa CBOIU HA
l=lz—22 -3z —1l||=|z— |22 — Bz —1)|| = |z — |1 — ]|
3a z < 1 umamo |1—z| = 1—z, na ce jemnauuna game ceomm Ha 1 = |z—|1—z|| = |t —(1—2)| = [2¢—1|, Tj. 22—1 = £1, a oBO
uMa pemema £ =1 u = —1, o1 KOjUX APYro ombaIryjeMo jep He UCIyHhaBa yCIOB I > %; 3a x > 1 mmamo |1 —z| =z —1,
na ce jemHaumHa nasme cBoma Ha 1 = |z — |1 —z|| =|z— (z—1)| = |1| = 1, na ¢y y oBoM cayuajy pemema cBU OPOjeBU KOjU

UCIyHaBajy ycioB x > 1.
Haxme, pemema jequaunue cy ¢ = 0 u cBu peanHu OpojeBu x 3a Koje Baxu x > 1.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. IIpumeTnnmo na 36up cBux no3posseHux mupapa m3nocu 0+1+2+4+3+44+5+4+6 = % = 21. ITomrro Tpeba cacraBuTu
yerBOoponudper 6poj on Hexkux Mehy oBuM mudpama uuju 30up Tpeba ma msHocu 15, Tpeba oxbaruTy Heke TpU HUdpPe
Koje umajy 36up 6. Ounraenso, oue mory 6utu camo memto ox: {0,1,5}, {0,2,4} wunm {1,2,3}.

Y mpBoM ciaydajy Mo:keMO kopuctutu muppe 2,3,4,6, u muUX MoxkeMmo pazmectutu Ha 4! = 24 maumma. Y apyrom
ciyuajy moskemo kopuctutu mudppe 1,3,5,6, u mux mokeMo pazmectutu Ha 4! = 24 maumna. Y Tpehem cayuajy MO:reMO
ropuctutu nudpe 0,4, 5,6, a TpUINKOM BLUXOBOI pa3MellTama MOPaMoO na3uTh Ha To na () He cMe OMTH Ha IPBOM MECTY;
nakye, 3a HajiaeBpy mudpy Oupamo jemny on 4,5,6, a oHma mpeocTaJsie TPU MOKEMO pasmectutu Ha 3! = 6 HauywmHa, ma y
OBOM CJIy4ajy mMaMo YKymHo 3 -6 = 18 6pojera.

IHaxrne, pememe 3anaTtka je 24 4+ 24 + 18 = 66.



2. Hera kpysxuuna k momupyje crpauune AD, CD u BC y taukama J, F u K,
penom. Heka cy Cy u Dy nomuoxja nopmasa u3z C u D wa AB, penom. D 4 Fg 4C

Hexa je r moxynpeunur kpyskuune k. O3naunmo x = DJ. Ha ocHOBY jennakocTn S
TAHTEHTHUX Iy:KU U3 Tauke Ha Kpy:kuuUily, umamo AJ = AE =15, BK = BE = 10,
DF=DJ=2uCK=CF=8—z.BawuuDyE =DF =xuCyE=CF =8—x. U3
[Huraropuse Teopeme npumemene sa AADDy u ABCCy umamo ADE+ DD = AD? 15 0
u BCZ + CC2 = BC?, 1j.

(15 — x)? + (2r)2 = (15 + z)?

Lo /é
F 1

u Ox 2018 2B 2
(10— (8 —2))2 + (2r)2 = (10 + (8 — z))%.

A 15 0 B

IIpBa jenmaumna ce cBoau Ha 225 —30x + 22 4+ 4r2 = 225+ 30z + 22, Tj. 4r? = 602, a omaTie cremu & = ;—; Ilpyra jemnayuna
ce comu Ha 4 + 4z + 22 + 4r? = 324 — 36z + x2, Tj. 40x + 42 = 320, a omaTie ciemu xT = % = %. IHaxne, Baxku
2

2
== 80{{ , mTo ce ceomu Ha 1072 = 1200 — 1572, a omaTie M3padyyHABAMO T = \/% = /48 = 4/3.

3. Kako V2019 nmje mpupomam Gpoj (442 = 1936 < 2019 < 2025 = 45%), caemu ma je 6poj n? Gap merormdppe.
IIpermocrasumo n? = 2019a. Kako mmamo 1422 = 20164 < 2019a < 20449 = 1432, TaxBo n He moctoju. Ilpermocrasumo
cama n? = 2019ab, Tj. 2019 - 102 = 201900 < n? < 202000 = 2020 - 102. Omarae umamo n = /2019 -10 > 440 u n <
v/2020- 10 < 450, anu oHga MCOIUTUBAKHEM OBOT MHTEDPBAJIA ¥ MOTPA3U 3a N KOje MCIYHaBa 33JaTe YCIOBE yCTAHOBJHABAMO
4492 = 201601 < 2019ab < 202500 = 4502, ma TaxBo n He mocTtoju. Ilpermocrasumo cama n’ = 2019abc, Tj. 20190 - 102 =
2019000 < n? < 2020000 = 20200 - 10%2. OnmaTtae mmamo n = v/20190-10 > 1420 u n < v/20200 - 10 < 1430. Camga UCOUTUBAHEM
OBOT WHTepBaJia y MOTPa3’ 3a N Koje Mcruymasa 3amaTe yciaose seh 3a n = 1421 mobujamo 14212 = 2019241.

Iakie, HAjMamU TakaB npupoaaH O6poj n je n = 1421.

4. TlocraBimena jennauumna je ekBuBajeHTHa ca \/a? —xvVa? +a? = a — z. OmaTie uMamMo yCJIOB a > &, a HAKOH
KBaIpUpama jelHaunHa ce cBoma Ha a’ — xv/22 + a2 = a® — 2ax + 22, 1j. 2v/22 + a2 = 2ax — 2%. Jenma moryhrocrt je x = 0
(mmTo jecre pememe Kal rof je UCIyHeH YyCJIOB a > «, Tj. a > 0); nunaue mam mocse ckpahusama ca = octaje va? 4+ a? =
2a — x, a OBO Ce HAKOH KBaJpupama, y3 IocTaBpbame ycaosa 2a —z = 0, Tj. a > 5, cBoau Ha 2% + a® = 4a® — dax + 22,
Tj. 4ax = 3a%. Y cayuajy a = 0 0OBO je UCIYH-CHO yBEK, Tj. Tala Cy pellema CBU DPOjEBU T 3a KOje BAKHU @ = T U a > 5
tj. x < 0. IIpernocraBumo cana a # 0. Taza u3 mocremme jeaHaunmEe OOMjaMO jOII pememe T = 5%; 0BO jecTe pelreHe

4
moJIa3HE jeHAUNHE aKO Cy UCIYHEHU YCIOBU G > T U 4 = %, Tj. a = ?jf ua= %‘1, a OHU Ce CBOJE Ha % >0mu %‘l >0, Tj.
(moroBo) a > 0.

Iaxkine, pesumupajmo: 3a a = 0 pememe jenHauunne je 1eo uarepsai x € (—oo,0], 3a a > 0 jenHaunHa nMa IBa pellemha,

r=0ux= SI“, a 3a a < 0 jegpavymHa HEMa peuIeHkA.

5. IlocmaTpajMo Maruyuy KBaapaT Kao Ha cuauinu JesBo. llomro Baku a +b+c+ - +1i = al|lb|c 2194
14243+ --+9=45ua+b+c=d+e+f=9g+h+i, cnemua+b+c=d+e+f=g+h+i=15 dlel|f 71513
u Tarkobhe 30upoBu y cBakoj BpcTy u Ha 00e mujaronasie m3uHoce 15. [Ipumerumo cana: glh|i 6|18
60=4-15=(b+e+h)+(d+e+f)+(a+e+i)+(c+e+g)=(a+b+c+---+1i)+3e=45+3e, Ox 2018 2B 5

oIaKye clenu e = 5.

I[Ipernocrasumo ma je 6poj 9 cmemTen y yrao; 6e3 ymamema ommroct, ¢ = 9. Taga uz 15 =a+b+c=a+d+g
caemu b+ ¢ =d+ g = 6. Mebhyrum, npumerumo na qsa Gpoja mory masatu 36up 6 camo axo cy To Gpojesu 2 u 4 (3aucra,
Mmoryhuoctu 3+ 3 ornana jep OpojeBu mopajy butu pasauuuru, a moryhuoct 1+5 ornana jep je 6poj 5 Beh uckopumhen
3a €), Ia CMO 3a0PAaBO HOOUIM KOHTDAIUKIW]Y.

IIpema Tome, Opoj 9 He MOke OUTU CMEMITEH y YyIiy, Ta MOpa OWTW HA CPEOVHN HEKe cTpaHume. Y 3MuMmo Hop. b = 9.
Tanma cauuno rkao majgonpe mobujamMo a +c¢ = 6, Tj. a = 2 u ¢ = 4 unau obparno. Kojy rox ox oBe mBe moryhuocTtu na
onabepemo (a mehycobHO Cy aHAJNOrHE), JAKO BUIUMO 14 C€ OCTATAK MATMYHOT KBAAPATA MOKE NMOIYHUTU HA j€IUHCTBEH
HauvH (HA CJIMUIU JECHO je MPUKA3aHO HOMyHaBame 3a ¢ =2 u ¢ = 4.

Hakiae, y cpemuHu yBeK Mopa Ouru O6poj 5, a 3aTuMm Opoj 9 MOKEMO yIMCATH HA CPEIUHY HEKEe CTPaHWIe, IITO Oaje
4 moryhuoctu 3a 6poj 9. Hakon ynucuBama 6poja 9, 3a merosa asa cycema mMamo jom m300p Koju on mux he durum 2
a koju 4, mro cy jom 2 moryhuocTH, a maj/he MONyHmhaBame MAarmdHOT KBaapaTa je jemmo3nauno omxpebeno. I[Ipema Tome,
Pa3IUYnUTUX MarvyHux KBaaparta 3 X 3 yKynHo mMma 4 -2 = 8.



Tpehu pa3pen — b kareropuja

n(n—1)

1. Bpoj mapoBa pa3imuuTuxX MaxmucTa je — 5, Ha KaKO je CBAKO ca CBaKUM OJUrpao 1o k mapTuja, caean
224, Tj. n(n — 1)k = 448 = 26.7. Meby 6pojesuma n u n — 1 jemam Mopa GUTH HeNapaH, a jeMHA HEMAPHU AEJUONM Gpoja
448 cy 1 u 7. Hemoryhe je n =1, jep 6u tama nmpousBon Ha sieBoj crpanu m3nocuo 0. 3a n —1 =1 nmamo n = 2 u Tazna
k = 224, Tj. Ha TYpHUpPY Cy Urpaja caMmMo IBOjUla maxucta u ogurpaiu cy 224 napruje. Cayuaj n = 7 je takobhe memoryh
jep Tama mmamo n — 1 = 6, a mecHa crpasa Huje mesbuBa ca 3. Komaumo, 3a n— 1 =7 umamo n = 8 u taga k = 40 = 8,
Tj. Ha TYPHUPY j€ UrpaJo 8 MAaXNCTa M CBAKO je ca CBAKUM OAMIPAO IO § mapTuja.

87
Harme, moryhe jen=2u k=224, unu n=8 u k =8.

nn=1), _
niozlj,

2. Jemnauwmny tpascopmuimeMo y sin3z —sinx = 1 — cos2z = 2sin? x, 1j. 2sinx cos 2z = 2sin® z. Jemna moryhuoct je
sinz =0, 1j. = kn 3a k € Z. Y cayuajy sinz # 0 mocie ckpahuBama ca 2sinx ocraje cos 2z = sinx, 1j. 1 —2sin’z = sinz.
YBemumo cmeny sinz = t. Taza nobujamo kBampaTtHy jemnaunny 2t2+t—1 = 0, a meHa pememha cy lij2 = 71i)1/m = *14i3,
Tj. t1 = % u to = —1. Ilakie, sinx = % unu sinx = —1, 1j. x = § + 2km, v = 5%—1—2]%’ wm x = —5 +2km 3a k € Z.

IIpeocraje jom mpebpojatu kKOJMKO ce ox mpoHabeHMX pemema HAJIAZU Y HHTepBany [2,24]. 36or 0 < 2 < mwum T <
24 < 87 mmamo 7 pemema obmuka x = kr (3a 1 < k < 7). Hame, 30or § <2< 13” 37” <24 < 42” “MaMO 3 pellema
obmuka x = % + 2k (3a 1 < k < 3). 3atmm, 360r 0 <2< 23X n 41“ 3n I/IMaMO 4 pemeH)a obmuka x = 2F + 2km (3a
0 < k <3). Hajsan, 36or -3 <2< 3 n 15” BT mvanmo 4 pelnena o6nm<;a r=—5 42kt (32 1<k<4).

Haxrne, ykynan Opoj pemema y TpaH{eHOM MHTepBany uzHocu 7+ 3 +4+4 =18.

3. V3 mpBe jemunauuue caenu b = 8 — a, ma yBpIITaBameM OBOTA Yy APYry H00OMjamMo

32=0a’+ (8 —a)?+c® =a’®+64 —16a +a® + c* = 2a* — 16a + 64 + 2,

Tj. 2a® — 16a + 32 + ¢ = 0. MebyTum, TpUMeTUMO Ia JIeBY CTPaHy MOKeMOo TpaHchopmmcatu Kao 2a’ — 16a + 32 + ¢2 =
2(a? — 8a +16) + ¢ = 2(a — 4)? + ¢?, ma ma 6u oBoO 6mUIO jemHAKO HysM, MOpa BamuTu a —4 = 0 u ¢ = 0. Ilakse, jemuHo
pememe 3anaror cucreMa je a =4, b=8—-a=4uc=0.

4. IIpso pewewe. Hera je O npecer mujaronasa pomba ABCD, u Heka je a merosa crpanuna. Osmaunmvo £SOA = a,
£S0C =7 —a, £50B = 3, £SOD = 7 — (. llpumenom rocunycue teopeme na ASOB, ASOD, ASOA u ASOC, penowm,
nobujamo:

SB? = S0?+ 0OB?—-250 - OB cos 3;
SD? = SO? + 0OD? 4+ 250 - OD cos f3;
SA? = S0%+0A%?-250-OAcosa;

SC? = S0? +0C? +250 - OC cos a.

CabupameM IpBe IBE jeTHAKOCTU U APyTe IBE jeAHaKOCTH, y3 yBpmraBame OB = 0D =
nmo6ujamo SB%2+SD? = 2502+ 72 ua?4+SC? = 2502—1—%
¢ mpBoM mobujamo SB? 4 SD? = SC2.

5, 0OA=0C =
. U3 npyre jemnaxoctu caemu SC? = 25024—%,

o3y SA = a,

na ynopebusamem

—_— - —_— - —_— =, - g =g 2
Upyzo peweme. YBenumo Bexkrope § = AS, b= AB u d = AD. Nmamo |§] = |b| = |d| =a, kao u b-d = GQCOSGOO:%.
— - — - — —_— — - o
Taxobe, SB=b—-5, SD=d—5u SC =AC — AS =b+d— 5. Onatiue
O . I -
SB>=SB-SB=(b-35)-(b—8=0b-b—26-5+5 -5=2a%—25-
—_— — - - P - -
SD?*=5D - SD=(d-35)-(d—5) =d-d—2d-5+5 §=24>—2d-
SC?=SC-SC=(b+d—3) - (b+d—5) =3a2+2b-d—2b-5—2d-5§=4a>—2b-5—2d- 5
ITakne, kKakO mecHe cTpaHe IpBE IBE jeIHAKOCTU Yy 30upy s DY

najy mecHy cTpany Tpehe, To Baku u 3a JeBe CTpaHe, yuMe
je tBpheme morasaso.

Tpehe pewemwe. Heka je Sy momHoskje HOpMaJie U3 TeMEHA
S ma pasan ABCD. Tana umamo SB? = SS2 + SyB?, SC? =
5§52 +S9C? u SD? = SS2+SoD?, na ce jemmakoct kojy Tpeba
nokazatu ceomu wHa SSZ + SoB? + SS2 + SyD? = S52 + SoC?,
Tj. Ox 2018 3B 4
SSg + S()B2 + S()D2 = S()CQ.

A

Heka je a mysxuma crpanune pom6a ABCD (a tama umamo u SA = a). Takobe, mera cy X u Y noasoskja HOpMaa U3
rauke Sy Ha npase AB u CD, penom. Pamuhiemo ciayuaj kana ce Sy mamasu usmeby ravaka X u'Y (y cynpornom ce pamu



camuno). Heka je D' momuo:xje Bucune uz D y jemmarocrpammunom AABD. lpumernmo, AX + CY = AD'+ D'X +CY =
AD' + DY +CY = §+a= 37“ Cama MOKEMO padyHATH:

552 + SoB? + SoD? = (SA? — AS2) + (SoX? + XB?) + (SoY?2 + Y D?)
=a? — (AS2 — SoX?) + (a— XA+ SY2 + (a — YC)?
=a2 —AX?+a? —2a XA+ XA%+ SY?2 + a2 —2aYC +YC?
=3a? —2a(XA+YC)+ (SoY? +YC?) =3a® —a-3a+ SyC? = S,C?,

mwro je m Tpebasio mokazaTu.

5. M3spase nox kopenoBuma MoskeMo 3amucatu ka0 z(z +3) + 1 u y(y — 1) + 3. Opmatie, 3a Ma kKakBe Iese 6pojeBe T u
y, 0BU u3pasu cy Hemapuu (jep cy mpomssomu z(x + 3) u y(y — 1) napuu, 6yayhiu na uMm je yBek jenan dmHMIAL HApPAH &
APYTY HEemapaH).

Oszmaumvo 2 +3zx4+1=a u y> —y+3 = b. Umamo /a+ vb = 2017, 1j. \/a = 2017 — v/b. KBanpupamem oBe jeaHarocTn
nobujamo a = 20172 —4034vb+b, 1j. Vb = %. Omasze BuauMo na je v/b panmonanan 6poj, a momto je b neo 6poj,
U3 0Ba IBA 3aKMydKa ciaemu 1a je n Vb meo 6poj. Ha mern Haums mokasyjemo u ga je Vva neo 6poj. MebyTum, Kako cy
a 1 b HemapHu GpPOjeBU, TO Cy U \/a 1 Vb HemapHU GpOjeBU, ANM Y TOM CIyYajy je Va+ Vb mapan Gpoj, ma oBaj 36up He
Moke Outu jemunak 2017, kourpamuknuja. lakiae, mosasHa jenHauyrHa HeMa EJIOOPOjHA pelena.

YerBpTu pa3pen — b kareropuja

1. llpsa Bejemraumna ce ceomm Ha o2 —4x+4+y% —4y < 0, 1j. (1—2)%2+(y—2)? < 4 = 22,

Crkyn Tauaka Koje 0BO UCIyHAaBajy HPeACTaBibajy KPYr € HEeHTPOM y (2,2) m momxynped- 4
muka 2. IIpyra Hejennaumua ce cBomu Ha y < 4/(z —2)2 = |x — 2|; makme, mocmarpasa
¢urypa mpemcraBmba Ie0 Majodac ONMCAHOT KPyra KOJU Ce HAJJa3u WCIOL Tpaduka 3
dyurmuje y = |z — 2|, Tj. cacroju ce o1 OBa KPYKHA OACEYKa (BUAETU CIUKY). AKO
C
obenexxnmo taure A(0,2), B(2,0) u C(4,2), cana nako BUIUMO Ja Ce TPaKEHA IOBPIINHA 2

MOKe M3pavyHaT! O4y3nMajynu o IOJOBMHE IOBPIINHE KPYTa NOBPIIUHY jeTHAKOKPAKO-

- . . 22 (2v2)2 1
-npasoyrior AABC (unja je xatera jennaxa 2v/2), Tj. usnocu TE- — 2L = 21 — 4,

2. Umamo 242 +2°42018¢ = 20 4-2¢ = (—1)+(—1)¢ (mod 3) m 10°4+3%+2018° = 1°+2b = "1 o T2 3 4
1+ (—1)b (mod 3). Hakue, apyru 6poj je mebUB ca 3 aKO U CaMO ako je b NpOu3BOJLAH
napan 6poj. Cana, kopucrehu na je b mapan 6poj, BUAUMO na je IpBU OPOj mebuUB ca 3
AKO U CaMO aKo je ¢ Henapad 6poj. Ilakie, TpaskeHu yCIIOB UCIyHaBajy cBe Tpojke (a, b, ¢) Ox 2018 4B 1
rae je a mpom3BoJebaH npuposas opoj we sehim ox 2018, b mpousBoman napan 6poj He Behu
on 2018, u ¢ mpousBospan Henmapan 6poj me Behu ox 2018. IIpema Tome, TakBux Tpojku mma 2018 - 1009 - 1009 = 2 - 10093,

3. IIpso pewewe. Tpaxkena jemHaxkocT ce Moxke rpanchopmucarn y MB - MC = (AB —

AM)(AB+ AM), 1j. 228+ = ABNJI%‘M. Osnaunmo ca K Ttauxy Ha crpanumu AB takBy na
Baskn AK = AM, a ca L tauky Ha npony:xerry crpanune AC npeko tauke A TakBy Ia BaKU
MB _ CL

AL = AM. Tana ce skejbeHa jeIHAKOCT CBOAU HA BR = MC- Ilakme, TOBOBHO je mOKa3aTu
cimmunoct AMBK ~ ALCM.

Osuaunmo L BAM = p. Tama umamo £ MAC = 60° — ¢. Kako je AALM jemsaxkokpak a
HETOB CIOJbAIIBY yrao kol TeMena A usnocu 60° — ¢, cnemn LAML = LALM = 30° — 5. Y
AMLC nvamo jom £LCM = 60°, ma mamaszumo u rpehn yrao: LLMC = 180° — (30° — &) —
60° = 90° + £. Kaxo je AAKM jenHakokpak U yrao HACIPaM OCHOBHIE M3HOCH (p, CJIEIU
LAKM = LAMK = 90° — % omakye muperrtHo mobujamo L BKM = 90° + %. Iakme, kako
3a AMBK u ALCM Baxu ALMC = 90° + § = {BKM u {LCM = 60° = {MBK, cnemm
AMBK ~ ALCM , mTo je u Tpebayo moka3aru.

Lpyzo pewewe. Osnaunnvo a = AB = AC = BC. IlpumeHoM KOCHUHYCHE TeOpeMme Ha
Ox 2018 4B 3 ANABM mobujamo: AM? = a2+ BM? —2a- BM cos60° = a?2 + BM? —a- BM. Onartie uMmamo
a>— AM? =a-BM — BM? = BM - (a— BM) = MB - MC, mTo je u Tpebaio moKa3aTH.

4. a) Ogrosop: Huje moryhe.

CBu Moryhwu 30upoBM KOju Cce MOr'Yy IIOjaBUTH y BpcTaMa U KoJioHama cy cuaemehu: —3,—2,—1,0,1,2,3. Kako ce, mo
YCJOBY 3aaTKa, MOPa jaBUTU IIECT Pa3IWYUTUX 30MPOBa, TO Ce TAYHO jenaH o oBUX 7 OpojeBa Hehe mojaBuTy Kao 30up
(a cBu ocranu he ce mojasuru Tauyno mo jeauom). I[Ipumerumo, name, na padyHajyhu cyMmy CBUX TUX meCT 30UpOBa KOjU



ce 1ojaBibyjy, 3alpaBo CBaky OpOj y Tabiaunyu padyHaMo 0O ABa myTa (jeAHOM y HeroBOj BPCTU, APYTU IYT y HEroBOj
KOJIOHM), TIa Ta YKyIHa cyMa Mopa Outm mapan 0poj. Kako Ha ropmoj muctu moryhwmx 36uposa mmamo 4 memapua u 3
napHa 6poja, na 6u cyma Hekux 6 om Tux 7 OpojeBa Ouia mapHa, ciaenu ga OPOj KOjU Ce He MojaBibyje MOpa OWTU mapaH.

Ilakie, 30up HEKe BPCTE WM KOJIOHE MOpa OuTH jenHak 3, u 30Up HEKE BPCTE WM KOJIOHE Mopa burtu; jemnark —3. Bes
yMamemha OIIITOCTH, HEeKa je 30up OpojeBa y nNpBOj BPCTHU jemHak 3, Tj. y IPBOj BpcTH cy cBe jemuuaure. Cana, ouurienHo,
HU y jeIHOj KOJOHM HE MOYKEMO MMAaTH 30up —3, ma ce 30up —3 MOpa IOjaBUTU Y HEKOj BPCTHU; HEKA je TO, Oe3 yMamemna
OMNIITOCTU, APYTa BPCTa, Tj. ¥ APYTOj BPCTU Cy cBu OpojeBu jemnaru —1. Ilakme, y cBakoj kosoHU 3acan umamo 36up 0,
na xa 6u (HakoH ynucuBama GpojeBa y Tpehoj BpcTu) cBa oBa Tpu 36upa Ouia pasnnuuta, y Tpehoj Bpctu Mopajy Gutun
pasnuuutu 6pojesu, Tj. 6pojesu 1, 0 u —1 (cBaku no jemuom). Mebhyrum, Tana 36up 6pojesa y rpehoj spctu usnocu 0,
a takobe y jemnoj komonu mmamo 36up 1+ (—1) + 0 = 0, kouTpasukIMja.

b) Oxrosop: moryhe je. llpukasyjemMo jeHO TAKBO MOMyHAaBame TabIUIE. 111 1 1
1] 1 1| -1
5. Pemema mocmaTpane jemnaumue cy Hyse moimuoMma f(x) = x° — 3z — a. Kako je oBaj momu- 110 |—-1]-1
woMm tpelier cremena, oH wMa HajBume 3 peanse Hymne. C o63upom Ha lim, , o f(z) = —oco u 0| —-1]-1]-1
lim, o f(2) = 00, a KAKO je MOMMHOM HemperuaHa (yHKIUja, caemu na f(x) Mopa mMmaTtu Gap
jemmy mymy. Usson ose pymrmuje je f/(x) = 322 — 3 = 3(z — 1)(x + 1), ma kKako U3BOJ UMa HyJe Y Ox 2018 45 4
raukama © = —1 u ¢ = 1, HeraTuBad je Ha uHTepBady (—1,1), a mo3UTUBAH WMHAYE, 3aKILYUY)jEMO
na f(z) pacre Ha maTepBasMMa (—o00,—1) u (1,00), omama ma (—1,1), UMa JOKAJIHM MAKCUMyM 3a & = —1, a JIOKAJHU

mMuaMMyM 3a & = 1. Ha cBakom ox unrepsana (—oo,—1), (=1,1) u (1,00) momusoMm f(x) MOke MMATU HAJBUIIE IO jeIHY
HyJy, 360r MOHOTOHOCTHM H& TAM UHTepBasguma. [lonmrHOoM he mMaTn yKymHO TpU pas3niuyuure peajiHe HyJe aKO U CAMO aKO
Baskn f(—1)>0wm f(1) <0 1j. 2—a >0mu —2—a < 0, nmahe nBe pasnuuure peanne HyJse (01 TOra jeqHy IBOCTPYKY )
ako u camo ako Baxku f(—1) =0 mnm f(1) =0, a unaue (Tj. ako u camo ako cy sBpenunoctu f(—1) u f(1) pasauuure ox 0
u MebhycoBHO ucTor 3HaKa) camMo jeIHy PEaHy HyJly.

Iakye, mocMaTpaHa jeIHAYMHA UMA TPU PA3JIMYUTA DeajiHa pemema 3a a € (—2,2), IBa pasuuumTa PEajHa Dellrena
3a a € {—2,2}, a caMo jenHO peasHO pememe 3a a € (—oo, —2) U (2, 00).



