
DRЖAVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA 2019/2020.

Rexeǌa

Ako je npr. a = b, onda je b + c = c+ d, tj. b = d, a odatle c+ d = e+ a, tj. c = e, ali onda1A.1.
je d + e = a + b, tj. e = a, pa je a = b = c = d = e. Istom zakǉuqku vodilo bi i b = c itd.
Zato nadaǉe smatramo da je a 6= b 6= c 6= d 6= e 6= a.

Neka je (bez smaǌeǌa opxtosti) a < b. Ako je b < c, onda je b + c > c + d > d + e, odakle
dobijamo b > d i c > e, ali tada iz b(c + d) = d(e + a) < b(c + a) sledi d < a. Sada iz
a(b+ c) = d(e+ a) < a(e+ b) sledi c < e, xto je kontradikcija. Dakle, b > c. Nastavǉaju�i
na sliqan naqin, zakǉuqujemo da vaжi a < b > c < d > e < a > b, a i to je nemogu�e.

Prvi igraq ima pobedniqku strategiju. On u svoja prva dva poteza treba da obezbedi da1A.2.
cifre 3 i 9 budu iskorix�ene. Tada je drugi igraq prinu�en da u svom posledǌem potezu
upotrebi cifru 1 ili 7. Me�utim, prvi moжe da se svojim tre�im potezom pobrine da i
ovako dobijeni brojevi budu deǉivi sa 3. Dovoǉno je da drugome prepusti broj koji daje
ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3. Ako je iz svake klase ostataka dostupna bar po jedna cifra, on
to svakako moжe posti�i, a u jedinom preostalom sluqaju, kada su iskorix�ene qetiri
cifre 0, 3, 6, 9, moжe da upotrebi cifru 2.
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Neka je n = 6r. Traжeni n-tougao ima sve uglove1A.3.
jednake 180◦− 60◦

r
. Poqnimo od pravilnog 2r-tougla.

Kako je ǌegov unutraxǌi ugao jednak 180◦ − 180◦

r
,

dovoǉno je na svaku ǌegovu stranicu nakalemiti
jednakokraki trapez sa uglom na osnovi 60◦

r
. Jedan

ovakav trapez moжe se sklopiti od tri trougaona
odseqka pravilnog 3r-tougla, qime je konstrukcija
primera gotova.

Dati broj je jednak M = x3+ax2+bx+c, gde je x = 10n+1. Neka je M = (y − 1)y(y+ 1). Kako1A.4.
je (x−1)x(x+1) < x3 i (x+3)(x+4)(x+5) > x3+10x2, mora biti x+1 6 y 6 x+3. Tada imamo

x(x+1)(x+2) = x3+3x2+2x = 10 . . . 030 . . .0020 . . .000,

(x+1)(x+2)(x+3) = x3+6x2+11x+6 = 10 . . . 060 . . .0110 . . .006 za n > 1,

(x+2)(x+3)(x+4) = x3+9x2+26x+24 = 10 . . . 090 . . .0260 . . .024 za n > 1.

Vidimo da za n > 0 jedino sluqaj y = x+1 daje rexeǌe. Ostaje da ispitamo n = 0 i tada
nalazimo jox jedno rexeǌe: x = 12 i M = 1716.

Prema tome, jedina rexeǌa (n; a, b, c) su (0; 7, 1, 6) i (n; 3, 2, 0) za n > 0.

Ako Maksim odabere taqku P u sredixtu duжi AB, onda koju god taqku Q da Mina2A.1.
odabere, vaжi PPQA + PPQC = PPQB + PPQC = PPBC = 1010. Sada Maksim moжe uzeti
jedno od temena A i C kao taqku R tako da obezbedi povrxinu PPQR > 505.
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S druge strane, ako je AP = k · AB (0 6 k 6 1), Mina moжe da
odabere taqku Q tako da je PQ ‖ AC. Tada �e biti PPQR = PPQA =

k · PBQA = 2020k(1 − k) 6 505 (jer je k(1 − k) 6
(
k+(1−k)

2

)2
= 1

4),
nezavisno od izbora taqke R.

Prema tome, odgovor je 505.

Napiximo datu jednakost kao kvadratnu jednaqinu po z: z2 − (x +2A.2.



y)z + (x2 + xy + 2y2 − 1) = 0. ǋena diskriminanta mora biti nenegativna:

D = (x+ y)2 − 4(x2 + xy + 2y2 − 1) > 0, tj. 7y2 + 2xy + (3x2 − 4) 6 0.

U dobijenoj kvadratnoj nejednaqini po y determinanta opet mora biti nenegativna, pa
je 4x2 − 28(3x2 − 4) > 0, tj. 5x2 6 7. Sledi da je x > − 7√

35
.

Pri tome, za x = − 7√
35

vrednosti y = 1√
35

i z = − 3√
35

su jednoznaqno odre�ene.

Pretpostavimo da je (pn) jedan takav beskonaqan niz. Brixu�i poqetne qlanove po2A.3.
potrebi, moжemo da smatramo da su svi qlanovi ve�i od 3.

Ako je p1 ≡ ǫ (mod 3) za ǫ = ±1, onda mora biti i p2 = 2p1 − ǫ ≡ ǫ (mod 3) (u suprotnom je
p2 = 2p1 + ǫ ≡ 0 (mod 3)), pa indukcijom sledi pn+1 = 2pn − ǫ i odatle

pn = 2n−1p1 − (2n−1 − 1)ǫ za sve n ∈ N.

Me�utim, tada za n = p1 po Fermaovoj teoremi vaжi pn ≡ 0 (mod p1), pa je pn sloжen
broj, xto je kontradikcija. Dakle, traжeni niz ne postoji.
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Xest poǉa a1, b2, b8, h8, g7, g1 zadovoǉavaju uslov zadatka.2A.4.
Zaista, svih 6 poǉa su crna, pa je od jednog do drugog uvek
potreban paran broj poteza, ali dva poteza ni u jednom paru
nisu dovoǉna.

Pretpostavimo da je mogu�e odabrati 7 poǉa. Tada u bar jed-
noj polovini table, recimo levoj (kolone a-d) ima bar 4 poǉa.
Podelimo ovu polovinu na tri grupe poǉa:

(1◦) vrste 1 i 2, (2◦) vrste 3, 6 i 7 i (3◦) vrste 4, 5 i 8.

Unutar jedne grupe, od svakog poǉa do svakog drugog stiжe se u najvixe tri poteza -
jedini izuzetak su poǉa a1 i b2 iz grupe (1◦). Prema tome, oba ova poǉa moraju biti
me�u odabranima. Sliqno, i poǉa a8 i b7 moraju biti me�u odabranima, ali to je
nemogu�e, jer se od poǉa b2 do poǉa b7 moжe sti�i u tri poteza.

Prema tome, odgovor je 6.

Imaginarni deo desne i leve strane date jednaqine je3A.1.

−b = b

1009∑
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Kako je
(
2020
2k+1

)
= 2020

2k+1

(
2019
2k

)
paran broj za svako k, ova jednakost uzima oblik −b = 2A · b

za neki ceo broj A, pa mora biti b = 0. Sada se jednaqina svodi na a2020 + |a| − a = 22020,
odakle je a2020 6 22020, tj. |a| 6 2. Proverom dobijamo da je jedino rexeǌe z = a = 2.

Oznaqimo sa (x, y) poǉe u x-toj koloni sleva nadesno i y-toj vrsti odozdo nagore. Potez3A.2.
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znaqi skok sa poǉa (x, y) na (x + 3, y + 2) ili (x − 2, y − 1). Pri
svakom potezu veliqina A = 5y − 3x se uve�ava za 1.

Poǉa (6, 1), (7, 1), (8, 1), (8, 2), (1, 7), (1, 8), (2, 8), (3, 8) su ,,izolovana”
- sa ǌih pauk moжe napraviti najvixe jedan potez. Na ostatku
table minimalna vrednost A je −11 na poǉu (7, 2), a maksimalna
29 na poǉu (2, 7), tako da pauk moжe da napravi najvixe 40 poteza.
Ovaj broj postiжe tako xto poqne sa poǉa (7, 2) i igra proiz-
voǉno sve do poǉa (2, 7).



Dru ı̄o rexeǌe. Oznaqimo poǉe (7, 2) brojem 0, a za n > 0 brojem n oznaqimo sva poǉa do kojih se
moжe sti�i s nekog poǉa oznaqenog brojem n− 1. Dobijamo tablicu kao na slici. U ǌoj
se nalazi i osam izolovanih poǉa, a najve�i broj koji se pojavǉuje je 40 na poǉu (2, 7).

Zamenom mesta p i q ako je potrebno, moжemo da smatramo da je p = q+δ > q i (an . . . a0)p =3A.3.
(a0 . . . an)q ± 1, uz (moжda slabiji) uslov n > 2q−1 − 1.

Imamo pn < (an . . . a0)p 6 (a0 . . . an)q + 1 6 qn+1, tj. (p
q
)n < q. S druge strane,

(
p

q

)n

>

(

1+
δ

q

)n

= 1 +
nδ

q
+

(
n

2

)
δ2

q2
+ · · · > 1 +

nδ

q
, odakle je δ <

q2 − q

2q−1 − 1
.

Me�utim, odavde za 2 6 q 6 5 sledi δ = 1, dok se za q > 6 jednostavnom indukcijom
dokazuje da vaжi 2q−1 > q2 − q + 1, te tada nema rexeǌa: zaista, ako to vaжi za q, onda
je 2q > 2(q2 − q + 1) > q2 + q + 1, tj. vaжi i za q + 1. Dakle, q 6 5 i p = q + 1.

Preostale sluqajeve ispitujemo ruqno. Za (p, q) = (6, 5) ili (5, 4) imamo n > 15, odnosno
n > 7, xto nije mogu�e, jer je u oba sluqaja (p

q
)n > q. Za (p, q) = (3, 2) u obzir dolazi samo

n = 1, tj. ±1 = (ab)3 − (ba)2 = 2a− b, odakle je a = b = 1 i m = 4. Najzad, za (p, q) = (4, 3)
mora biti n = 3, tj, ±1 = (abcd)4−(dcba)3 = 63a+13b−5c−26d> 63 ·1+13 ·0−5 ·2−26 ·2 = 1,
te je jedina mogu�nost (a, b, c, d) = (1, 0, 2, 2) i m = 74.

Jedina rexeǌa su m = 4 = (11)3 = (11)2 + 1 i m = 74 = (1022)4 = (2201)3 + 1.

Neka je O centar opisanog kruga k trougla ABC. Poxto je ∢AOB = 2∢ACB = ∢APB,3A.4.
taqke A, B, O i P leжe na istom krugu γ. Taqka O je sredixte luka APB ovog kruga, pa
je PO spoǉaxǌa simetrala ugla APB. Ne umaǌuju�i opxtost, smatra�emo da je P na
kra�em luku AO kruga γ.

S druge strane, kako je ∢PaBP +∢PAPb = 2∢CBP +2∢PAC = 2(∢APB−∢ACB) = ∢APB,
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vaжi APb ‖ BPa. Ako prava PaPb seqe pravu AB u
taqki K, po Talesovoj teoremi imamo AK : KB =
APb : BPa = AP : PB, odakle sledi da i K leжi
na spoǉaxǌoj simetrali ugla APB. Dakle, prave
AB, OP i PaPb imaju zajedniqku taqku K.

Sada potencija taqke K daje KM · KN = KA ·
KB = KP ·KO, odakle sledi da taqke M , N , O i
P leжe na jednom krugu. Pri tome je O sredixte
luka MPN , pa je PO spoǉaxǌa simetrala ugla
MPN . To znaqi da je ∢MPK = ∢OPN , a tako�e je i ∢KPA = ∢BPO, odakle sledi
∢MPA = ∢BPN .

Postoji. Jedna takva funkcija je f(x) = sin x
2 . Zaista, tada je f ′(x) = 1

2 cos
x
2 , f ′′(x) =4A.1.

− 1
4 sin

x
2 i, uopxte, indukcijom sledi da za svaki ceo broj k > 0 vaжi

f (2k)(x) =
(−1)k

22k
sin

x

2
i f (2k+1)(x) =

(−1)k

22k+1
cos

x

2
,

te je u oba sluqaja |f (n)(x)| 6 1
2n .

Odmah imamo f(1) = 1, a iz uslova zadatka za (m,n) = (2, 1) dobijamo f(2) ∈ {1, 4}.4A.2.

Pretpostavimo prvo da je f(2) = 1. Uslov zadatka za (m,n) = (x, 1) i (m,n) = (x, 2) daje
(x+1)(x+2) | f(x)− 1 za sve x ∈ N, pa kako je f(x) 6 x2 < (x+1)(x+2), mora biti f(x) = 1.

Ostaje sluqaj f(2) = 4. Tada uslov zadatka daje x + 1 | f(x) − 1 i x + 2 | f(x) − 4 za sve
x ∈ N, pa je f(x)− x2 deǉivo sa (x+ 1)(x+ 2), te zbog f(x) 6 x2 sledi f(x) = x2 za sve x.

Dakle, odgovor su funkcije f(x) ≡ 1 i f(x) ≡ x2.

Dovoǉno je dokazati da su potencije taqaka O1 i O2 u odnosu na opisani krug trougla4A.3.
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PQR jednake, tj. da je OP · O1Q = O2P ·O2R.

Oznaqimo sa K i M redom podnoжja normala iz taqke
E na prave O1D i CD. Taqke D, K, P i Q leжe na
istoj kruжnici, pa je O1P · O1Q = O1K · O1D. Tako�e,
i taqke D, E, M i K leжe na istoj kruжnici, pa je
O1K ·O1D = O1M ·O1E. Najzad, zbog △O1MA ∼ △O1AE

je O1M ·O1E = O1A
2. Prema tome, O1P · O1Q = O1A

2.

Analogno vaжi O2P ·O2R = O2A
2 = O1A

2, odakle sledi
tvr�eǌe.

Poqnimo ispitivaǌem broja magiqnih skupova k duжi s krajevima u taqkama P1, . . . , P2k4A.4.
na krugu obojenim naizmeniqno crveno i plavo. Oznaqimo ovaj broj sa ck. Taqka P1 se
moжe spojiti samo s nekom taqkom Pj druge boje, te j mora biti parno: j = 2i (i =
1, 2, . . . , k). Na skupovima taqaka {P2, . . . , P2i−1} i {P2i+1, . . . , P2k} ima ci−1, odnosno ck−i

magiqnih skupova duжi. Dobijamo relaciju

ck =
∑k

i=1 ci−1ck−i, uz uslov c1 = 1,

xto je poznata rekurentna relacija za Katalanove brojeve: ck = 1
k+1

(
2k
k

)
.

U naxem sluqaju svaka taqka skupa D = {A1, A2, A2n+1, A2n+2, A4n+1, A4n+2} moжe biti
spojena samo s taqkom druge boje i druge parnosti indeksa, dakle, s drugom taqkom
skupa D. Taqke skupa D se mogu ovako (tj. ,,magiqno”) povezati na 5 naqina:

(1◦) ako su to duжi A2A2n+1, A2n+2A4n+1, A4n+2A1, one dele ostalih 6n− 6 taqaka na tri
skupa od po 2n− 2 taqaka, te tada ima c3n−1 magiqnih skupova duжi;

(2◦) ako su to duжi A1A2, A2n+1A2n+2, A4n+1A4n+2, oqigledno ima c3n−3 magiqnih skupova;

(3◦) svaki od preostala tri naqina daje po cn−1c2n−2 magiqnih skupova.

Ukupan broj magiqnih skupova je c3n−3 + 3c2n−2cn−1 + c3n−1.
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Trapezi ABCD, ACBE i DEBC su jednakokraki, jer su1B.1.
tetivni. Iz AC ⊥ BD dobijamo 2∢CAB = ∢CAB + ∢ABD =
90◦, tj. ∢CAB = 45◦. Tako�e je ∢ABE = ∢BEC = ∢DEA = 45◦

(uglovi nad jednakim tetivama AE, BC i DA). Daǉe, ako oz-
naqimo ∢EAB = x, onda je i ∢CED = ∢EDB = x (uglovi nad
jednakim tetivama CD i EB). Sada je zbir uglova u trouglu
ABE jednak 3 · 45◦ + 2x = 180◦, odakle je x = 22,5◦.

Prema tome, uglovi trougla ABE su ∢A = 22,5◦, ∢B = 45◦ i
∢E = 112,5◦.

Ako je n > 1, svaki od sabiraka je paran, pa je i dati broj paran (i ve�i od 2) i samim1B.2.
tim sloжen.

Ako je n = 1, dati broj je jednak 21! + 2020!+ 7, xto je deǉivo sa 7 (i ve�e od 7) i samim
tim sloжen broj.

Neka je d = AC, a h1 i h2 redom visine iz temena B i D u △ACB i △ACD. Tada je1B.3.
PABCD = 1

2d(h1 + h2), pa je stranica traжenog kvadrata a =
√
d · h, gde je h = h1+h2

2 .

2h
d

h1

h2
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d h

a

Duжinu a lako konstruixemo. Odaberimo taqke
X, Y i Z u tom poretku na pravoj tako da je
XY = d i Y Z = h. Neka normala iz Y na XZ

seqe polukrug nad preqnikom XZ u taqki T . Tada
je Y T =

√
Y X · Y Z = a.

Ispita�emo za koje vrednosti p, q, r, s, t je F = ⊥. Znamo da je (x ⇒ y) = ⊥ samo ako je1B.4.



x = ⊤ i y = ⊥. Dakle, mora biti
(
(p ⇒ q) ⇒ t

)
= ⊤ i

(
(r ⇒ t) ⇒ (s ⇒ t)

)
= ⊥. Iz druge

jednakosti sledi da je (r ⇒ t) = ⊤ i (s ⇒ t) = ⊥, a odatle je opet s = ⊤ i t = ⊥, xto zbog
(
(p ⇒ q) ⇒ t

)
= (r ⇒ t) = ⊤ daje i (p ⇒ q) = r = ⊥. Najzad, odatle je p = ⊤ i q = ⊥.

Sve u svemu, F = ⊥ samo za (p, q, r, s, t) = (⊤,⊥,⊥,⊤,⊥). Sledi da iskazna slova q, r i t

imaju жeǉenu osobinu, dok je p i s nemaju.

Putaǌa koja zavrxava u krajǌoj desnoj koloni sastoji se od dva poteza nadesno i k 6 51B.5.
poteza nagore. Za dato k ovakva putaǌa ima k + 2 poteza me�u kojima se pozicije dva
poteza nagore mogu odabrati na

(
k+2
2

)
naqina. Ukupnu vrednost A dobijamo sabiraǌem

za k = 0, 1, . . . , 5: A =
(
2
2

)
+
(
3
2

)
+
(
4
2

)
+

(
5
2

)
+
(
6
2

)
+
(
7
2

)
= 1+3+6+10+15+21 = 56.

Putaǌa koja zavrxava u krajǌoj gorǌoj vrsti sastoji se od pet poteza nagore i j 6 2
poteza nadesno. Za dato j ovakva putaǌa ima j + 5 poteza me�u kojima se pozicije j

poteza nadesno mogu odabrati na
(
j+5
j

)
naqina. Ukupnu vrednost B dobijamo sabiraǌem

za j = 0, 1, 2: B =
(
5
0

)
+
(
6
1

)
+
(
7
2

)
= 1+6+21 = 28. Ve�e je A.

Kamion u kome nema slona moжe se odabrati na 4 naqina, a slonovi se mogu rasporediti2B.1.
u preostala tri kamiona na 6 naqina. Ostaje da rasporedimo ǉude.

(1◦) Ako u jednom kamionu ima troje ǉudi, to mora biti kamion u kome je Persa. Ovo
troje ǉudi mogu se odabrati na

(
6
3

)
= 20 naqina, a ostalo troje se mogu rasporediti

na 6 naqina. To je 20 · 6 = 120 naqina.

(2◦) Ako se u dva kamiona vozi po dvoje ǉudi, jedan od tih kamiona je Persin, a drugi
se bira na 3 naqina. Persini pratioci se mogu odabrati na

(
6
2

)
= 15 naqina, dvoje

putnika u drugom kamionu na
(
4
2

)
= 6 naqina, a preostalo dvoje se mogu rasporediti

na dva naqina. To je ukupno 3 · 15 · 6 · 2 = 540 naqina.

Ukupno ima 4 · 6 · (120 + 540) = 15 840 naqina.

Ako stranice trougla oznaqimo sa a, b i c, imamo2B.2.

a+ b > 2
√
ab > 2

√
2P.

Na isti naqin imamo i a + c > 2
√
2P i b + c > 2

√
2P . Sabiraǌem ove tri nejednakosti

dobijamo 2O = 2(a+ b+ c) > 6
√
2P , xto kvadriraǌem daje O2 > 18P .

Naī̄omena. U stvari, vaжi i jaqa nejednakost: O2 > 12
√
3 · P .

Sabiraǌe datih jednaqina daje kvadratnu jednaqinu y2−(2p−1)y+p2 = 0 qija su rexeǌa2B.3.

y1 =
2p− 1 +

√
1− 4p

2
i y2 =

2p− 1−√
1− 4p

2
.

Da bi ova rexeǌa bila realna, mora biti p 6
1
4 . Xtavixe, iz prve jednaqine nalazimo

x = 1±√
y + 1, xto moжe biti realno samo ako je y1 > −1. Ovaj uslov se moжe zapisati

kao 2p− 1 +
√
1− 4p > −2, tj. √

1− 4p > −(2p+ 1).

Ako je p > − 1
2 , ovo je automatski taqno. Ako je p < − 1

2 , kvadriraǌem dobijamo 1 − 4p >

(2p+ 1)2, tj. 4p2 + 8p 6 0, odakle je p > −2.

Prema tome, skup traжenih vrednosti p je interval [−2, 14 ].

Pretpostavimo da nikoje tri date duжi ne qine trougao. Neka su date duжi u neopadaju-2B.4.
�em poretku a1 6 a2 6 · · · 6 a8. Tada je po pretpostavci a3 > a1+a2 > 200, a4 > a2+a3 > 300,
a5 > a3 + a4 > 500, a6 > a4 + a5 > 800, a7 > a5 + a6 > 1300 i a8 > a6 + a7 > 2100. Ovo je
kontradikcija, qime je dokaz zavrxen.



Vidimo da su za n > 4 svi sabirci osim drugog (3!) deǉivi sa 4, pa je dati broj paran,2B.5.
a nije deǉiv sa 4, te ne moжe biti kvadrat.

Za n = 3 dati broj je 21! + 2020! + 12 i deǉiv je sa 3, a nije sa 9, pa opet nije kvadrat.

Za n = 2 dati broj je 21! + 2020! + 8 i deǉiv je sa 8, a nije sa 16, pa ni on nije kvadrat.

Najzad, za n = 1 dati broj je 21! + 2020! + 7 i deǉiv je sa 7, a nije sa 49, pa ni on nije
kvadrat.

Dati broj se moжe zapisati kao 111(1000x+y) i deǉiv je sa 111 = 3 ·37. Ako je on kvadrat3B.1.
prirodnog broja a, onda je i a deǉivo sa 3 i 37, tj. deǉivo je sa 111. Me�utim, proverom
vrednosti a ∈ {111, 222, . . . , 999} ne nalazimo nijedno rexeǌe, xto znaqi da rexeǌa nema:

1112 = 12321, 2222 = 49284, 3332 = 110889, 4442 = 197136, 5552 = 308025,
6662 = 443556, 7772 = 603729, 8882 = 788544, 9992 = 998001.

Drugo rexeǌe. Potpun kvadrat se uvek zavrxava jednom od cifara 0, 1, 4, 5, 6, 9. Cifra y ne moжe
biti 0 (broj nula na kraju mora biti paran), ne moжe biti ni neka od cifara 1, 5, 9
(inaqe bi bio oblika 4k + 3), kao ni cifra 6 (inaqe bi bio oblika 4k + 2). Dakle, mora
biti y = 4. Me�utim, nijedan od brojeva 111444, 222444, . . . , 999444 nije potpun kvadrat,
xto se direktno proverava.

Posmatrajmo neki trougao ABC sastavǉen od jediniqnih trouglova. Saberimo brojeve u3B.2.

A B

C
temenima ovih jediniqnih trouglova. Rezultat je po uslovu zadatka
deǉiv sa 3. Pri tome su:

− brojevi u temenima A, B i C raqunati po jednom;

− ostali brojevi na duжima AB, BC i CA raqunati po 3 puta;

− brojevi unutar trougla ABC raqunati po 6 puta.

Prema tome, i zbir brojeva samo u temenima A, B i C je deǉiv sa 3.

Oznaqimo sa ~a, ~b i ~c jediniqne vektore duж datih triju pravih, a sa ~v jediniqni vektor3B.3.
duж traжene prave ℓ. Treba da vaжi |~v · ~a| = |~v ·~b| = |~v · ~c|. To se moжe zapisati kao

~v · (~a±~b) = ~v · (~a± ~c) = 0

za neki od qetiri izbora znakova ±, xto znaqi da je ℓ zajedniqka normala na (nekoline-

arne) vektore ~a±~b i ~a±~c. Kako svaki izbor znakova ± daje po jednu takvu pravu, postoje
taqno 4 traжene prave ℓ.

Oznaqimo x =

√

6 +
√

6 + · · ·
√
6 (2018 korena). Traжena nejednakost se moжe zapisati kao3B.4.

√

3−
√
6 + x√

3− x
>

1√
6
. (∗)

Za poqetak, primetimo da je izraz iz zadatka definisan, jer je

x <

√

6 +

√

6 + · · ·
√

6 +
√
9

︸ ︷︷ ︸

2018

=

√

6 +

√

6 + · · ·
√
9

︸ ︷︷ ︸

2017

= · · · =
√

6 +
√
9 =

√
9 = 3.

Nejednakost(∗) kvadriraǌem i mnoжeǌem sa 3 − x > 0 postaje 3 −
√
6 + x > 1

6 (3 − x). Ovo

se zamenom t =
√
6 + x svodi na 6(3− t) > 9− t2 = (3 − t)(3 + t), tj. 3 + t < 6, xto je taqno.

Igraq koji zatekne piona na sedmom redu pobe�uje u narednom potezu. To znaqi da gubi3B.5.



igraq koji bude prinu�en da postavi piona na sedmi red, a to �e biti samo ako su ve�
svi pioni u xestom redu. Prema tome, pobednik je onaj nakon qijeg poteza su svi pioni
u xestom redu.

Podelimo pione u qetiri para. Brankina strategija je da, kad god Anka pomeri piona iz
jednog para, ona na isti naqin pomeri i drugog piona iz tog para. Ovako �e, sve dok ne
budu svi pioni u xestom redu, nakon svakog Ankinog poteza Branka imati svoj. Dakle,
pobedi�e Branka.

Dati izraz je jednak4B.1.

sin 10◦ sin 30◦ sin 50◦ sin 70◦ sin 90◦ =
1

2
sin 10◦ sin 50◦ sin 70◦ =

1

4
sin 10◦(cos 20◦ − cos 120◦) =

1

4
sin 10◦ cos 20◦ +

1

8
sin 10◦ =

1

8
(sin 30◦ − sin 10◦) +

1

8
sin 10◦ =

1

16
,

xto je racionalan broj.

Dru ı̄o rexeǌe. Za svaki od uglova ϕ ∈ {10◦, 50◦,−70◦} vaжi sin 3ϕ = 3 sinϕ − 4 sin3 ϕ = 1
2 . Drugim

reqima, svaki od brojeva x ∈ {sin 10◦, sin 50◦,− sin 70◦} je rexeǌe jednaqine

8x3 − 6x+ 1 = 0,

a po Vijetovim formulama proizvod tri rexeǌa ove kubne jednaqine je − 1
8 . Prema tome,

sin 10◦ sin 50◦ sin 70◦ = 1
8 , odakle sledi da je vrednost izraza iz zadatka 1

16 .

Leva tablica je poznati primer magiqnog kvadrata sa brojevima 1, 2, . . . , 9. Primer za4B.2.
deo (a) dobijamo zamenom ovih brojeva sa a+d, a+2d, . . . a+9d, a primer za deo (b) zamenom
brojevima 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33:

4 9 2

3 5 7

8 1 6

(a)

a+4d a+9d a+2d

a+3d a+5d a+7d

a+8d a+d a+6d

(b)

21 33 12

13 22 31

32 11 23

Brojevi x2 + x i y2 + y su parni, pa je broj u prvoj jednakosti neparan, tj. a = 0. Tako�e,4B.3.
x3−x i y3− y su deǉivi sa 3, pa broj u drugoj jednakosti nije deǉiv sa 3, tj. b = 0. Dati
sistem se sveo na {

x2 + y2 + x+ y + 1 = 5c,

x3 + y3 − x− y + 2 = 2c.

Iz prve jednaqine je c > 0, pa je

−3 > 2c − 5c = x3 − x2 − 2x+ y3 − y2 − 2y + 1 = f(x) + f(y) + 1,

gde je f(t) = t(t−2)(t+1). Kako je f(1) = −2 i f(t) > 0 za t > 2, mora biti f(x) = f(y) = −2,
tj. x = y = 1. Tada je c = 1 i (x, y, a, b, c) = (1, 1, 0, 0, 1) je jedino rexeǌe zadatka.

Trougao oznaqavamo sa ABC, podnoжje visine iz A sa D, a sredixte stranice BC sa M .4B.4.
Posmatrajmo taqku A′ simetriqnu taqki A u odnosu na M . Tada je AD = ha i AA′ = 2ta,
a kako je ABA′C paralelogram, vaжi i ∢ABA′ = ∢ACA′ = 180◦ − α, xto znaqi da taqke
B i C pripadaju kruжnim lukovima nad tetivom AA′ sa periferijskim uglom 180◦ − α.



α

ha ta

ta

π−α

A

B C

A′

MD

Poqnimo konstrukciju crtaǌem trougla ADM u kome je AD = ha,
AM = ta i ∢ADM = 90◦. Zatim preslikajmo taqku A simetriqno
u odnosu na M , do taqke A′. Sada konstruiximo kruжni luk nad
duжi AA′ kao tetivom i periferijskim uglom 180◦−α. U preseku
ovog luka sa pravom MD dobijamo taqku C. Najzad, taqku B

nalazimo simetriqno taqki C u odnosu na M .

Rexeǌe postoji pod uslovom da je ta > ha i jedinstveno je do na
simetriju.

Primetimo da je p(n) 6 n za sve prirodne brojeve n. Zaista, ako je n = ak . . . a1a0, onda4B.5.
je

p(n) = a0a1 · · ·ak 6 10kak 6 n

(jednakost vaжi samo kada je n jednocifren broj). Me�utim, iz 0 6 p(n) = n2−21n−40 6 n

sledi 22 < 21+
√
601

2 6 n 6 11 +
√
161 < 24, pa u obzir dolazi samo n = 23. To zaista jeste

rexeǌe.
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