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Rexeǌa zadataka

Prvi razred – A kategorija

Ok 2019 1A 2

1. Data jednaqina nema rexeǌa u skupu celih brojeva. Posmatrajmo jednaqinu po
modulu 7. U tom sluqaju desna strana jednaqine je kongruentna sa 4. Pokaza�emo da
leva strana nikad nije kongruentna sa 4 po modulu 7. S obzirom na 6 ≡ −1 (mod 7) i
8 ≡ 1 (mod 7), leva strana je po modulu 7 kongruentna sa z3 − x3. Primetimo, 03 = 0,
(±1)3 = ±1, (±2)3 = ±8 ≡ ±1 (mod 7) i (±3)3 = ±27 ≡ ∓1 (mod 7); dakle, potpuni
kubovi po modulu 7 mogu biti kongruenti samo sa −1, 0 i 1, pa sledi da z3−x3 mo�e
po modulu 7 biti kongruentno sa 0, 1, 2, −1 i −2, te ne mo�e biti kongruentno sa 4.
Time je zadatak rexen.

2. Kako je IH sredǌa linija u 4AED, sledi IH ‖ AD, Sliqno, FG ‖
BD. Dakle, ]IJF = ]ADB. Kako je petougao ABCDE tetivan, sledi ]ADB =
]ACB. Sveukupno imamo ]KJF = ]IJF = ]ACB = ]KCF . Dakle, qetvo-
rougao KFCJ je tetivan, tj. taqka K se nalazi na kru�nici opisanoj oko
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4FCJ .

3. Zbog {x} ∈ [0, 1), jasno je da sva rexeǌa x mogu biti samo u intervalu [2019, 4038). Uvedimo
smenu x = 2019 + t. Tada va�i {x} = {t}, pa se poqetna jednaqina svodi na t = 2019{t}, gde t ∈
[0, 2019). Iz zapisa t = btc + {t} dobijamo btc = 2018{t}, tj. {t} = btc

2018 . Kako btc mo�e uzimati
vrednosti 0, 1, 2, . . . , 2018, za svaku od ovih mogu�nosti dobi�emo jednoznaqno odre�enu vrednost
{t}, sa izuzetkom sluqaja btc = 2018: naime, tada bi sledilo {t} = 2018

2018 = 1, xto je nemogu�e zbog
zahteva 0 6 {t} < 1. Prema tome, zakǉuqujemo da dobijena jednaqina ima ukupno 2018 rexeǌa po
t (i to su: 0, 1 + 1

2018 , 2 + 2
2018 , 3 + 3

2018 , . . . , 2017 + 2017
2018), pa i polazna jednaqina ima ukupno 2018

rexeǌa.

4. Odgovor je potvrdan. Neka je, na primer, qetvorougao ABCD romb sa temenima A(1, 0),
B(0, 50), C(−1, 0) i D(0,−50). Neka su taqke P i Q dobijene u preseku prave y = 49 sa rombom ABCD
(gde je P desno od Q), a taqke R i S u preseku prave y = −49 sa rombom ABCD (gde je R levo od
S). Tada je PQRS pravougaonik i za zbir ǌegovih dijagonala va�i PR+QS > 2PS = 2 · 98 = 196,
ali AC +BD = 2 + 100 = 102 < 196.

5. Pobe�uje prvi igraq. On treba u prvom potezu da upixe broj 673 u ugaono poǉe (pritom
primetimo, 673 = 2019

3 ). Drugi igraq tada mora da upixe svoj broj, recimo x, u neko od poǉa b ili
c (ukoliko to ne uqini, tada bi ǌegov broj bio u istoj vrsti, koloni ili dijagonali sa upisanim

673

b

c
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brojem 673, pa bi prvi igraq u slede�em potezu mogao kompletirati zbir 2019 upisivaǌem broja
2 · 673 − x na tre�e poǉe; primetimo, ako je x neki od dozvoǉenih brojeva sa spiska, tada je i
broj 2 · 673 − x dozvoǉen). Prvi igraq potom treba da na nezauzeto od poǉa b i c upixe broj
2 · 673 − x. Posle ovog poteza, gde god da drugi igraq upixe svoj naredni broj, recimo y, on �e
biti u istoj vrsti, koloni ili dijagonali sa upisanim brojem 673, pa �e prvi igraq (upisivaǌem
broja 2 · 673− y na tre�e poǉe) mo�i da kompletira zbir 2019 i pobedi.

Drugi razred – A kategorija

1. Da bi leva strana bila definisana, mora va�iti sinx, cosx > 0 i cosx −
√
cosx 6= 0 (a to se svodi na

cosx 6= 0 i cosx 6= 1). Nakon postavǉaǌa ovih uslova, jednaqina se svodi na sinx −
√
sinx = cosx −

√
cosx, tj.

sinx− cosx =
√
sinx−

√
cosx, i konaqno

(
√
sinx−

√
cosx)(

√
sinx+

√
cosx) =

√
sinx−

√
cosx.

Pretpostavimo prvo
√
sinx −

√
cosx = 0. Odatle sledi sinx = cosx, tj. x = π

4 + kπ, k ∈ Z, ali zbog uslova
sinx, cosx > 0, preostaje samo x = π

4 + 2kπ, k ∈ Z.



Pretpostavimo sada
√
sinx −

√
cosx 6= 0. Tada se skra�ivaǌem gorǌa jednakost svodi na

√
sinx +

√
cosx = 1.

Oznaqimo a =
√
sinx i b =

√
cosx. Tada preostaje a + b = 1, pri qemu brojevi a i b ispuǌavaju 0 < a, b < 1

(nejednakosti su stroge zbog cosx 6= 0, 1, a onda i sinx 6= 1, 0). Me�utim, onda va�i a+b > a4+b4 = sin2 x+cos2 x = 1,
kontradikcija.

Dakle, konaqna rexeǌa qine samo ona dobijena u prvom sluqaju, tj. x = π
4 + 2kπ za k ∈ Z.
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2. Temena ma kog pravougaonika zadovoǉavaju navedeni uslov. Doka�imo da nije
mogu�e odabrati 5 taqaka sa opisanom osobinom. Pretpostavimo suprotno. Neka je AB
najdu�a du� u skupu svih du�i qije su krajǌe taqke me�u 5 uoqenih taqaka. Tada tri
preostale taqke moraju biti na kru�nici qiji je preqnik AB, te se bar dve od ǌih
nalaze na istom luku ÃB. Neka je raspored taqaka na luku A − C − D − B. Tada va�i
]ACD = ]ACB + ]BCD = 90◦ + ]BCD > 90◦, pa je 4ACD tupougli, kontradikcija.

Iz navedenog sledi da je tra�eni broj taqaka jednak 4.

3. Odgovor: takvi brojevi postoje. Me�u svim razlomcima maǌim od π qiji su ime-
nioci ne ve�i od 2019, neka je m

n najve�i. Izme�u m
n i π nema nijednog razlomka b

a za
a 6 2019. Drugim reqima, izme�u am

n i aπ nema nijednog celog broja b, odakle sledi
bamn c = b

a
π c za sve a = 1, 2, . . . , 2019. Dakle, brojevi m i n ispuǌavaju uslove iz postavke.

4. U sluqaju da je jedan od a, b, c jednak 0, lako vidimo da i preostala dva moraju biti 0, xto daje jedno
rexeǌe. Pretpostavimo sada da su a, b, c pozitivni. Iz prve jednaqine sledi

√
b > 1 (u suprotnom bi leva strana

bila maǌa od a), i sliqno iz druge i tre�e
√
c > 1 i

√
a > 1. Ne umaǌuju�i opxtost, uzmimo a = max{a, b, c}. Iz

druge jednaqine imamo a = b(
√
c − 1) 6 a(

√
c − 1), odakle sledi c > 4 (stoga i a > c > 4). Iz prve jednaqine imamo

c = a(
√
b − 1) > c(

√
b − 1), odakle sledi b 6 4. Me�utim, sada iz toga i b = c(

√
a − 1) > 4(

√
4 − 1) = 4 sledi da se u

posledǌoj nejednakosti mora dosti�i jednakost, tj. a = b = c = 4.
Dakle, sistem ima dva rexeǌa: a = b = c = 0 i a = b = c = 4.

5. Odaberimo k takmiqara iz prvog predmeta i rasporedimo ih u razliqite uqionice. Zatim me�u preostalim
uqenicima odaberimo k takmiqara iz drugog predmeta i rasporedimo ih u razliqite uqionice. Nastavǉaju�i
ovaj postupak ukupno m puta, tj. za svaki od m predmeta (gde uslov da se iz svakog predmeta takmiqi mk uqenika
garantuje da �emo u svakom koraku imati dovoǉno preostalih uqenika da bismo napravili tra�eni izbor),
dobijamo tra�eni razmextaj.

Tre�i razred – A kategorija

1. Kako je na pomenutom intervalu cos opadaju�a funkcija, iz toga i poznate nejednakosti sin t < t dobijamo
cos (sinx) > cosx. Iz iste nejednakosti odmah dobijamo i sin(cosx) < cosx. Sve zajedno, cos (sinx) > cosx > sin (cosx).

a b c d
e f g h
i j k l
m n p q
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2. Oznaqimo brojeve upisane u odre�enim poǉima posmatrane tablice kao na slici.
Primeǌuju�i uslov iz postavke za poǉa u kojima su upisani brojevi a, b, e i f , dobijamo
abef = 1, abcefg = 1, abefij = 1 i abcefgijk = 1. Mno�e�i ove qetiri jednakosti dobijamo
a4b4c2e4f4g2i2j2k = 1, odakle sledi k = 1. Na analogan naqin dobijamo p = q = l = 1.

Sada, posmatraju�i poǉa u kojima su upisani brojevi i i j, dobijamo efijmn = 1 i
efgijkmnp = 1, a mno�eǌem ovih jednakosti sledi e2f2i2j2m2n2gkp = 1. Odavde, gkp = 1, a
s obzirom na k = p = 1, ostaje g = 1. Analogno, h = 1, kao i j = n = 1. Primeǌuju�i uslov
na poǉa u kojima su brojevi a i b, i mno�e�i te jednakosti, dobijamo a2b2e2f2cg = 1, pa
zbog g = 1 sledi c = 1. Analogno, d = 1, kao i i = m = 1. Sada iz uslova za poǉe u kom je
upisan broj k dobijamo f = 1 (jer su na svih ostalih 8 poǉa jedinice), potom iz poǉa u
kom je upisan broj c dobijamo b = 1 (jer su na svih ostalih 5 poǉa jedinice), analogno dobijamo e = 1, i konaqno
a = 1 (iz uslova za poǉe na kom je upisan broj a).

Kako u svim obele�enim poǉima moraju biti upisane jedinice, na analogan naqin to va�i i za ostatak tablice.

3. Doka�imo najpre slede�e pomo�no tvr�eǌe: ako se u nekom skupu taqaka T nalaze sve taqke s neke dve
mimoilazne prave a i b, i ako su α i β paralelne ravni takve da va�i a ⊆ α i b ⊆ β, tada se u skupu `(T ) nalaze
sve taqke prostora s mogu�im izuzetkom taqaka ravni α i β. Neka je X proizvoǉna taqka prostora koja ne le�i
u α ∪ β. Oznaqimo sa γ ravan odre�enu pravom a i taqkom X, i neka se γ i b seku u taqki B (moraju se se�i zbog
γ 6≡ α). Tada u ravni γ prava XB mora se�i pravu a u nekoj taqki A (prave ne mogu biti paralelne jer sve prave
koje su paralelne s pravom a a seku se s pravom b moraju le�ati u ravni β, dok X /∈ β), pa kako A,B ∈ T , sledi
i X ∈ T . Time je pomo�no tvr�eǌe dokazano. Pritom, lako se vidi da sve taqke prostora osim taqaka iz α ∪ β
upravo i jesu sve taqke koje mogu ,,generisati“ taqke s pravih a i b (pored, naravno, ǌih samih) — dok, ako su
prave a i b komplanarne, one ,,generixu“ qitavu ravan ǌima odre�enu (i nixta sem toga).
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Oznaqimo taqke iz skupa S datog u postavci
sa A, B, C i D. Skup `(S) je unija pravih AB,
AC, AD, BC, BD, CD. Neka su π i π′ paralelne
ravni koje sadr�e mimoilazne prave AC i BD,
zatim ρ i ρ′ paralelne ravni koje sadr�e mi-
moilazne prave AB i CD, i najzad σ i σ′ para-
lelne ravni koje sadr�e mimoilazne prave AD i
BC, sve respektivno. Oznaqimo π′ ∩ ρ∩ σ = {A′},
π∩ρ∩σ′ = {B′}, π′∩ρ′∩σ′ = {C ′} i π∩ρ′∩σ = {D′}
(tj. AB′CD′A′BC ′D je paralelopiped). Primeti-
mo, pored taqaka A, B, C i D, taqke A′, B′, C ′

i D′ predstavǉaju jedine qetiri taqke koje se
nalaze u preseku nekih triju od ravni π, π′, ρ, ρ′, σ i σ′. Za svaku drugu taqku u prostoru mo�emo odabrati jedan
od parova ravni {π, π′}, {ρ, ρ′} ili {σ, σ′} gde nijedna ravan u tom paru ne sadr�i uoqenu taqku; prema pomo�nom
tvr�eǌu s poqetka, sve takve taqke, dakle, pripadaju skupu `(`(S)), a prema komentaru s kraja prvog pasusa, taqke
A′, B′, C ′ i D′ nisu u skupu `(`(S)).

Dakle, tra�eni broj taqaka jeste konaqan, i iznosi 4.

4. U zadatku �emo vixe puta koristiti slede�e: ako za prirodne brojeve a i b va�i a | b, tada va�i i ϕ(a) | ϕ(b)
(zaista, ako a i b zapixemo preko svojih prostih faktorizacija, a = pα1

1 pα2
2 · · · p

αk

k i b = pβ1

1 p
β2

2 · · · p
βk

k q
γ1
1 q

γ2
2 · · · q

γl
l ,

gde va�i βi > αi za i = 1, 2, . . . , k, tada imamo ϕ(b)
ϕ(a) =

∏k
i=1 p

βi−αi

i

∏l
j=1 q

γj−1
j (qj − 1) ∈ N, xto smo i tvrdili).

Uvedimo notaciju ϕk(n) = ϕ(ϕk−1(n)) i ϕ1(n) = ϕ(n). Oznaqimo n = 3α ·673β ·k za (k, 4038) = 1 i α, β > 1. Doka�imo
najpre k = 1. Ako to nije, onda 2 | ϕ(k). Tada imamo ϕ(n) = 3α−1 · 2 · 673β−1 · 672 · ϕ(k) = 26 · 3α · 673β−1 · 7 · ϕ(k), a iz
toga sledi 27 · 3α · 7 | ϕ(n). Odatle dobijamo 28 · 3α = ϕ(27 · 3α · 7) | ϕ2(n), a odatle daǉe 28 · 3α−1 | ϕ3(n), xto povlaqi
28 | ϕ3(n). Primenom funkcije ϕ jox 7 puta na obe strane dobijamo 2 | ϕ10(n), xto dovodi do kontradikcije. Dakle,
n se zapisuje kao n = 3α · 673β.

Doka�imo α = β = 1. Pretpostavimo suprotno: bar jedan od brojeva α i β je ve�i od 1. Radi�emo sluqaj α > 2,
sa napomenom da se β > 2 rexava analogno. Sliqno kao u prvom delu, raqunamo ϕ(n) = 26 · 3α · 7 · 673β−1. Odatle
imamo redom 26 · 3α · 7 | ϕ(n), zatim 27 · 3α | ϕ2(n), pa 27 · 3α−1 | ϕ3(n) i 27 · 3α−2 | ϕ4(n). Iz toga zakǉuqujemo 27 | ϕ4(n),
a potom i 2 | ϕ10(n), xto ponovo dovodi do kontradikcije. Dakle, jedino rexeǌe je n = 2019.

5. Primenimo nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine na slede�i naqin:√
a+ 2b+ 3c

3a+ 2b+ c
=

a+ 2b+ 3c√
(a+ 2b+ 3c)(3a+ 2b+ c)

>
2(a+ 2b+ 3c)

(a+ 2b+ 3c) + (3a+ 2b+ c)
=

2a+ 4b+ 6c

4(a+ b+ c)
.

Sabiraǌem ovoga i dve analogne nejednakosti dobijamo√
a+ 2b+ 3c

3a+ 2b+ c
+

√
b+ 2c+ 3a

3b+ 2c+ a
+

√
c+ 2a+ 3b

3c+ 2a+ b
>

2a+ 4b+ 6c

4(a+ b+ c)
+

2b+ 4c+ 6a

4(a+ b+ c)
+

2c+ 4a+ 6b

4(a+ b+ c)
= 3,

xto je i trebalo dokazati.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Da bi desna strana bila definisana, mora va�iti x 6= −1. Postavǉena jednaqina se svodi na 2x
2+2x(x+1) =

24x
4

x2, a mno�e�i obe strane sa 2, prime�ujemo da je ovo ekvivalentno sa 2(x+1)2(x+ 1) = 2(2x
2)2(2x2). Primetimo
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da je funkcija f : t 7→ 2t
2

t strogo rastu�a (zaista, imamo f ′(t) = 2t
2

ln 2 · 2t · t + 2t
2

=

2t
2+1t2 ln 2+2t

2

> 0), pa time i injektivna. Odatle sledi da mora va�iti x+1 = 2x2, te su
rexeǌa postavǉene jednaqine x1/2 = 1±

√
12+4·2
4 = 1±3

4 , tj. x1 = 1 i x2 = − 1
2 (oba ispuǌavaju

uslov x 6= −1).

2. Kako ]ABD i ]CBD iznose po 60◦ (zbog jednakosti periferijskih uglova), za-
kǉuqujemo da je BD simetrala ]ABC, pa odatle sledi AE

EC = AB
BC = 1

2 . Neka je F sre-
dixte du�i AC. Tada iz prethodnog imamo AE

EF = 2, a kako va�i i DO
OF = 2 (jer je

4ACD jednakostraniqan), po obratnoj Talesovoj teoremi imamo EO ‖ AD. Odatle sledi
]FOE = ]FDA = 30◦, a onda ]DOE = 150◦.

3. Za zapis svih prirodnih brojeva sa ne vixe od k binarnih cifara, ukoliko brojeve
zapisujemo ukǉuquju�i i vode�e nule (dopuǌavaju�i do taqno k cifara), potrebno je ukupno 2kk cifara, i od



toga taqno pola (tj. 2k−1k) nula i taqno pola jedinica; vode�ih nula na prvoj poziciji sleva ima ukupno 2k−1

(posle prve vode�e nule nadaǉe mo�e do�i bilo koji odabir cifara 0 i 1 za preostalu k− 1 poziciju), na drugoj
poziciji sleva ima ukupno 2k−2 (tada su prve dve cifre nule pa biramo ostale na 2k−2 naqina) itd., tj. ukoliko
izbrixemo vode�e nule preostaje nam ukupno

2kk −
k∑
i=1

2k−i = 2kk − (2k − 1) = 2k(k − 1) + 1

iskorix�enih cifara.
Kako se u skupu A nalaze svi prirodni brojevi maǌi od 256, za ǌihov zapis potrebno je ukupno 28 · 7+1 = 1793

cifara, i me�u ǌima ima taqno 27 · 8 = 1024 jedinice. Posmatrajmo prvih 2019 cifara niza iz postavke. U ǌemu
su, dakle, bar 1024 jedinice. Tako�e primetimo i da u okviru niza iz postavke mo�emo prona�i 2019 uzastopnih
nula (na primer, broj 22019 sadr�i 2019 uzastopnih nula, a po uslovu zadatka se nalazi u skupu A). Primetimo
da, ukoliko uoqimo proizvoǉan blok od 2019 uzastopnih cifara posmatranog niza, pa taj blok pomerimo za jedno
mesto udesno, broj jedinica u bloku prilikom ovog postupka mo�e se promeniti najvixe za 1. Dakle, kako u
polaznom bloku imamo bar 1024 jedinice, a u nekom kasnijem bloku nemamo nijednu jedinicu, na osnovu opisanog
sledi da u nekom bloku izme�u ova dva mora postojati taqno 1000 jedinica.

4. Posmatrajmo funkciju g(x) = e2019xf(x). Funkcija g(x) je tako�e diferencijabilna na R i ima dve ra-
zliqite nule. Iz Rolove teoreme zakǉuqujemo da funkcija g′(x) ima bar jednu realnu nulu. Me�utim, g′(x) =
e2019x(2019f(x) + f ′(x)), odatle sledi da i funkcija 2019f(x) + f ′(x) ima bar jednu realnu nulu.

5. Pretpostavimo n
f(n) = k ∈ N. Neka su a i b prve dve cifre sleva u s-tocifrenom broju n. Primetimo,

(10a+ b)10s−2 6 n < (10a+ b+ 1)10s−2

i
(10b+ 1)10s−2 6 f(n) < (10b+ a+ 1)10s−2,

iz qega sledi
10a+ b

10b+ a+ 1
< k <

10a+ b+ 1

10b+ a
.

Leva nejednakost se svodi na (10− k)a− k < (10k − 1)b a desna na (10k − 1)b < (10− k)a+ 1, tj. zajedno imamo

(10− k)a− k < (10k − 1)b < (10− k)a+ 1.

Razmotrimo prvo sluqaj b > 0. Za k > 4 imamo 10k−1 > (10−k)9+1, xto je kontradiktorno desnoj nejednakosti.
Ostaje k 6 4. Primer za k = 1 dobijamo recimo za n = 11. Za k = 2 imamo 8a − 2 < 19b < 8a + 1, odakle sledi
19b ≡ 0,−1 (mod 8) i 19b < 8 · 9+1 = 73, a za xta vidimo da nije mogu�e; dakle, ne mo�emo konstruisati primer za
k = 2. Za k = 3 imamo 7a− 3 < 29b < 7a+ 1, odakle sledi 29b ≡ 0,−1,−2 (mod 7) i 29b < 7 · 9 + 1 = 64, za xta vidimo
da nije mogu�e, te ni ovde nema rexeǌa. Za k = 4 imamo 6a−4 < 39b < 6a+1, xto je mogu�e samo za b = 1 i a = 7. U
tom sluqaju, neka je x broj koji se dobija kada u broju n sa obrisane prve dve cifre zamenimo sve pojave cifara
1 i 7 cifrom 0; neka je A broj koji se dobija kada, sliqno, zamenimo sve pojave cifre 7 cifrom 1, a sve ostale
cifre cifrom 0; a B broj koji se dobija kada sve cifre razliqite od 1 zamenimo cifrom 0. Mo�emo zapisati

n = 7 · 10s−1 + 10s−2 + 7A+B + x i f(n) = 10s−1 + 7 · 10s−2 +A+ 7B + x.

Uslov n = 4f(n) se svodi na 3 · 10s−1 + 3A = 27 · 10s−2 + 27B + 3x, xto daje 10s−1 + A = 9 · 10s−2 + 9B + x, tj.
10s−2 +A = 9B+ x. Po konstrukciji va�i x < 10s−2, pa sledi B > 0; me�utim, tada na poziciji prve nenula cifre
zdesna u broju B na desnoj strani jednakosti imamo cifru 9 a na levoj strani cifru 0, kontradikcija. Dakle,
konaqno, ni za k = 4 ne mo�emo na�i odgovaraju�e n.

Sada radimo sluqaj b = 0. Iz goredobijene nejednakosti imamo 10−2k 6 (10−k)a−k < 0 < (10−k)a+1 6 91−9k, te
sledi k ∈ {6, 7, 8, 9, 10}. Za k = 6, 7, 9, 10 imamo primere, redom, n = 108, 105, 405, 10. Pretpostavimo sada k = 8. Tada
imamo 2a− 8 < 0, pa sledi a ∈ {1, 2, 3}. Tako�e va�i s > 3, jer za brojeve a0 va�i a0

f(a0)
= a0

a = 10. Definiximo sada
brojeve x, A i B sliqno kao u prethodnom pasusu (x dobijamo zamenom svih pojava cifre a cifrom 0, A dobijamo
zamenom svih pojava cifre a cifrom 1 a ostalih cifara cifrom 0, a B dobijamo zamenom svih pojava cifre 0
cifrom 1 a ostalih cifara cifrom 0; sve to u broju n sa obrisane prve dve cifre). Tada va�i n = a10s−1+aA+x
i f(n) = a10s−2 + aB + x, pa se uslov n = 8f(n) svodi na

2a10s−2 + aA = 8aB + 7x.

Pretpostavimo da se n zavrxava cifrom 0. Tada, po definiciji brojeva x, A i B imamo 10 | x,A i 10 - B, ali ovo
je u kontradikciji s gorǌom jednakox�u (svi sabirci sem 8aB su deǉivi sa 10, a 8aB to nije jer se B zavrxava
cifrom 1 i a ∈ {1, 2, 3}). Pretpostavimo sada da se n zavrxava cifrom a. Tada imamo 10 | x,B i 10 - A, xto je opet



kontradikcija s gorǌom jednakox�u jer 10 - aA. Najzad, pretpostavimo da se n zavrxava cifrom razliqitom od 0
i a. Tada imamo 10 | A,B i 10 - x, i ponovo kontradikcija. Sledi da ne postoje rexeǌa za k = 8.

Prema svemu, jedine vrednosti izraza n
f(n) u skupu prirodnih brojeva su: 1, 6, 7, 9 i 10.

Prvi razred – B kategorija

1. Iz qetvrtog uslova (uz prvi) dobijamo da u skupu A mogu biti samo brojevi 1, 2 i 3. Iz tre�eg uslova
imamo 3 /∈ A, a iz drugog 2 ∈ A. Daǉe, iz posledǌeg uslova imamo 1 /∈ B, a kako 1 ∈ A ∪ B, sledi 1 ∈ A. Time smo
jednoznaqno identifikovali skup A: A = {1, 2}. U skupu B moraju biti svi brojevi 3, 4, 5 i 6, kako bi bio ispuǌen
prvi uslov. Iz drugog uslova jox imamo 2 /∈ B, a iz posledǌeg 1 /∈ B. Ostaje, dakle, jedino mogu�e B = {3, 4, 5, 6}.
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2. Primetimo, slova T i R u tra�enoj xifri se javǉaju po tri puta, a sva preostala
slova po jednom. Dakle, kako prvo i posledǌe slovo moraju biti isto, po uslovu zadatka
to mora biti jedno od slova T ili R. Pretpostavimo da xifra poqiǌe i zavrxava se
slovom T. Tada unutar xifre preostaje ukupno 10 slova, me�u kojima se R javǉa tri
puta a preostala slova po jednom; dakle, oni se mogu ispermutovati na 10!

3! naqina, xto
je i ukupan broj mogu�ih xifara koje poqiǌu i zavrxavaju se sa T. Ukoliko xifra
poqiǌe slovom R, raqun je potpuno analogan, te u tom sluqaju dobijamo jox isto toliko
mogu�nosti. Dakle, ukupno postoji 2 · 10!3! = 10!

3 mogu�nosti koje Betmen treba da isproba.

3. Iz tetivnosti qetvorougla ABCD dobijamo ]ACB = ]ADB = 50◦ i ]CAB =
]CDB = 60◦. Pretpostavimo da je taqka M izvan du�i AC. Ako bi va�io raspored
A−C−M , tada bi ]ACB bio spoǉaxǌi za 4BCM , pa bi moralo va�iti ]ACB > ]AMB,
xto je nemogu�e (ta dva ugla iznose 50◦ i 70◦, redom). Sliqno, ako bi va�io raspored
C−A−M , sledilo bi ]CAB > ]AMB, opet nemogu�e. Dakle, preostaje jedino mogu�nost
da je taqka M na du�i AC.

4. Primetimo,
102019 − 9991 = 1 00 . . . 00︸ ︷︷ ︸

2019

−9991 = 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
2015

0009 = 9 · 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2015

0001.

Dakle, da bi posmatrani broj bio deǉiv sa 81, dovoǉno je jox pokazati da je broj 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2015

0001 deǉiv sa 9. Kako

ǌegov zbir cifara iznosi 2015 · 1 + 1 = 2016, xto jeste deǉivo sa 9, sledi da je i taj broj deǉiv sa 9, qime je
zadatak rexen.
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5. Neka je AD visina, BE te�ixna du�, a CF simetrala ugla u oxtrouglom 4ABC.
Neka se AD i BE seku u taqki R, AD i CF u taqki Q, a BE i CF u taqki P . Pret-
postavimo suprotno tvr�eǌu zadatka, tj. da je 4PQR jednakostraniqan. Kako va�i
]CQD = 60◦ i ]QDC = 90◦, sledi ]QCD = 30◦. Kako je CF simetrala ugla, odatle
dobijamo ]QCE = 30◦, a kako va�i i ]CPE = 60◦, sledi ]PEC = 90◦. Sada uoqavamo
4ABE ∼= 4CBE (zbog BE ∼= BE, AE ∼= CE i ]AEB = ]CEB = 90◦), pa je 4ABC jedna-
kokrak, a kako ve� znamo da ǌegov ugao kod temena C iznosi 60◦, zakǉuqujemo da 4ABC
mora biti jednakostraniqan. Me�utim, tada se prave AD, BE i CF seku u jednoj taqki,
kontradikcija s pretpostavkom zadatka.

Drugi razred – B kategorija

1. Uvedimo smenu x2+3x+6 = t. Jednaqina se svodi na 5x
t +

7x
t+4x = 1, tj. 5xt+20x2+7xt =

t2 + 4tx (uz uslove t 6= 0 i t + 4x 6= 0), xto je ekvivalentno sa t2 − 8tx − 20x2 = 0. Deǉeǌem obe strane sa x2 (uz
postavǉaǌe uslova x2 6= 0) jednaqina se daǉe svodi na ( tx )

2 − 8 tx − 20 = 0, pa uvo�eǌem nove smene k = t
x dobijamo

k2 − 8k − 20 = 0. Rexeǌa ove kvadratne jednaqine su k1/2 =
8±
√

82−4·(−20)
2 = 8±

√
144

2 = 8±12
2 , tj. k1 = 8+12

2 = 10 i
k2 = 8−12

2 = −2. Za k = 10 posle vra�aǌa smene imamo x2 + 3x + 6 = t = kx = 10x, tj. x2 − 7x + 6 = 0, qijim

rexavaǌem dobijamo x1/2 =
7±
√

(−7)2−4·6
2 = 7±5

2 , tj. x1 = 6 i x2 = 1. Za k = −2 posle vra�aǌa smene imamo

x2 + 3x + 6 = t = kx = −2x, tj. x2 + 5x + 6 = 0, qijim rexavaǌem dobijamo x3/4 = −5±
√
52−4·6
2 = −5±1

2 , tj. x3 = −2
i x4 = −3. Sva qetiri dobijena rexeǌa ispuǌavaju uslove definisanosti, pa oni zaista jesu rexeǌa polazne
jednaqine.
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2. Oznaqimo ]BAC = α, ]BDC = β, ]AOD = θ, ]OAD = x i ]ODA = y. Tada imamo
i ]BCA = α (jer je 4ABC jednakokrak), a i ]DBC = β (jer je 4BCD jednakokrak),
kao i ]BOC = θ (unakrsan sa ]AOD). Iz 4BOC imamo θ = 180◦ − α − β, a iz 4AOD
imamo θ = 180◦ − x − y, odakle sledi α + β = x + y. Daǉe, uslov zadatka se prevodi u
2θ = α+ x+ β+ y, xto uz zakǉuqak iz prethodne reqenice daje 2θ = 2(α+ β), tj. θ = α+ β;
sada ponovo iz 4BOC dobijamo θ = 180◦ − θ, tj. θ = 90◦. Dakle, dijagonale BD i AC
su me�usobno normalne, tj. BO i CO su visine u 4ABC i 4BCD, redom. Kako su ovi
trouglovi jednakokraki, ǌihove visine i te�ixne du�i se poklapaju, pa sledi da je O
sredixte du�i AC i BD. Prema tome, u qetvorouglu ABCD dijagonale se polove, pa je
on paralelogram, a kako su dijagonale jox i me�usobno normalne, taj paralelogram je romb.

3. U posmatranih 9 boca ukupno ima 126 decilitara mleka, pa sledi da svaka doma�ica treba da dobije po 3
boce sa ukupno 42 decilitra mleka.

Posmatrajmo doma�icu koja je dobila bocu sa 26 decilitara mleka. U preostale dve boce ona ima ukupno
jox 16 decilitara, xto je mogu�e samo na slede�a dva naqina: 2 + 14 ili 5 + 11. Pretpostavimo najpre da va�i
prvi sluqaj. Tada ona doma�ica koja je dobila bocu sa 23 decilitra u preostalim dvema bocama ima ukupno 19
decilitara mleka, xto je (od nepodeǉenih boca) mogu�e dobiti samo kao 8 + 11; tada tre�oj doma�ici ostaju
boce sa 5, 17 i 20 decilitara mleka. Dakle, u ovom sluqaju, u zavisnosti od toga koja je ,,prva“, koja ,,druga“, a
koja ,,tre�a“ doma�ica, imamo 6 naqina podele (koliko ima i permutacija ove tri doma�ice). Sliqno, ukoliko
pretpostavimo da je prva doma�ica dobila boce sa 5, 11 i 26 decilitara mleka, tada vidimo da ona koja je dobila
bocu sa 23 decilitra mora dobiti jox boce sa 2 i 17 decilitara, a tre�oj onda ostaju boce sa 8, 14 i 20 decilitara
mleka. Dakle, i ovde imamo 6 naqina podele (opet u zavisnosti od permutacije doma�ica).

Prema tome, ukupno postoji 12 naqina da podele boce u skladu s uslovima zadatka.

4. Podizaǌem obe strane jednaqine na tre�i stepen (koriste�i identitet (a+b)3 = a3+3ab(a+b)+b3), dobijamo

x+ 2 + 3 3
√
x+ 2 3

√
3x+ 1( 3

√
x+ 2 + 3

√
3x+ 1) + 3x+ 1 = x− 3,

tj.
3 3
√
x+ 2 3

√
3x+ 1( 3

√
x+ 2 + 3

√
3x+ 1) = −3x− 6.

Izraz u zagradi predstavǉa ponovo levu stranu polazne jednaqine, pa on mora biti jednak 3
√
x− 3; uvrxtavaǌem

ovoga (i deǉeǌem obe strane sa 3) dolazimo do

3
√
x+ 2 3

√
3x+ 1 3

√
x− 3 = −(x+ 2).

Napomenimo, posledǌa jednaqina nije ekvivalentna s polaznom (samo je ǌena posledica); to znaqi da za svako
na�eno rexeǌe te posledǌe jednaqine moramo proveriti da li ono zaista zadovoǉava i polaznu jednaqinu.

Podizaǌem obe strane posledǌe jednaqine na tre�i stepen dobijamo

(x+ 2)(3x+ 1)(x− 3) = −(x+ 2)3.

Jedno rexeǌe je oqigledno x = −2. Direktno se proverava da je to zaista rexeǌe i polazne jednaqine (obe strane
iznose 3

√
−5). Pod pretpostavkom x 6= −2, skra�ivaǌem x + 2 sa obe strane ostaje (3x + 1)(x − 3) = −(x + 2)2, tj.

3x2−9x+x−3 = −(x2+4x+4), xto je ekvivalentno sa 4x2−4x+1 = 0. Rexavaǌem ove kvadratne jednaqine dobijamo

x =
4±
√

(−4)2−4·4
8 = 4±0

8 = 1
2 . Proverimo da li i ovo rexeǌe ispuǌava polaznu jednaqinu. Na levoj strani dobijamo

3

√
1
2 + 2 + 3

√
3 · 12 + 1 = 2 3

√
5
2 , a na desnoj strani 3

√
1
2 − 3 = 3

√
− 5

2 , pa x = 1
2 nije rexeǌe polazne jednaqine.

Dakle, jedino rexeǌe je x = −2.

5. Kako je broj a deǉiv sa 9, i zbir ǌegovih cifara mora biti deǉiv sa 9, tj. broj b je deǉiv sa 9. Odatle,
iz istog razloga, i broj c je deǉiv sa 9, a potom zakǉuqujemo da je i broj d deǉiv sa 9. Daǉe, kako broj a ima
2019 cifara, a svaka ǌegova cifra mo�e biti najvixe 9, sledi da broj b iznosi najvixe 2019 · 9 = 18171. Broj c,
dakle, iznosi najvixe 1 + 8 + 9 + 9 + 9 = 36 (jer cifre u broju b na qetvrtoj i petoj poziciji zdesna, ako uopxte
postoje, iznose najvixe 8 i 1, tim redom, dok su ostale cifre najvixe 9), a onda broj d mo�e biti najvixe 2 + 9,
tj. najvixe 11. Dakle, objediǌavaǌem dobijenih zakǉuqaka konstatujemo da je d broj koji nije ve�i od 11 a koji
je deǉiv sa 9; prema tome, jedina mogu�nost je d = 9.



Tre�i razred – B kategorija

1. Izraqunavamo:

tg

(
arcctg 5 + arctg

2

3

)
=

tg(arcctg 5) + tg(arctg 2
3 )

1− tg(arcctg 5) tg(arctg 2
3 )

=

1
ctg(arcctg 5) +

2
3

1− 1
ctg(arcctg 5) ·

2
3

=
1
5 + 2

3

1− 1
5 ·

2
3

=
13
15
13
15

= 1.

Dakle, kako tangens izraza u postavci iznosi 1, vrednost tog izraza je π
4 (tj. req je o uglu od 45◦).

2. Oqigledno, p > 3 (jer bi u suprotnom leva strana bila maǌa od desne), pa kako je p prost broj, sledi
p ≡ ±1 (mod 3). Odatle imamo p2 ≡ 1 (mod 3). Tako�e imamo i 2500 ≡ 1 (mod 3), te ukoliko postavǉenu jednaqinu
transformixemo u oblik

p2 − 2500 = qr,

leva strane je deǉiva sa 3, pa to mora biti i desna. Kako su q i r prosti brojevi, jedan od ǌih mora biti 3.
Pretpostavimo, bez umaǌeǌa opxtosti, da je to q. Primetimo 2500 = 502, pa se leva strana mo�e faktorisati
kao razlika kvadrata, posle qega preostaje (p− 50)(p+50) = qr = 3r. Kako je r prost broj, imamo samo slede�e dve
mogu�nosti.

• p− 50 = 3, p+ 50 = r: Sledi p = 53 i r = 103, xto jesu prosti brojevi pa imamo jedno rexeǌe.

• p− 50 = 1, p+ 50 = 3r: Sledi p = 51, xto nije prost broj, te ovde nemamo rexeǌa.

Uzimaju�i u obzir i to da q i r mogu zameniti uloge, postoje ukupno dve trojke koje zadovoǉavaju uslove zadatka:
(p, q, r) ∈ {(53, 3, 103), (53, 103, 3)}.
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3. Za levu stranu postavǉene nejednaqine imamo x2 − 2x + 3 = (x2 − 2x +
1) + 2 = (x − 1)2 + 2 > 2, a za desnu imamo

√
4− x2 6

√
4 = 2. Dakle, jedina

mogu�nost je da i leva i desna strana budu jednake 2. Me�utim, iz izvo�eǌa
malopre prime�ujemo da je leva strana jednaka 2 samo za x = 1, a desna je
jednaka 2 samo za x = 0. Dakle, nikada ne mogu obe strane istovremeno biti
jednake 2, pa postavǉena nejednaqina nema rexeǌa.

4. Oznaqimo sredixta stranica AB, BC, CD, DA sa M , N , P , Q, redom, i
neka se du�i MP (du�ine 2) i NQ (du�ine 3) seku u taqki O. Tada su MN ,
NP , PQ, QM sredǌe linije u 4ABC, 4BCD, 4CDA i 4DAB, redom, pa va�i
P (4MBN) = 1

4P (4ABC), P (4NCP ) =
1
4P (4BCD), P (4PDQ) = 1

4P (4CDA) i
P (4QAM) = 1

4P (4DAB). Sabiraǌem ove qetiri jednakosti dobijamo

P (4MBN) + P (4NCP ) + P (4PDQ) + P (4QAM) =
1

4
(P (4ABC) + P (4CDA) + P (4BCD) + P (4DAB))

=
1

4
· 2P (ABCD) =

1

2
P (ABCD).

Odatle sledi i P (MNPQ) = 1
2P (ABCD). Tako�e zbog uoqenih sredǌih linija imamo MN ‖ AC ‖ QP i NP ‖ BD ‖

MQ, pa je MNPQ paralelogram. Neka je h visina povuqena iz taqke P na dijagonalu NQ. Tada zbog ugla od 45◦

imamo h = PO√
2
=

MP
2√
2
= 1√

2
(sredǌu jednakost dobijamo na osnovu qiǌenice da se dijagonale paralelograma polove).

Odatle izraqunavamo P (MNPQ) = 2P (4NPQ) = 2 · QN ·h2 = 3 · 1√
2
= 3√

2
, pa konaqno i P (ABCD) = 2P (MNPQ) = 3

√
2.

5. a) Posmatrajmo xestougao sa upisanim brojevima koji ispuǌavaju uslove zadatka. Kako nisu svi brojevi
isti, postoje dva susedna temena takva da je u jednom od ǌih upisan broj −1 a u drugom 1; neka su to A i B,
redom, i neka su naredna temena C, D, E i F . Tada u C mora biti 1 (da bi proizvod brojeva u A, B i C bio −1),
pa zatim u D mora biti −1 (zbog B, C i D), potom u E mora biti 1 (zbog C, D i E), i konaqno i u F mora biti
1. Prema tome, zbir iznosi −1 + 1 + 1 + (−1) + 1 + 1 = 2.

b) Kao u delu pod a) nalazimo temena A1 i A2 u kojima su upisani brojevi −1 i 1, redom. Tada u temenu A3 mora
biti broj 1, pa onda u temenu A4 broj −1, pa u temenu A5 broj 1, u A6 broj 1, u A7 broj −1 itd. Prime�ujemo da
se obrazac ponavǉa, tj. da je u temenima qiji indeks daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3 uvek upisan broj −1 (drugim
reqima, na svakom tre�em temenu), a u svim ostalim temenima broj 1. Prema tome, u 2019

3 , tj. 673 temena je upisan
broj −1, a u preostalih 1346 temena broj 1, pa zbir svih upisanih brojeva iznosi: 673 · (−1) + 1346 · 1 = 673.



Qetvrti razred – B kategorija

1. Kvadrirajmo obe jednakosti date u postavci i potom ih saberimo. Dobijamo:

61 = (16 sin2 α+ 40 sinα cosβ + 25 cos2 β) + (25 sin2 β + 40 sinβ cosα+ 16 cos2 α)

= 16(sin2 α+ cos2 α) + 25(sin2 β + cos2 β) + 40(sinα cosβ + sinβ cosα)

= 16 + 25 + 40 sin(α+ β) = 41 + 40 sin(180◦ − γ) = 41 + 40 sin γ.

Odatle imamo sin γ = 61−41
40 = 20

40 = 1
2 , tj. γ = 30◦ ili γ = 150◦. Druga mogu�nost otpada zbog uslova da je 4ABC

oxtrougli, pa ostaje γ = 30◦.

2. Da bi izraz u postavci bio definisan, mora va�iti log2(cos
πx√
2
) > 0, tj. cos πx√

2
> 1. No kako, po definiciji

funkcije cos, leva strana ne mo�e biti ve�a od 1, ostaje cos πx√
2
= 1, tj. πx√

2
= 2kπ za neko k ∈ Z, te ostaje D = {2

√
2k :

k ∈ Z}. Prema tome, za x ∈ D, broj x2 mo�e biti 8 · 02, 8 · 12, 8 · 22... Kako imamo 8 · 152 = 1800 < 2019 < 8 · 162 = 2048,
najmaǌa vrednost izraza |2019− x2| posti�e se za x = 2

√
2 · 16 i iznosi 2048− 2019 = 29, xto jeste prost broj.

3. Va�i n2 + 4n − 15 = n2 + 4n + 4 − 19 = (n + 2)2 − 19, pa poxto ovaj broj treba da bude deǉiv sa 361 a imamo
361 = 192, sledi da je posmatrani broj deǉiv i sa 19. Onda 19 | (n + 2)2, pa poxto je 19 prost broj, dobijamo i
192 | (n + 2)2. No, tada iz ovoga i 361 | (n + 2)2 − 19 sledi 361 | 19, xto je oqigledna kontradikcija. Dakle, takav
broj ne postoji.

4. Prebrojmo prvo koliko maksimalno mo�e biti takvih brojeva qije su cifre u opadaju�em poretku. Svaki
takav broj je jednoznaqno odre�en odabirom pet (razliqitih) cifara koje ga saqiǌavaju (nakon xto su cifre
odabrane, broj dobijamo ǌihovim sortiraǌem u opadaju�em poretku), pa poxto imamo 10 cifara na raspolagaǌu,
takvih brojeva ima

(
10
5

)
. Prebrojmo sada one brojeve qije su cifre u rastu�em poretku. Sliqno kao malopre, i
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svaki takav broj je jednoznaqno odre�eni odabirom cifara koje ga saqiǌava-
ju; pritom sada na raspolagaǌu imamo samo 9 cifara od kojih mo�emo birati
5, jer me�u odabranim ciframa ne sme biti 0 (ako bi bila, onda bi ona, zbog
rastu�eg poretka, morala i�i na poqetak telefonskog broja, xto je zabraǌeno
uslovom zadatka). Dakle, u ovom sluqaju imamo

(
9
5

)
brojeva. Ukupan rezultat je:(

10
5

)
+
(
9
5

)
= 252 + 126 = 378 telefonskih brojeva.

5. Iz CL = CB dobijamo ]CLB = ]CBL = 180◦−]ABC = 180◦−]ADC, pa taqke
A, L, C i D le�e na istoj kru�nici (zbog suplementnosti periferijskih uglova
nad istom tetivom s razliqitih strana). Na sliqan naqin, iz AK = AB dobijamo
]AKB = ]ABK = 180◦ − ]ABC = 180◦ − ]ADC, pa i taqke A, K, C i D le�e na
istoj kru�nici. Dakle, svih pet taqaka A, K, L, C i D le�e na istoj kru�nici,
xto je i trebalo dokazati.


