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Rexeǌa zadataka

Prvi razred – A kategorija

Op 2019 1A 1

1. Neka je K sredixte stranice AC. Tada je KN sredǌa linija u 4AC0C, pa va�i KN ‖
AC0, tj. ]KNH = 90◦. Analogno dobijamo ]KMH = 90◦, a znamo i ]KB0H = 90◦. Dakle,
kru�nica nad preqnikom KH prolazi kroz taqke N , M i B0, qime je tvr�eǌe dokazano.

2. Za y = −x, postavǉeni uslov se svodi na b(a − b)xc + b(b − a)xc = 0. Ukoliko bi
brojevi a i b bili razliqiti, ovo ne bi bilo ispuǌeno npr. za x = 1

2(a−b) (tada bi va�ilo
b(a− b)xc+ b(b− a)xc = b 12c+ b−

1
2c = 0 + (−1) = −1 6= 0). Dakle, mora va�iti a = b, pa uslov

zadatka postaje ba(x + y)c = abx + yc. Biraju�i 0 6 x + y < 1 dobijamo ba(x + y)c = a · 0 = 0,
odakle sledi 06 a(x+ y) < 1, dakle a> 0.

Za a = 0 zahtev zadatka oqigledno va�i. Pretpostavimo sada a > 0. Kako za 06 x+ y < 1
mora va�iti ba(x+ y)c = abx+ yc = 0, tj. 06 a(x+ y) < 1, sledi x+ y < 1

a ; obratno, ukoliko
odaberemo 0 6 x+ y < 1

a , postavǉeni uslov se svodi na abx+ yc = ba(x+ y)c = 0, odakle sledi
x+ y < 1. Drugim reqima, uslovi 06 x+ y < 1 i 06 x+ y < 1

a su ekvivalentni, odakle sledi a = 1.
Dakle, jedina rexeǌa su parovi (a, b) = (0, 0) i (a, b) = (1, 1).
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3. Prvo rexeǌe. Prava A3A7 je osa simetrije posmatranog osmougla, pa se u odnosu na
ǌu dijagonala A1A6 preslikava u dijagonalu A5A8. Odatle sledi da se ove dve dijagonale
seku bax na osi simetrije, tj. na dijagonali A3A7, xto je i trebalo dokazati.

Drugo rexeǌe. Kako su qetvorouglovi A1A2A3A8 i A1A6A7A8 jednakokraki trapezi, va�i
A1A2 ‖ A3A8 i A7A8 ‖ A6A1, odakle sledi A6A1⊥A3A8, tj. A6A1 je visina u 4A3A6A8.
Analogno je A8A5 visina tog istog trougla. Konaqno, kako je taj trougao jednakokrak
(sa osnovicom A6A8) a A3A7 je ǌegova simetrala ugla (xto sledi npr. iz podudarnosti
4A3A7A8

∼= 4A3A7A6, koju dobijamo po stavu SSU), zakǉuqujemo da je A3A7 tako�e visina
u 4A3A6A8. Dakle, posmatrane tri dijagonale se seku u ortocentru 4A3A6A8.

4. Oznaqimo F = (n− 4)(2n+2)(4n+1) = 8n3− 22n2− 38n− 8. Po uslovu zadatka, i F mora
biti potpun kub. Kako je F paran broj i oqigledno va�i F < (2n)3, sledi F 6 (2n− 2)3 = 8n3 − 24n2 + 24n− 8, xto
se svodi na 2n2 − 62n 6 0, a odakle dobijamo n 6 31. Odmah vidimo da je n = 31 jedno rexeǌe (31 − 4 = 27 = 33,
2 · 31 + n = 64 = 43 i 4 · 31 + 1 = 125 = 53), a direktno se isprobava da maǌih rexeǌa nema.
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5. a) Odgovor: da. Odaberimo a = 2 i b = 2020, i rasporedimo mine kao
na crte�u gore.

b) Odgovor: da. Odaberimo a = 3 i b = 3026, i rasporedimo mine kao na
crte�u dole. (Objaxǌeǌe: u prvih 5 kolona imamo ukupno 5 poǉa bez mi-
na. Preostalih 2014 poǉa bez mina su grupisana u parove i raspore�ena
u narednoj 3021 koloni prema prikazanom obrascu.)

c) Odgovor: ne. Prema uslovu zadatka, u ovom sluqaju bi svako poǉe
koje nema minu moralo imati taqno jednog suseda koji nema minu. Dakle,
sva poǉa koja nemaju minu na taj naqin bi se mogla grupisati u parove, pa sledi da ih ukupno ne mo�e biti 2019,
xto je neparan broj.

Napomena. Ispostavǉa se da za sve brojeve od 1 do 8, sa izuzetkom broja 7, postoji tra�eni raspored. Dole
prikazujemo (neke mogu�e) konstrukcije za preostale sluqajeve.



Drugi razred – A kategorija

Op 2019 2A 1

1. Posmatrajmo funkciju f(x) = 8x2−2x−3. ǋene nule su u taqkama x1/2 = 2±
√
4+96
16 = 2±10

16 ,
tj. x1 = − 1

2 i x2 = 3
4 , xto znaqi da je funkcija f(x) na segmentu [0, 1] najpre negativna za

x ∈ [0, 34 ), a potom pozitivna za x ∈ ( 34 , 1]. Iz osobina kvadratne funkcije znamo da se ǌen

minimum dosti�e u taqki x1+x2

2 =
1
4

2 = 1
8 , i taj minimum iznosi 8· 164−2·

1
8−3 = 1

8−
1
4−3 = − 1

8−3;
dakle, maksimum izraza |f(x)| za x ∈ [0, 34 ) iznosi 3+ 1

8 . Za x ∈ ( 34 , 1] funkcija f(x) je pozitivna
i rastu�a, pa dosti�e maksimum za x = 1, i taj maksimum iznosi 8 · 12 − 2 · 1− 3 = 3; ovo je
ujedno i maksimum izraza |f(x)| za x ∈ ( 34 , 1]. Dakle, maksimalna vrednost izraza iz postavke
na intervalu x ∈ [0, 1] iznosi 3 + 1

8 i dosti�e se za x = 1
8 .

2. Ne postoji. Pretpostavimo suprotno, da takav niz postoji. Mo�emo pretpostaviti,
bez umaǌeǌa opxtosti, da u tom nizu postoji neparan broj: zaista, ako bi svi qlanovi bili
parni, tada bi oni svi bili deǉivi sa 4 (jer su potpuni kvadrati), pa bismo deǉeǌem svih
qlanova tog niza sa 4 dobili nov niz koji tako�e ispuǌava postavǉene uslove; ponavǉaǌem
postupka po potrebi dobijamo niz u kom se pojavǉuje bar jedan neparan broj.

Podsetimo se, svi neparni kvadrati daju ostatak 1 pri deǉeǌu sa 4. Neka je a jedan
neparan qlan posmatranog niza, i neka su b, c i d naredna tri qlana. Ako bi i b bio
neparan, tada bi c (podsetimo se, c = a+ b) davao ostatak 2 pri deǉeǌu sa 4 pa ne bi mogao
biti potpun kvadrat, kontradikcija. Dakle, b je paran broj, a tada je c neparan broj, te je
i d neparan broj. No, sada iz c, d ≡ 1 (mod 4) sledi da bi naredni qlan niza morao davati
ostatak 2 pri deǉeǌu sa 4, kontradikcija.

3. Neka upisana kru�nica dodiruje osnovicu AB u taqki N . Oznaqimo x = AM = AN =
BN = BK i y = CK = CL = DL = DM . Neka AL i NL seku MK u taqkama X i Q, redom.
Kako va�i 4AXM ∼ 4ALD, imamo MX

y = MX
DL = AM

AD = x
x+y , tj. MX = xy

x+y ; kako va�i
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4LXQ ∼ 4LAN , uz primenu Talesove teoreme imamo XQ
x = XQ

AN = XL
AL = MD

AD = y
x+y , tj.

XQ = xy
x+y =MX. Sledi MX = 1

2MQ = 1
4MK, tj. MX : XK = 1 : 3.

4. Kako va�i |z|2 = zz i |w|2 = ww, sabiraǌem datih jednakosti dobijamo

4 + 2i = zz + zw + ww + zw + z + w = z(z + w) + w(z + w) + z + w

= (z + w)(z + w) + z + w = |z + w|2 + z + w.

Oznaqimo z+w = a+bi, gde a, b ∈ R. Tada iz posledǌe jednakosti dobijamo a2+b2+a+bi =
4 + 2i, odakle sledi b = 2 i zatim a2 + a = 0. Dakle, a = 0 ili a = −1.

Razmotrimo prvo sluqaj a = 0. Tada imamo z + w = 2i, pa zamenom w = 2i − z i
w = 2i− z = −2i− z u prvu jednaqinu dobijamo

2 + 6i = |z|2 + z(−2i− z) + 2i− z = 2i− z(1 + 2i).

Odavde sledi z = 2+4i
−(1+2i) = −2 i w = 2− 2i.

Neka sada va�i a = −1. Tada imamo z +w = −1 + 2i, pa zamenom w = −1 + 2i− z i w = −1 + 2i− z = −1− 2i− z u
prvu jednaqinu dobijamo

2 + 6i = |z|2 + z(−1− 2i− z)− 1 + 2i− z = −1 + 2i− z(2 + 2i).

Odavde sledi z = 3+4i
−(2+2i) =

(3+4i)(2−2i)
−8 = 6−6i+8i+8

−8 = − 7+i
4 i w = 3−9i

4 .
Dakle, postoje dva rexeǌa: (z, w) = (−2, 2− 2i) i (z, w) = (− 7+i

4 , 3−9i4 ).

5. Primetimo, table a×1 i 1×b predstavǉaju specijalne sluqajeve krstova; takve krstove �emo zvati xtrafte
(vertikalne, respektivno horizontalne). Kod ostalih krstova presek dveju tabli koje ga saqiǌavaju naziva�emo
centar krsta, i takve krstove �emo (nakon upisivaǌa brojeva prema uslovu zadatka) deliti na horizontalne, ver-
tikalne ili centralne, u zavisnosti od toga da li je broj 1 upisan, respektivno, negde u horizonalnoj komponenti
ali van centra, negde u vertikalnoj komponenti ali van centra, ili bax u centru.

Za zadat broj n, posmatrajmo sve krstove popuǌene brojevima prema uslovu zadatka, i neka je A broj horizon-
talnih xtrafti me�u ǌima, B broj centralnih krstova, a C broj horizontalnih krstova. Zbog simetrije, ukupan
broj tra�en u postavci iznosi 2A+B + 2C.

Odredimo najpre broj A. Primetimo da je svaki broj od 2 nadaǉe upisan u poǉe ili neposredno levo ili
neposredno desno od bloka koji qine brojevi pre ǌega. Na taj naqin mo�emo svakoj horizontalnoj xtrafti popu-
ǌenoj brojevima pridru�iti niz slova L i R du�ine n− 1, a pritom je jasno i da iz svakog takvog niza mo�emo
jednoznaqno rekonstruisati polaznu xtraftu. Dakle, A = 2n−1.



Sliqno raqunamo i broj B. Broj 1 je upisan u centar, a svaki slede�i broj je upisan ili u gorǌem, ili u
desnom, ili u doǌem, ili u levom ,,kraku“ (u jednoznaqno odre�enom poǉu). Pritom, od svih ovih mogu�nosti treba
oduzeti one koje rezultiraju horizontalnom ili vertikalnom xtraftom. Sve zajedno, dobijamo B = 4n−1 − 2A =
4n−1 − 2n.

Konaqno, posmatrajmo sada horizontalne krstove. Neka je u centru broj k, k 6= 1. Tada su brojevi od 1 do k
svi na horizontali, pa na ve� vi�en naqin izraqunavamo da za ǌih postoji 2k−1 mogu�nosti; za narednih n − k
brojeva sliqno kao ranije vidimo da postoji 4n−k mogu�nosti od kojih treba oduzeti one kada su svi ovi brojevi
pore�ani na horizontali, xto je 2n−k rasporeda. Sve zajedno, ako je u centru broj k, ukupan broj mogu�nosti
tada iznosi 2k−1(4n−k − 2n−k).

Sada imamo sve xto je neophodno da privedemo raqun kraju:

2A+B + 2C = 2n + (4n−1 − 2n) + 2

(
n∑
k=2

2k−1(4n−k − 2n−k)

)
= 4n−1 + 2n

(
n∑
k=2

(2n−k − 1)

)

= 4n−1 + 2n

(
n−2∑
i=0

2i − (n− 1)

)
= 4n−1 + 2n(2n−1 − 1− n+ 1) = 4n−1 + 2n(2n−1 − n).

Tre�i razred – A kategorija

1. Primetimo:

f(x) =
tg x+ ctg x− 2

4x2 − 7x+ 3
=

tg x+ 1
tg x − 2

4x2 − 7x+ 3
=

tg2 x− 2 tg x+ 1

(4x2 − 7x+ 3) tg x
=

(tg x− 1)2

(4x− 3)(x− 1) tg x
.

Kako va�i 3 < π < 4, tj. 3
4 <

π
4 < 1, izraz (4x− 3)(x− 1), tj. 4(x− 3

4 )(x− 1), ima negativnu vrednost za x iz okoline
taqke π

4 . S druge strane, (tg x − 1)2 i tg x su nenegativni za x iz okoline taqke π
4 . Prema tome, funkcija f(x) je

negativna za x iz okoline π
4 i x 6= π

4 . Odgovaraju�i iseqak je onaj koji je dat na slici skroz desno.

Op 2019 3A 2

2. Posmatrajmo taqku P ′ centralnosimetriqnu taqki P u odnosu na taqku D. Qetvorougao
BPCP ′ je paralelogram, pa va�i BP ′ ‖ PQ. Kako je 4ABP ′ jednakokrak (zbog BP ′ = CP = AB),
sledi ]APQ = ]AP ′B = ]P ′AB = ]PAQ, tj. AQ = PQ.

3. Doka�imo najpre Ad = Bd. Dovoǉno je dokazati da je pridru�ivaǌe

(b1, b2, . . . , bk) 7→ (b1 + b2 + . . .+ bk, b2 + . . .+ bk, . . . , bk−1 + bk, bk)

bijekcija izme�u skupa k-torki koje uraqunavamo u Bd i skupa k-torki koje uraqunavamo u Ad.
I zaista, ovo lako sledi iz n > b1 + b2 + · · ·+ bk > b2 + · · ·+ bk > . . . > bk−1 + bk > bk > 0 i

(b1 + b2 + . . .+ bk) + (b2 + . . .+ bk) + · · ·+ (bk−1 + bk) + bk = b1 + 2b2 + · · ·+ kbk = d.

Doka�imo sada i Bd = Bkn−d. Pokaza�emo da je pridru�ivaǌe

(b1, b2, . . . , bk) 7→ (bk−1, bk−2, . . . , b2, b1, n− b1 − . . .− bk)

bijekcija izme�u skupova k-torki koje brojimo s leve, odnosno desne strane. I zaista, ovo lako sledi iz qiǌenice
da suma svih koordinata u k-torki s desne strane iznosi n− bk, xto jeste ne ve�e od n, i

bk−1 + 2bk−2 + · · ·+ (k − 1)b1 + k(n− b1 − . . .− bk) = kn− b1 − 2b2 − · · · − (k − 2)bk−2 − (k − 1)bk−1 − kbk = kn− d.

4. Mo�e 99, npr. za a1 = 1 i ai = 2i− 2 za i = 2, . . . , 100. Tada imamo b1 = b2 = 3 i bi = ai + 1 = 2i− 1 za i > 3.
Doka�imo sada da me�u brojevima bi uvek mora biti bar 99 razliqitih. Uzmimo, bez umaǌeǌa opxtosti,

a1 < a2 < · · · < a100. Oznaqimo
di = NZD(a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , a100).

Neka je dk najve�i me�u brojevima di. Svi brojevi osim mo�da ak su deǉivi sa dk, pa za j > i i i, j 6= k va�i
aj − ai > dk > di, tj. bj > aj > bi. Dakle, svih 99 brojeva bi za i 6= k su razliqiti.

5. a) Prvo rexeǌe. Neka je n neparan prirodan broj. Ukoliko bi se on mogao predstaviti u obliku pq+ qr, tada
bi moralo va�iti p = 2 ili q = 2. U prvom sluqaju imamo n = 2q + qr ≡ 2q ≡ 2 (mod q), pa ako za n odaberemo
broj oblika 3k + 2, za ǌega bi moralo va�iti q = 3; odatle bi sledilo 3k + 2 = 23 + 3r = 8+ 3r, tj. 3k−1 = 2+ 3r−1,



a odavde imamo r = 1, xto je nemogu�e (r mora biti prost broj). Dakle, nijedan broj oblika 3k + 2 se ne mo�e
predstaviti u obliku 2q + qr. Razmotrimo sada sluqaj q = 2, tj. n = p2 + 2r. Tada, zbog r > 2, va�i n ≡ p2 ≡ 0, 1
(mod 4). Dakle, nijedan broj koji daje ostatak 2 ili 3 pri deǉeǌu sa 4 se ne mo�e predstaviti u obliku p2 + 2r.

Primetimo da ukoliko za n uzmemo broj oblika 9l + 2 za proizvoǉan nenegativan ceo broj l, va�i n = 32l + 2 i
n ≡ 1+2 = 3 (mod 4), pa se on ne mo�e predstaviti ni u obliku 2q+qr, ni u obliku p2+2r. Kako postoji beskonaqno
mnogo brojeva ovog oblika, ovim je tvr�eǌe dokazano.

Drugo rexeǌe. Neka je n prirodan broj oblika 6k+5. Ukoliko bi se on mogao predstaviti u obliku pq+qr, tada
bi moralo va�iti p = 2 ili q = 2 (ali ne oba). U prvom sluqaju imamo 2q ≡ 2 (mod 6) i odatle 5 ≡ n = 2q+qr ≡ 2+qr

(mod 6), te sada iz qr ≡ 3 (mod 6) dobijamo da je jedina mogu�nost q = 3. U drugom sluqaju imamo p2 + 2r = n ≡ 5
(mod 6); jedna mogu�nost je r = 2, a ako je r neparan prost broj, imamo 2r ≡ 2 (mod 6) i onda 5 ≡ p2 + 2r ≡ p2 + 2
(mod 6), te u ovom sluqaju mora va�iti p2 ≡ 3 (mod 6), tj. p = 3.

Dakle, sumirajmo: ako se broj n oblika 6k + 5 mo�e predstaviti u tra�enom obliku, tada mora va�iti jedno
od: n = 23 + 3r = 3r + 8, n = p2 + 22 = p2 + 4 ili n = 32 + 2r = 2r + 9 (i r 6= 2). Primetimo, ako bi dodatno va�ilo
n ≡ 7 (mod 8), tada su sva ova tri sluqaja nemogu�a (prvi se svodi 3r ≡ 7 (mod 8), ali leva strana je uvek 3 ili
1 po modulu 8; drugi se svodi na p2 ≡ 3 (mod 8), ali potpuni kvadrati nikada ne daju ostatak 3 pri deǉeǌu sa
8; tre�i se svodi na 7 ≡ 9 (mod 8), gde smo koristili 2r ≡ 0 (mod 8) zbog r 6= 2). Dakle, dovoǉno je utvrditi da
postoji beskonaqno mnogo brojeva oblika 6k+5 koji daju ostatak 7 pri deǉeǌu sa 8, a takvi su svi brojevi oblika
24l + 23.

b) Svaki prirodan broj oblika 4k se mo�e predstaviti u obliku 22 + 22 + · · ·+ 22; svaki prirodan broj oblika
4k+ 1 za k > 4 mo�e se predstaviti u obliku 22 + 22 + · · ·+ 22 + 23 + 32; svaki prirodan broj oblika 4k+ 2 za k > 8
mo�e se predstaviti u obliku 22 +22 + · · ·+22 +23 +32 +23 +32; svaki prirodan broj oblika 4k+3 za k > 12 mo�e
se predstaviti u obliku 22 +22 + · · ·+22 +23 +32 +23 +32 +23 +32. Dakle, postoji samo konaqno mnogo prirodnih
brojeva koji se ne mogu predstaviti u obliku tra�enom u postavci zadatka.

Qetvrti razred – A kategorija
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1. Neka je S podno�je visine iz D. Neka su A1, B1 i C1 podno�ja normala
iz S redom na BC, AC i AB. Na osnovu teoreme o tri normale, i DA1, DB1 i
DC1 su normalne, redom, na BC, AC i AB. Odatle, ]DA1S, ]DB1S i ]DC1S
su diedarski uglovi s ivicama BC, AC i AB, pa su oni, po uslovu zadatka,
me�usobno podudarni; oznaqimo ih sa θ. Sada po stavu USU imamo 4DSA1

∼=
4DSB1

∼= 4DSC1 (svi imaju zajedniqku stranicu DS, jedan prav ugao, i jedan
ugao θ). Odatle sledi SA1 = SB1 = SC1 = r (tj. S je centar kru�nice upisane
u 4ABC, jer je S unutar 4ABC) i DA1 = DB1 = DC1 = h, a tako�e i r

h = cos θ.
Sada imamo P (4SAB)

P (4DAB) =
P (4SAC)
P (4DAC) =

P (4SBC)
P (4DBC) =

r
h = cos θ (jer su r i h, respektivno,

visine u odgovaraju�im trouglovima na AB, AC i BC), pa sledi P (4SAB) =
15 cos θ, P (4SAC) = 13 cos θ i P (4SBC) = 14 cos θ, a odatle 21 = P (4ABC) =
P (4SAB) +P (4SAC) +P (4SBC) = 15 cos θ+ 13 cos θ+ 14 cos θ = 42 cos θ. Dobijamo
cos θ = 1

2 , tj. θ = 60◦, i P (4SAB) = 15
2 , P (4SAC) =

13
2 i P (4SBC) = 7.

Iz gorǌih odnosa sledi i AB : AC : BC = 15 : 13 : 14 (jer 4SAB, 4SAC i 4SBC svi imaju visinu r, a
povrxine su im u navedenoj proporciji). Oznaqimo AB = 15x, AC = 13x i BC = 14x. Iz Heronovog obrasca imamo
21 = P (4ABC) =

√
21x · 7x · 8x · 6x = 84x2, odakle sledi x = 1

2 , tj. npr. AB = 15
2 . Sada imamo h = 2P (4DAB)

AB = 30
15
2

= 4,

i onda iz 4DSC1 dobijamo DS = h sin θ = 4 sin 60◦ = 2
√
3. Konaqno, zapremina tetraedra iznosi: V = DS·P (4ABC)

3 =
2
√
3·21
3 = 14

√
3.

2. Takva konstanta ne postoji. Pretpostavimo suprotno: neka je c jedna takva konstanta, i oznaqimo xn =
cn− (brc(1)+brc(2)+ · · ·+brc(n)). Po pretpostavci, svaki qlan niza (xn)n∈N je pozitivan. Oznaqimo yn = xn+1−xn =
c − brc(n + 1). Poqevxi od nekog indeksa n va�i yn < 0, pa je od tog indeksa niz (xn)n∈N opadaju�i, samim tim,
ovaj niz je ograniqen odozgo. Kako va�i yn → −∞, a niz (xn)n∈N je ograniqen odozgo, va�i�e i yn + xn → −∞ za
n→∞, ali yn + xn = xn+1, xto je kontradikcija.

3. Posmatrajmo dva grada, Apatin i Bosilegrad. Oznaqimo sa A skup svih gradova u koje se mo�e sti�i iz
Apatina (ne obavezno direktno), ukǉuquju�i i Apatin; neka ǌih ima n. Iz svakog grada izlazi 25 linija, ali
sve ostaju unutar skupa A , tj. nijedna ne ide napoǉe (jer bi se u suprotnom i do tog grada van skupa A moglo
sti�i iz Apatina, pa bi, po definiciji skupa A , i taj grad bio u ǌemu). Dakle, unutar A ukupno ima taqno
25n linija, ali jasno je da ih ukupno ne mo�e biti vixe od

(
n
2

)
, pa sledi 25n6

(
n
2

)
= n(n−1)

2 , tj. n> 51. Analogno,
skup B gradova iz kojih se mo�e do�i do Bosilegrada, ukǉuquju�i i sam Bosilegrad, ima bar 51 element. Prema
tome, skupovi A i B imaju zajedniqki element, i preko ǌega se mo�e do�i iz Apatina u Bosilegrad.



4. Prvo rexeǌe. Oznaqimo AB = CQ = b i AE = DQ = e. Iz poznate osobine simetrale ugla imamo PB
PE = AB

AE =
b
e = QC

QD . Neka se XY i PQ seku u taqki R. Tada imamo:

−→
RP +

−−→
RQ =

e
−−→
RB + b

−−→
RE

b+ e
+
e
−→
RC + b

−−→
RD

b+ e
=
e(
−−→
RB +

−→
RC) + b(

−−→
RE +

−−→
RD)

b+ e
=

2e
−−→
RX + 2b

−−→
RY

b+ e
,

pa kako vektor s leve strane le�i na pravoj PQ, a vektor s desne strane le�i na pravoj XY , sledi da oba ta
vektora moraju biti

−→
0 ; drugim reqima,

−→
RP = −

−−→
RQ i e

−−→
RX = −b

−−→
RY , odakle sledi da je R sredixte du�i PQ, kao

i da va�i proporcija RX
RY = b

e . Sada prime�ujemo i da su taqke A, T i R kolinearne i da va�i RT
TA = 1

2 . Primenom
Menelajeve teoreme na 4AXR i pravu Y Z dobijamo:

−1 =

−→
AZ
−−→
ZX

·
−−→
XY
−−→
Y R
·
−→
RT
−→
TA

=

−→
AZ
−−→
ZX

·
(
−b+ e

e

)
· 1
2
,

odakle sledi
AZ

ZX
=

2e

b+ e
=

2AE

AB +AE
.
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Drugo rexeǌe. Oznaqimo AB = CQ = b i AE = DQ = e, i neka je S sredixte du�i PQ. Daǉe, neka prava kroz E
paralelna sa CD seqe pravu QY u taqki K, a prava kroz B paralelna sa CD seqe pravu QX u taqki L. Oqigledno
va�i 4Y QD ∼= 4Y KE i 4XQC ∼= 4XLB, odakle sledi KY = Y Q, LX = XQ, KE = QD = e i LB = QC = b. Kako
je AP simetrala ]BAE, sledi EP

PB = e
b = KE

LB . Iz ovoga i KE ‖ CD ‖ LB sledi 4PEK ∼ 4PBL, odakle dobijamo
]KPE = ]LPB, tj. taqke K, P i L su kolinearne. Daǉe, XY je sredǌa linija 4LQK, pa kako je S sredixte du�i
PQ, sledi da S pripada pravoj XY (tj. PQ i XY se seku u taqki S). Uz to, iz XY ‖ LK imamo SX

SY = PL
PK = LB

KE = b
e .

Posmatrajmo sada 4AYX. Neka paralela iz S seqe Y Z u G. Iz 4SGT ∼ 4AZT sledi GS
ZA = ST

AT = 1
2 , tj. GS = ZA

2 .
Daǉe, iz 4Y GS ∼ 4Y ZX dobijamo ZX

GS = XY
SY = XS+SY

SY = XS
SY + 1 = b

e + 1 = b+e
e , tj. ZX

ZA
2

= b+e
e . Dakle,

AZ

ZX
=

2e

b+ e
=

2AE

AB +AE
.

5. Oznaqimo S =
√
b+
√
c+
√
d. Va�i S2 = b+c+d+2

√
bc+2

√
bd+2

√
cd6b+c+d+(b+c)+(b+d)+(c+d) = 3(b+c+d)63,

te imamo S 6
√
3.

Primetimo, 6M = (b− c)2 + (c− d)2 + (d− b)2. Pritom va�i

(b− c)2 = (
√
b+
√
c)2(
√
b−
√
c)2 = (b+ c+ 2

√
bc)(
√
b−
√
c)2 6 2(b+ c)(

√
b−
√
c)2 6 2(

√
b−
√
c)2 = 2b+ 2c− 4

√
bc

i, analogno, (c− d)2 6 2c+ 2d− 4
√
cd i (d− b)2 6 2d+ 2b− 4

√
db, pa sabiraǌem sledi

a+M 6 (1− b− c− d) + 2

3
(b+ c+ d−

√
bc−

√
cd−

√
db) 6 1− 1

3
(b+ c+ d+ 2

√
bc+ 2

√
cd+

√
db) = 1− 1

3
S2.

Ostaje dokazati nejednakost
√
1− 1

3S
2+S62, tj.

√
1− 1

3S
262−S. Nakon kvadriraǌa ostaje 1− 1

3S
2 6 4−4S+S2,

tj. 4S2 − 12S + 9 > 0, a ovo jeste zadovoǉeno zbog 4S2 − 12S + 9 = (2S − 3)2 > 0.



Prvi razred – B kategorija

1. a) Najve�i broj koji se mo�e sastaviti od ove qetiri cifre je 9921; kako je on deǉiv sa 3, to je upravo
tra�eni odgovor.

b) Ukoliko na prve dve pozicije sleva stavimo dve najve�e cifre, tj. 99, kako 3 | 9 + 9, zakǉuqujemo da na
preostale dve pozicije moraju do�i dve cifre qiji je zbir deǉiv sa 3 (kako bi ceo broj bio deǉiv sa 3), a xto
ostavǉa mogu�nosti 21, 12 i 00. Dakle, 9921, 9912 i 9900 su najve�a tri qetvorocifrena broja deǉiva sa 3 koja se
mogu sastaviti od ponu�enih cifara, pa sledi da qetvrti najve�i broj ima na drugoj poziciji cifru razliqitu
od 9. Slede�a najve�a cifra koju mo�emo staviti na drugu poziciju je 2, pa ukoliko na tre�u poziciju stavimo
cifru 9 (s ciǉem da broj bude xto ve�i), na qetvrtu poziciju onda mora do�i cifra 1 (zbog deǉivosti sa 3).
Dakle, odgovor je 9291.

2. Oznaqimo sa x ukupan broj stanovnika na prethodnom popisu 3019. Muxkaraca je bilo 5
8 , a od ǌih je 10%

imalo 75 ili vixe godina, xto qini 5
8 ·

1
10x = x

16 . �ena je bilo ukupno 3
8 , a od ǌih je 4% imalo 75 ili vixe

godina, xto qini 3
8 ·

4
100x = 3x

200 . Dakle, ukupno je bilo x
16 + 3x

200 = 31x
400 osoba sa 75 ili vixe godina. Kako ovaj broj

predstavǉa 7% nove populacije, koja je za 300 ve�a od stare, imamo jednaqinu 31x
400 = 7

100 (x+ 300), xto se svodi na
3x = 8400, tj. x = 2800. Dakle, Gorǌe Zuce je na popisu 3019. imalo 2800 stanovnika.

3. Postoji. Uzmimo npr. a = b = 2019,9 i c = 4039. Kako va�i a+ b = 4039,8 > c, postoji trougao sa stranicama
a, b i c. Me�utim, imamo bac+ bbc = 2019 + 2019 = 4038 < 4039 = bcc, te ovako odabrani brojevi a, b i c ispuǌavaju
uslove zadatka.

4. Odgovor: 20 nedeǉa. Neka je a poqetna koliqina trave na livadi, a b koliqina trave koja izraste u toku
jedne nedeǉe. Oznaqimo sa p i q, redom, koliqinu trave koju u toku jedne nedeǉe popase jedna bela, odnosno
crna krava. Uslove zadatka sada mo�emo prevesti u jednaqine a + 5b = 5(p + 2q) i a + 2b = 2(3p + 4q). Iz prve
jednaqine sledi p = a+5b−10q

5 , pa uvrxtavaǌem ovoga u drugu dobijamo a + 2b = 6 · a+5b−10q
5 + 8q, xto se svodi na

5a+ 10b = 6a+ 30b− 20q, tj. a+ 20b = 20q. Me�utim, ovo znaqi upravo da je koliqina trave obezbe�ena na livadi
tokom 20 nedeǉa taqno dovoǉna da jedna crna krava pase 20 nedeǉa, qime je zadatak rexen.

5. Stranu za Vesnu i Gorana mo�emo izabrati na 2 naqina, poziciju ǌih kao para na 3 naqina i ǌihov
me�usobni raspored na 2 naqina, tj. ǌih mo�emo rasporediti na 12 naqina. Ako Ana i Bane sede sa suprotne
strane u odnosu na Vesnu i Gorana, mo�emo ih rasporediti na 12(= 4 · 3) naqina; ako Ana i Bane sede sa iste
strane kao Vesna i Goran, mo�emo ih rasporediti na 2 naqina; ako Ana i Bane sede sa razliqitih strana, tada
poziciju na strani gde su Vesna i Goran mo�emo odabrati na 2 naqina, zatim ko �e od ǌih dvoje biti na toj
poziciji na 2 naqina, i konaqno poziciju za drugu osobu na 3 naqina. Dakle, Anu i Baneta mo�emo rasporediti
na 12 + 2+ 2 · 2 · 3 = 26 naqina. Za ostala 4 gosta postoje 4 slobodna mesta, tako da ǌih mo�emo rasporediti na 4!
naqina. Konaqno, ukupan broj rasporeda je 12 · 26 · 4! = 7488.

Drugi razred – B kategorija

1. Posmatrani izraz mo�emo zapisati u obliku (2016− 3)(2016− 1)(2016+ 1)(2016+ 3)+ 16. Mno�e�i 1. zagradu
sa 4. a 2. sa 3. dobijamo da je taj izraz daǉe jednak:

(20162 − 32)(20162 − 12) + 16 = 20164 − 10 · 20162 + 9 + 16 = 20164 − 10 · 20162 + 25 = (20162 − 5)2,

xto je i trebalo dokazati.

2. Da bi posmatrani izraz bio pozitivan za svaki realan broj x, koeficijent uz vode�i qlan mora biti
pozitivan, tj. k > 0, i diskriminanta mora biti negativna, tj.

0 > (4k)2 − 4k(k2 + 2k − 3) = −4k3 + 8k2 + 12k = −4k(k2 − 2k − 3) = −4k(k + 1)(k − 3).

Imaju�i u vidu raniji uslov k > 0, ovo se svodi na (k + 1)(k − 3) > 0, tj. k ∈ (−∞,−1) ∪ (3,∞). Budu�i da nas
zanimaju samo pozitivne vrednosti k, konaqno rexeǌe zadatka je k ∈ (3,∞).
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3. Neka je d rastojaǌe od drveta do bandere, a h visina bandere.
Imamo h : (d+ 5) = 5 : 5 i h : (d+ 15) = 10 : 15. Odatle sledi d+ 5 = h i
d+ 15 = 3

2h, pa dobijamo h+ 10 = 3
2h i h = 20. Dakle, bandera je visoka

20 metara.

4. Prvo rexeǌe. Primetimo, ako je (x, y) jedno rexeǌe posmatranog
sistema, onda su rexeǌa i parovi (−x,−y), (y, x) i (−y,−x). Kako sistem
mora imati taqno dva rexeǌa, neki od ovih parova moraju biti jednaki.
U sluqaju (x, y) = (−x,−y) dobijamo x = y = 0, xto oqigledno nije
rexeǌe. U sluqaju (x, y) = (−y,−x) dobijamo x = −y, tj. x+ y = 0, pa oqigledno ni ovo nije rexeǌe. Dakle, ostaje
(x, y) = (y, x), tj. x = y. Tada se prva jednaqina svodi na (2x)2 = 12, tj. x = ±

√
3(= y), a iz druge onda dobijamo

2(a + 1) = 2x2 = 6, tj. a = 2. Dakle, jedina takva vrednost parametra a jeste a = 2, i tada sistem ima rexeǌa
(x, y) ∈ {(

√
3,
√
3), (−

√
3,−
√
3)}.

Drugo rexeǌe. Oduzimaǌem druge jednaqine od prve dobijamo 2xy = 10−2a. U sluqaju a = 5 sledilo bi x = 0 ili
y = 0, te bismo uvrxtavaǌem ovoga u prvu jednaqinu dobili 4 rexeǌa: (x, y) ∈ {(0, 2

√
3), (0,−2

√
3), (2

√
3, 0), (−2

√
3, 0)}.

Dakle, vrednost a = 5 nam ne odgovara. Nadaǉe pretpostavǉamo a 6= 5. Tada mo�emo izraziti y = 5−a
x . Uvrxtava-

ǌem ovoga u drugu jednaqinu dobijamo x2+( 5−ax )2 = 2(a+1), tj. x4−2(a+1)x2+25−10a+a2 = 0. Uvedimo smenu x2 = t.
Da bi prethodna jednaqina imala taqno dva rexeǌa za x, jednaqina nakon smene: t2 − 2(a + 1)t + 25 − 10a + a2 =
0 mora imati taqno jedno rexeǌe t, xto znaqi da ǌena diskriminanta mora biti 0. Diskriminanta iznosi
4(a + 1)2 − 100 + 40a − 4a2 = 48a − 96, pa je ona jednaka nuli jedino za a = 2. Tada imamo t = 2(a+1)

2 = 3 i odatle
x = ±

√
t = ±

√
3, a potom i y = 3

x = ±
√
3. Dakle, jedina takva vrednost parametra a jeste a = 2, i tada sistem ima

rexeǌa (x, y) ∈ {(
√
3,
√
3), (−

√
3,−
√
3)}.
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5. a) Odgovor: da. Odaberimo a = 3 i b = 2 ·2019+1 = 4039, i rasporedimo
mine kao na crte�u gore. (Zapravo, mogu�e je na bilo kakvoj tabli a × b,
gde su a i b dovoǉno veliki brojevi, odabrati proizvoǉnih 2019 poǉa koja
nisu na ivici i me�u kojima nikoja dva nisu susedna, i na sva preostala
poǉa postaviti mine.)

b) Odgovor: ne. Prema uslovu zadatka, u ovom sluqaju bi svako poǉe
koje nema minu moralo imati taqno jednog suseda koji nema minu. Dakle,
sva poǉa koja nemaju minu na taj naqin bi se mogla grupisati u parove, pa
sledi da ih ukupno ne mo�e biti 2019, xto je neparan broj.

c) Odgovor: da. Odaberimo a = 4 i b = 2020, i rasporedimo mine kao na crte�u dole.

Napomena. Ispostavǉa se da za sve brojeve od 1 do 8, sa izuzetkom broja 7, postoji tra�eni raspored. Videti
rexeǌe 5. zadatka u prvom razredu A kategorije, kao i napomenu posle rexeǌa.

Tre�i razred – B kategorija

1. Va�i

sin 80◦ − sin 20◦ + sin 50◦ = 2 sin 30◦ cos 50◦ + sin 50◦ = 2 · 1
2
· sin 40◦ + sin 50◦ = 2 sin 45◦ cos 5◦ =

√
2 sin 85◦,

pa je n = 85 jedino rexeǌe zadatka.

Op 2019 3B 2

2. Neka je N druga taqka preseka posmatranih kru�nica. Dovoǉno je dokazati
]BNM +]CNM = 180◦. I zaista, na osnovu tetivnosti qetvorouglova BNMA i NCDM
imamo

]BNM + ]CNM = (180◦ − ]BAM) + (180◦ − ]CDM)

= 360◦ − (]BAM + ]CDM) = 360◦ − 180◦ = 180◦,

xto je i trebalo dokazati.

3. Iz NZD(a, b) = 10 zakǉuqujemo da je 5 najve�i neparan zajedniqki delilac za a
i b, pa je 5 najve�i neparan zajedniqki delilac i za a i 2b. Dakle, da bismo izraqunali NZD(a, 2b), treba jox
utvrditi najve�i stepen dvojke koji deli i a i 2b. Iz NZD(a, b) = 10 zakǉuqujemo da su brojevi a i b deǉivi sa
2, ali nisu oba sa 4. S druge strane, iz NZD(a, b + 2) = 12 zakǉuqujemo da je a deǉiv sa 4, pa b nije deǉiv sa 4.
Dakle, a i 2b su deǉivi sa 4, ali 2b nije deǉiv sa 8, pa sledi NZD(a, 2b) = 4 · 5 = 20.



Sliqno, iz NZD(a, b) = 10 sledi da a i b nisu istovremeno deǉivi sa 3, a iz NZD(a, b + 2) = 12 sledi da je a
deǉiv sa 3, onda b nije deǉiv sa 3. Dakle, a i 3b su deǉivi sa 3, ali 3b nije deǉiv sa 9, pa iz toga i NZD(a, b) = 10
dobijamo NZD(a, 3b) = 30.

Dakle, NZD(a, 2b) +NZD(a, 3b) = 20 + 30 = 50.

4. Stranu za Vesnu i Gorana mo�emo izabrati na 2 naqina, poziciju ǌih kao para na 3 naqina i ǌihov
me�usobni raspored na 2 naqina, tj. ǌih mo�emo rasporediti na 12 naqina. Rasporedimo sada Anu i Baneta.
Na strani gde su Vesna i Goran postoje dva slobodna mesta, pa poziciju Ane i Baneta mo�emo odabrati na dva
naqina, a zatim i ko �e sedeti s koje strane na dva naqina. Dakle, ǌih mo�emo rasporediti na 4 naqina. Za
ostala 4 gosta postoje 4 slobodna mesta, tako da ǌih mo�emo rasporediti na 4! naqina. Konaqno, ukupan broj
rasporeda je 12 · 4 · 4! = 1152.

5. a) Pomno�imo obe strane poqetne jednakosti sa log2018 2019. Koriste�i formulu loga 2018 · log2018 2019 =
loga 2019 (i sliqno za logb 2018 i logc 2018) odmah dobijamo tra�enu jednakost.

b) Iz poqetne jednakosti sledi

bloga 2018+logc 2018 = b2 logb 2018 = (blogb 2018)2 = 20182.

Sada odatle dobijamo

a2 = (2018log2018 a)2 = (20182)log2018 a = (bloga 2018+logc 2018)log2018 a = bloga 2018·log2018 a+logc 2018·log2018 a

= b1+logc a = (blogb c+logb a)logc b = (blogb c · blogb a)logc b = (ca)logc b,

xto je i trebalo pokazati.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Primetimo, 1+9+0+1+2+0+1+9 = 23. Da bi sastavǉeni broj bio deǉiv sa 9, i ǌegov zbir cifara mora
biti deǉiv sa 9. Dakle, zbir cifara brojeva koje posmatramo mora iznositi 9 ili 18, tj. neiskorix�ene cifre
u zbiru moraju davati 14 ili 5. Neiskorix�enih cifara, po uslovu zadatka, mo�e biti najvixe 4. Primetimo
da nikoje 4 niti maǌe od ovih cifara ne mogu davati zbir 14 (zaista, u tom sluqaju bi me�u ǌima morala biti
cifra 9, i jox najvixe tri cifre koje u zbiru daju 5, ali broj 5 se ne mo�e dobiti kao zbir tri od ovih cifara).
Daǉe, broj 5 se kao zbir najvixe qetiri od ovih cifara mo�e dobiti na jednoznaqan naqin: 2+ 1+ 1+ 1. Odatle,
jedini naqin da od ovih cifara sastavimo bar qetvorocifren broj deǉiv sa 9 jeste da odbacimo cifre 2, 1, 1, 1
i broj sastavimo od preostalih cifara: 9, 9, 0, 0. Na prvoj poziciji sleva mora biti cifra 9, a za naredne tri
pozicije imamo 3 mogu�nosti (u zavisnosti od toga na kojoj od ǌih je preostala cifra 9). Dakle, postoje ukupno
3 takva broja: 9900, 9090 i 9009.

2. Poxto rexeǌa treba da budu realna i razliqita, diskriminanta mora biti pozitivna, tj. 0 < (3m)2−16(m+
1)m = −7m2 − 16m = −m(7m + 16), odakle dobijamo m ∈ (− 16

7 , 0). Neka su x1 i x2 rexeǌa posmatrane jednaqine.
Iz Vijetovih formula imamo x1 + x2 = 3m

m+1 i x1x2 = 4m
m+1 . Kako oba rexeǌa treba da budu ve�a od −1, brojevi

x1 + 1 i x2 + 1 moraju biti pozitivni, xto znaqi (x1 + 1) + (x2 + 1) > 0 i (x1 + 1)(x2 + 1) > 0. Odatle imamo
0 < x1 + x2 + 2 = 3m

m+1 + 2 = 5m+2
m+1 i 0 < x1x2 + x1 + x2 + 1 = 4m

m+1 + 3m
m+1 + 1 = 8m+1

m+1 . Prva nejednakost se svodi na
m ∈ (−∞,−1) ∪ (− 2

5 ,∞), a druga na m ∈ (−∞,−1) ∪ (− 1
8 ,∞). Dakle, uzimaju�i presek sva tri dobijena skupa za m,

dobijamo da je konaqno rexeǌe zadatka: m ∈ (− 16
7 ,−1) ∪ (− 1

8 , 0).
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3. U svakom tangentnom qetvorouglu va�i AB + CD = AD + BC, pa sabiraǌem ove
jednakosti s onom datom u postavci dobijamo 2AB = 2BC, tj. AB = BC. Analogno, AD =
DC. Sada iz stava SSS dobijamo 4ABD ∼= 4CBD, odakle zakǉuqujemo ]DAB = ]DCB.
No, kako je qetvorougao ABCD tako�e tetivan a ]DAB i ]DCB su dva ǌegova naspramna
ugla, ǌihov zbir iznosi 180◦, pa sledi da su ]DAB i ]DCB pravi uglovi. Dakle, taqke
A i C le�e na kru�nici nad preqnikom BD, xto je i trebalo dokazati.

4. Neka su x1, x2 i x3 rexeǌa postavǉene jednaqine, x1 6 x2 6 x3. Iz Vijetovih
formula imamo x1 + x2 + x3 = 3a, x1x2 + x1x3 + x2x3 = 2a2 + 5 i x1x2x3 = 2a2 − 3. Kako
rexeǌa treba da qine aritmetiqku progresiju, mo�emo zapisati x1 = x2− d i x3 = x2+ d
za neki realan broj d, d > 0. Tada se prethodne tri formule svode na

3x2 = 3a, 3x22 − d2 = 2a2 + 5 i x32 − x2d2 = 2a2 − 3.



Iz prve od ǌih odmah dobijamo x2 = a. Druge dve se onda svode na

d2 = 3x22 − 2a2 − 5 = 3a2 − 2a2 − 5 = a2 − 5 i d2 =
x32 − 2a2 + 3

x2
=
a3 − 2a2 + 3

a
.

Daǉe, uvrxtavaǌem x2 = a u jednaqinu iz postavke zadatka dobijamo

0 = a3 − 3a3 + (2a2 + 5)a− 2a2 + 3 = 5a− 2a2 + 3,

odakle sledi a = −5±
√
25+24
−4 = −5±7

−4 , tj. a = − 1
2 ili a = 3. U sluqaju a = − 1

2 sledilo bi d2 = (− 1
2 )

2 − 5 = − 19
4 < 0, pa

postavǉena jednaqina ne bi imala sva realna rexeǌa. U sluqaju a = 3 imamo d2 = 32 − 5 = 4 (i d2 = 33−2·32+3
3 = 4,

xto je isto), tj. d = 2; postavǉena jednaqina tada glasi x3−9x2+23x−15 = 0, i ǌena rexeǌa su x1 = x2−d = 3−2 = 1,
x2 = 3 i x3 = x2 + d = 3 + 2 = 5.

Dakle, jedina takva vrednost parametra a jeste a = 3.

5. Brojevi koji u dekadnom zapisu imaju taqno k cifara su upravo svi prirodni brojevi od 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k − 1 puta

do 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
k puta

,

tj. od 10k−1 do 10k − 1, i ǌih ima (10k − 1) − 10k−1 + 1 = 10k − 10k−1. Prema tome, grupixu�i jednake sabirke
dobijamo:

brc(1) + brc(2) + · · ·+ brc(99 . . . 99︸ ︷︷ ︸
2019 puta

) =

2019∑
k=1

k(10k − 10k−1) =

2019∑
k=1

k10k −
2019∑
k=1

k10k−1 =

2019∑
k=0

k10k −
2018∑
k=0

(k + 1)10k

= 2019 · 102019 +
2018∑
k=0

(k − (k + 1))10k = 2019 · 102019 −
2018∑
k=0

10k

= 2019 · (102019 − 1) + 2019− 102019 − 1

9
= 2019 · 99 . . . 99︸ ︷︷ ︸

2019 puta

+2019− 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2019 puta

,

xto je i trebalo pokazati.


