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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Rexeǌa zadataka

Prvi razred - A kategorija

1. Aca nije dobio ve�i koliqnik od nastavnika, pa va�i
a1
a2

6 a1 + b1 + v1 + g1
a2 + b2 + v2 + g2

, odnosno

a1(a2 + b2 + v2 + g2) 6 a2(a1 + b1 + v1 + g1).

Analogno tvr�eǌe va�i i za Branku, Veru i Gorana, pa zbog toga imamo qetiri nejednakosti:

a1(a2 + b2 + v2 + g2) 6 a2(a1 + b1 + v1 + g1), b1(a2 + b2 + v2 + g2) 6 b2(a1 + b1 + v1 + g1),

v1(a2 + b2 + v2 + g2) 6 v2(a1 + b1 + v1 + g1), g1(a2 + b2 + v2 + g2) 6 g2(a1 + b1 + v1 + g1).

Sabiraǌem ovih nejednakosti dobijamo

(a1 + b1 + v1 + g1)(a2 + b2 + v2 + g2) 6 (a1 + b1 + v1 + g1)(a2 + b2 + v2 + g2).

Kako u ovoj nejednakosti zapravo va�i jednakost, u svakoj od prethodne qetiri nejednakosti tako�e

va�i znak jednakosti. Zbog toga je
a1
a2

=
b1
b2

=
v1
v2

=
g1
g2

=
a1 + b1 + v1 + g1
a2 + b2 + v2 + g2

, pa su Branka i Goran dobili
isti koliqnik.

2. Analiza. Neka je a = BC, b = AC i a > b. Po uslovu zadatka je ^BAC = 3 ^ ABC. Izaberimo taqku
D na stanici BC tako da va�i ^DAB = ^ABD, tj. AD = DB. Tada je ^ADC = ^DAB+^ABD = ^CAD,
pa je i AC = CD. Dakle, DA = a− b.
Konstrukcija. Neka je bez umaǌeǌa opxtosti a > b. Konstruiximo du� AC du�ine b. Konstuiximo
kru�nicu k1 sa centrom u C i polupreqnikom b i kru�nicu k2 sa centrom u A i polupreqnikom a − b.
Neka je D taqka preseka kru�nica k1 i k2. Konstruiximo kru�nicu k3 sa centrom u D i polupreqnikom
a− b. Taqka B je ona taqka preseka kru�nice k3 i prave CD za koju va�i C −D −B.
Dokaz. Po konstrukciji, taqka D nalazi se na kru�nici k1, pa va�i CD = b, i na kru�nici k2, pa va�i
AD = a − b. Sliqno, taqka B nalazi se na kru�nici k3, pa va�i DB = a − b. Dakle, trouglovi ACD i
ADB su jednakokraki, pa zbog C −D−B va�i ^CAB = ^CAD+^DAB = ^ADC +^DBA = 3^ABC, xto
je i trebalo dokazati.
Diskusija. Ako je a = b zadatak nema rexeǌa. Ako je a > b kru�nice k1 i k2 seku se u dve razliqite
taqke X i Y . Zbog simetrije, za D = X i D = Y dobijamo podudarne trouglove ABC, pa zadatak u ovom
sluqaju ima jedinstveno rexeǌe.

3. Ako je k > 1, m > 1 i n > 1, leva strana jednakosti je deǉiva sa 4, xto nije mogu�e jer 2014 nije
deǉiv sa 4. Dakle, barem jedan od broja k, m i n jednak je 1. Ako je k = 1, cifra jedinica broja sa
leve strane je 2, xto nije mogu�e jer je cifra jedinica broja 2014 jednaka 4. Ako je m = 1, jednaqina
se svodi na 2k − 2004 = 10m. Odavde je 2k > 2004, tj. k > 10. Daǉe, kako 4 deli broj 2k − 2004, a 8 ne
deli ovaj broj, zakǉuqujemo da je m = 2, xto nije mogu�e jer 2104 nije stepen broja 2. Dakle, n = 1 i
data jednaqina ekvivalentna je sa 2k + 10m = 2024. Odavde je 10m < 2024, tj. m 6 3. Za m = 1 i m = 2
jednaqina nema rexeǌa, dok je za m = 3 rexeǌe (k,m, n) = (10, 3, 1).

4. Neka je ^BAC = α, ^ABC = β, ^BCA = γ i F podno�je normale iz taqke B na pravu AD.
Razmotrimo prvo sluqaj β > γ. Tada je ^ABF = 90◦ − α/2 6 β, pa va�e rasporedi A − F − D i

B − F −E. Daǉe, iz tetivnosti qetvorougla ABDE dobijamo ^EAB = ^EAD +^DAB = ^EBD + α/2 =
β − ^ABF + α/2 = 90◦ − γ. Sa druge strane, ^OAB = (180◦ − ^AOB)/2 = 90◦ − γ, pa kako su taqke O i C
sa iste strane prave AB (jer je γ < 90◦), to su taqke A, O i E kolinearne.

Razmotrimo sada sluqaj β < γ 6 90◦. U ovom sluqaju je ^ABD < ^ABE, pa va�i A−D − F . Tako�e,
^EBD = ^ABF − ^ABD = 90◦ − α/2 − β = (γ − β)/2 6 α/2 = ^DAB, pa va�i raspored B − E − F . Dokaz
zavrxavamo sliqno kao u prethodnom sluqaju.

Na kraju, razmotrimo sluqaj β < 90◦ < γ. U ovom sluqaju tako�e va�i A − D − F (jer je ^ABD <
^ABF ). Me�utim, sada je ^FBD = (γ − β)/2 > α/2 = ^FAB, pa va�i raspored F − B − E. Daǉe,
qetvorougao ADBE je tetivan, pa va�i ^BAE = ^DAE − ^DAB = 180◦ − ^DBE − α/2 = ^DBF − α/2 =
(γ − β)/2 − α/2 = γ − 90◦. Sa druge strane, kako su taqke C i O sa razliqitih strana prave AB, va�i
^OAB = (180◦ − ^AOB)/2 = (180◦ − 2(180◦ − γ))/2 = γ − 90◦, odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

5. Odgovor je 23.



Iz uslova zadatka prime�ujemo da na kraju mo�e opstati samo jedna vrsta. Kako posle svakog jedeǌa
parnosti brojeva jednoroga i vukodlaka ostaju razliqite, ne mogu ostati samo paukovi. Dakle, svih 55
paukova moraju da ixqeznu, za xta je potrebno bar 55 jedeǌa. Dakle, mogu ostati najvixe 23 stvoreǌa.

S druge strane, ako 17 paukova odmah pojede jednoroge, ostaju 23 vukodlaka i 38 paukova. Neka
nadaǉe, kad god vukodlak pojede pauka, pauk pojede nastalog jednoroga. Posle svakog ovakvog para
jedeǌa, broj vukodlaka ostaje isti, a broj paukova se smaǌuje za 2. Tako �e posle 19 puta po dva jedeǌa
ostati samo 23 vukodlaka. Ovim je dokaz zavrxen.

Drugi razred - A kategorija

1. Dokaza�emo da tra�ene funkcije postoje. Neka su f(x), g(x) i h(x) kvadratne funkcije takve da va�i
f(x) + g(x) = 2(x− 1)2, g(x) + h(x) = 2x2 i h(x) + f(x) = 2(x+ 1)2, odnosno (rexavaǌem ovog sistema)

f(x) = x2 + 2, g(x) = x2 − 4x, h(x) = x2 + 4x.

Zbog naqina odabira ovih funkcija zbir ma koje dve ima realnu nulu, a zbir sve tri f(x)+g(x)+h(x) =
3x2 + 2 nema, qime je dokazano da je odgovor na postavǉeno pitaǌe potvrdan.

2. Neka je AO = x, BO = y, CO = z, DO = t. Iz uslova zadatka je x+ y = 1 i z + t = 1. Daǉe, primenom
kosinusne teoreme na trouglove AOC i BOD dobijamo

AC2 = x2 + z2 − xz, BD2 = y2 + t2 − yt.

Po nejednakosti izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine je x2 + z2 > 2

(
x+ z

2

)2

, pa je

x2 + z2 − xz > 2

(
x+ z

2

)2

− xz =
x2 + z2

2
>
(
x+ z

2

)2

.

Analogno je y2 + t2 − yt>
(
y + t

2

)2

, pa je

AC +BD =
√
x2 + z2 − xz +

√
y2 + t2 − yt> x+ z

2
+

y + t

2
= 1.

3. Oznaqimo sa d tra�eni broj. Neka je xn = (n + 2014)n+2014 + nn, za n ∈ N. Dokaza�emo da je d = 4.
Neka je p prost broj koji ne deli 2014 i n > 20142014 takvo da p | n. Tada p - n + 2014, pa p - xn. Odavde
zakǉuqujemo da broj d mo�e biti deǉiv jedino prostim brojevima iz skupa {2, 19, 53}. Za n > 20142014

takvo da 19 · 53 | n − 1, imamo xn ≡ 1 + 1 (mod 19) i xn ≡ 1 + 1 (mod 53), pa 19 - d i 53 - d. Ako je n
paran broj, onda su brojevi (n + 2014)n+2014 i nn deǉivi sa 4, pa 4 | xn. Ako je n ≡ 1 (mod 4), onda je
xn ≡ (−1)n+2014 + 1n ≡ 0 (mod 4). Sliqno, za n ≡ −1 (mod 4) dobijamo xn ≡ 1n+2014 + (−1)n ≡ 0 (mod 4).
Iz svega navedenog zakǉuqujemo da 4 | d. Daǉe, za n > 20142014 takvo da je n ≡ 3 (mod 8) imamo

xn ≡ 1n+2014 + 3n ≡ 1 + 3 · (32)
n−1
2 ≡ 1 + 3 ≡ 4 (mod 8),

pa 8 - d, odnosno d = 4.

4. U trouglu A1A2A3 va�i

^A2S2A3 = 180◦ − (^S2A2A3 + ^S2A3A2) = 180◦ −
(
^A1A2A3

2
+

^A2A3A1

2

)
= 90◦ +

^A2A1A3

2
.

Analogno je i ^A2S3A3 = 90◦ +
^A2A4A3

2
. Sa druge strane, petougao A1A2A3A4A5 je tetivan, pa je

^A2A1A3 = ^A2A4A3, tj. ^A2S2A3 = ^A2S3A3. Dakle, qetvorougao A2A3S3S2 je tetivan, pa je

^A2S2S3 = 180◦ − ^A2A3S3 = 180◦ − ^A2A3A4

2
.

Analogno dobijamo i ^A2S2S1 = 180◦ − ^A2A1A5

2
. Konaqno

^S1S2S3 = 360◦ − ^A2S2S3 − ^A2S2S1 =
^A2A3A4 + ^A2A1A5

2
,



pa kako su uglovi A2A3A4 i A2A1A5 tupi, i ǌihova aritmetiqka sredina je tup ugao. Analogno dobijamo
i da su preostali uglovi petougla S1S2S3S4S5 tupi.

5. Posmatrajmo stanovnika A. Neka stanovnik D voli stanovnika A, stanovnik A poxtuje stanovnika
B, a stanovnik B voli stanovnika C. Po uslovima zadatka, stanovnik A voli stanovnika C, a stanovnik
D poxtuje stanovnika B, odakle sledi da stanovnik D voli stanovnika C. Kako stanovnik D voli
samo jednog stanovnika, zakǉuqujemo da je A = C, tj. A voli samog sebe. Konaqno, stanovnik B voli
stanovnika A, ali voli i sebe, dakle B = A, tj. A i poxtuje samog sebe.

Tre�i razred - A kategorija

1. Mo�emo pretpostaviti da su dva od brojeva x, y i z nenegativna (u suprotnom dokaz vrximo za
brojeve −x, −y i −z). Neka je bez umaǌeǌa opxtosti x, y > 0. Iz datog uslova je z = −x− y, pa va�i

(x3 + y3 + z3)2 = (−3x2y − 3xy2)2 = 9x2y2(x+ y)2 i (x2 + y2 + z2)3 = 8(x2 + y2 + xy)3.

Kako je x2 + y2> 2xy, to va�i x2+ y2 +xy> 3xy i 4(x2 + y2+xy)> 3(x2 + y2+xy)+3xy = 3(x+ y)2. Konaqno,

(x2 + y2 + z2)3 = 2(x2 + y2 + xy)2 · 4(x2 + y2 + xy) > 2(3xy)2 · 3(x+ y)2 = 6(x3 + y3 + z3)2.

2. Dokaz izvodimo indukcijom po M = n+k. Za n+k = 0, tj. n = k = 0 obe sume jednake su 1, pa tvr�eǌe
va�i. Pretpostavimo zato da tvr�eǌe va�i za sve n′ > k′ takve da je n′ + k′ 6M i dokazimo da va�i za
sve n> k takve da je n+ k = M + 1. Ako je n = k, tada je

k∑
i=0

(
n+ 1

i

)
+

n−k∑
i=0

2i
(
n− i

k

)
=

n∑
i=0

(
n+ 1

i

)
+ 1 =

n+1∑
i=0

(
n+ 1

i

)
= 2n+1,

a ako je k = 0, tada je
k∑

i=0

(
n+ 1

i

)
+

n−k∑
i=0

2i
(
n− i

k

)
= 1 +

n∑
i=0

2i = 2n+1.

Neka je zato n > k > 1. Korix�eǌem identiteta(
a+ 1

b+ 1

)
=

(
a

b+ 1

)
+

(
a

b

)
,

dobijamo
k∑

i=0

(
n+ 1

i

)
= 1 +

k∑
i=1

(
n+ 1

i

)
= 1 +

k∑
i=1

((
n

i

)
+

(
n

i− 1

))
=

k∑
i=0

(
n

i

)
+

k−1∑
i=0

(
n

i

)
, (†)

kao i

n−k∑
i=0

2i
(
n− i

k

)
=

n−k−1∑
i=0

2i
((

n− i− 1

k

)
+

(
n− i− 1

k − 1

))
+2n−k =

n−1−k∑
i=0

2i
(
n− 1− i

k

)
+

n−1−(k−1)∑
i=0

2i
(
n− 1− i

k − 1

)
. (‡)

Kako je n− 1> k i n− 1 + k = M , to je po induktivnoj pretpostavci

k∑
i=0

(
n

i

)
+

n−1−k∑
i=0

2i
(
n− 1− i

k

)
= 2n,

a kako je n− 1> k − 1 i n− 1 + k − 1 = M − 1, to je po induktivnoj pretpostavci

k−1∑
i=0

(
n

i

)
+

n−1−(k−1)∑
i=0

2i
(
n− 1− i

k − 1

)
= 2n.

Sada, tra�enu jednakost dobijamo sabiraǌem jednakosti (†) i (‡).

3. Primetimo da za

n = (akak−1 . . . a2a1a0)6 =
k∑

i=0

ai · 6i



va�i n ≡
k∑

i=0

ai (mod 5) i n ≡
k∑

i=0

ai(−1)i (mod 7). Kako je broj (4005 · 6!)3 deǉiv brojem 5, iz prethodnog

zakǉuqka dobijamo

0 ≡ 5 + 0 + 2 + 1 + 0 + 0 + 4 + 4 + 0 + a+ 2 + 2 + b+ 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0

= 20 + a+ b ≡ a+ b (mod 5).

Kako va�i 0 6 a, b 6 5, sledi 0 6 a + b 6 10, pa utvr�ujemo da je a + b ∈ {0, 5, 10}. Daǉe, po Vilsonovoj
teoremi (ili direktnom proverom) je (4005 · 6!)3 ≡ (1 · (−1))3 = −1 (mod 7), pa dobijamo

−1 ≡ 5− 0 + 2− 1 + 0− 0 + 4− 4 + 0− a+ 2− 2 + b− 0 + 0− 0 + 0− 0 + 0− 0 + 0− 0 + 0− 0 + 0

= 6− a+ b (mod 7),

odakle je b − a ≡ 0 (mod 7). Iz −5 6 b − a 6 5 odavde zakǉuqujemo da je b − a = 0, tj. a = b. Dakle,
a = b = 0 ili a = b = 5. Najzad, primetimo da je broj (4005 · 6!)3 deǉiv sa (34)3 = 312 ali ne i sa 313, i da
je deǉiv sa (24)3 = 212 ali ne i sa 213. Dakle, on je deǉiv sa 612 ali ne i sa 613, pa se u bazi sa osnovom
6 zavrxava sa taqno 12 nula. Sledi b ̸= 0, te konaqno imamo a = b = 5.

4. Neka je F taqka na du�i AB takva da je AE = BF . Iz uslova zadatka zakǉuqujemo BF = AE < EB.
Daǉe, trougao ADB je jednakokraki, pa je ^EAD = ^FBD. Dakle, △AED ∼= △BFD, pa je ED = FD, a
samim tim i ^DEF = ^DFE. Jednakost razmera iz zadatka daje BF : BE = AE : BE = CD : CE, pa je
po Talesovoj teoremi DF ∥ BC. Sada je ^CBE = ^DFE = ^DEE, tj. trougao BCE je jednakokraki.

5. Neka je A1 jedan od stanovnika. Daǉe, niz stanovnika {An}n∈N izabran je tako da stanovnik A2k−1

poxtuje stanovnika A2k i stanovnik A2k voli stanovnika A2k+1, za k ∈ N (neki stanovnici se u nizu
mogu pojavǉivati vixe puta). Doka�imo indukcijom po d da, za svako neparno (odnosno parno) n > d
stanovnik An−d voli (odnosno poxtuje) stanovnika An. Ovo je taqno za d = 1. Neka je d > 1. Za neparno
(parno) n > d, po induktivnoj pretpostavci, stanovnik An−d poxtuje (voli) stanovnika An−1, pa po
uslovu (2) stanovnik An−d voli (poxtuje) stanovnika An, i indukcija je gotova.

Oznaqimo broj stanovnika sa m. U podnizu A1, A3, A5, . . . , A2m+1 neki stanovnik se pojavǉuje vixe
puta, recimo Ai = Aj za neparne i < j. Na osnovu dokazanog, stanovnik Ai voli stanovnika Aj, tj. samog
sebe, qime je dokaz zavrxen.

Qetvrti razred - A kategorija

1. Ako je (a, b, c) = (1, 1, 1) tada je svaki realan broj x rexeǌe ove jednaqine, pa u tom sluqaju ova
jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa. Pretpostavimo da (a, b, c) ̸= (1, 1, 1). Neka je f(x) = ax+bx+cx−3.
Tada je f ′(x) = ax ln a+ bx ln b+ cx ln c i f ′′(x) = ax(ln a)2 + bx(ln b)2 + cx(ln c)2. Kako nisu sva tri broja a, b, c
jednaka jedinici, za svaki realan broj x je f ′′(x) > 0. Zbog toga je funkcija f ′(x) strogo rastu�a na
qitavom skupu R. Kao takva, funkcija f ′(x) mo�e imati najvixe jednu nulu u skupu R. Ako f ′(x) nema
realnih nula, budu�i da je f ′(x) neprekidna na R, sledi da je f ′(x) istog znaka na celom skupu R. Tada
je f(x) ili strogo opadaju�a na R ili strogo rastu�a na R, a u oba sluqaja ona mo�e imati najvixe
jednu realnu nulu. Dakle, f ′(x) ima realnu nulu x0. Funkcija f ′(x) je strogo rastu�a, pa je negativna na
intervalu (−∞, x0), a pozitivna na intervalu (x0,+∞). Samim tim, funkcija f(x) je strogo opadaju�a
na intervalu (−∞, x0] (jer je neprekidna u x0) i strogo rastu�a na intervalu (x0,+∞), pa u svakom od
ovih intervala f(x) mo�e imati najvixe jednu nulu. Dakle, u ovom sluqaju f(x) mo�e imati najvixe
dve realne nule, te je jedino rexeǌe zadatka (a, b, c) = (1, 1, 1).

2. Neka su za sve k ∈ {1, 2, . . . , 2014} zapisani svi delioci broja 2014 + k ne maǌi od k. Doka�imo da
je svaki prirodan broj n od 1 do 4028 zapisan taqno jednom. Ako je n > 2014, tada je broj n zapisan za
svako k ∈ {1, 2, . . . , 2014} takvo da n | k+2014. Me�utim, tada je n = k+2014, jer je 2n > 4028> k+2014, pa
je n zapisan taqno jednom (za k = n − 2014). Ako je n 6 2014, tada je broj n zapisan za svako k takvo da
va�i n | 2014+k i k6n. Neka je 2014 = nt+s, gde je 06s6n−1, t ∈ Z. Prema prethodnom, broj n zapisan
je za k = n − s. Doka�imo da n ne mo�e biti zapisan za dva razliqita broja k1 i k2. Pretpostavimo
suprotno, tj. da n | 2014 + k1, n | 2014 + k2 i n >max{k1, k2}. Me�utim, tada n | k1 − k2, xto nije mogu�e
jer je 0 < |k1 − k2| < n.

Kako je suma data u zadatku jednaka broju zapisanih brojeva, to je ona jednaka 4028.

3. Za k = 2 i n = 9 svaki od datih brojeva, tj.
(
9

0

)
= 1,

(
9

1

)
= 9 i

(
9

2

)
= 36, je potpun kvadrat.



Doka�imo da je k = 2 najve�i broj sa datom osobinom. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji n> 3

takvo da je svaki od brojeva
(
n

0

)
,

(
n

1

)
,

(
n

2

)
i
(
n

3

)
potpun kvadrat. Neka je

a2 = n, b2 =

(
n

2

)
=

n(n− 1)

2
, c2 =

(
n

3

)
=

n(n− 1)(n− 2)

6
.

Iz a2(n − 1) = 2b2 dobijamo da a | b i da je n − 1 paran. Analogno, iz b2(n − 2) = 3c2 dobijamo da b | c
i da je n − 2 deǉiv sa 3. Dakle, n daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 2, a ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3, pa je
n = 6s + 5, za neko s ∈ Z. Sada, zamenom u jednakost a2(n − 1) = 2b2 nalazimo da je a2(3s + 2) = b2, pa je
3s+ 2 potpun kvadrat, xto nije mogu�e.

4. Kako su kru�nice k′ i k0 me�usobno normalne, tangenta u taqki A na kru�nicu k′ prolazi kroz centar
kru�nice k0. I kru�nica k′′ normalna je na k0, pa tangenta u taqki A na k′′ tako�e prolazi kroz centar
kru�nice k0, tj. ova prava zajedniqka je tangenta kru�nica k′ i k′′. Odatle zakǉuqujemo da se kru�nice
k′ i k′′ dodiruju u taqki A, a analogno se kru�nice k′ i k′′′ dodiruju u taqki B, odnosno kru�nice k′′ i
k′′′ u taqki C.

Posmatrajmo inverziju s centrom u taqki A i proizvoǉnim polupreqnikom. Kako kru�nice k′ i k′′

prolaze kroz centar inverzije i dodiruju se, one se preslikavaju u paralelne prave k′∗ i k′′∗. Kru�nica
k0 tako�e prolazi kroz taqku A i normalna je na k′ i k′′, pa se ona preslikava u pravu k∗0 normalnu na k′∗

i k′′∗, koja ih seqe u taqkama B∗ i C∗, slikama taqaka B i C, respektivno. Kru�nica k′′′ preslikava se u
kru�nicu k′′′∗ koja mora dodirivati prave k′∗ i k′′∗, i qiji centar mora pripadati pravoj k∗0 (ovo sledi
zbog toga xto kru�nica k′′′∗ mora biti normalna na pravu k∗0) — dakle, kru�nica k′′′∗ jeste kru�nica
nad preqnikom B∗C∗.

Neka je P ∗ slika taqke P , P ∗ ∈ k′′′∗. Kru�nica k1 preslikava se u kru�nicu k1
∗ koja prolazi kroz

taqku P ∗ i koja mora biti normalna na prave k′∗ i k∗0, pa se ǌen centar nalazi u preseku ovih pravih,
taqki B∗. Analogno, slika k∗2 kru�nice k2 jeste kru�nica s centrom u taqki C∗ koja prolazi kroz taqku
P ∗. Tvr�eǌe zadatka bi�e pokazano ukoliko ustanovimo da su kru�nice k∗1 i k∗2 me�usobno normalne,
tj. da tangenta jedne od ǌih u taqki P ∗ prolazi kroz centar druge. I zaista, kako je ^B∗P ∗C∗ prav
(kao ugao nad preqnikom B∗C∗), zakǉuqujemo da je prava B∗P ∗ tangenta na k∗2, xto je i tra�eno.

5. U prvom potezu igraq A postavǉa znak + ispred broja 1, a zatim igra na slede�i naqin. On podeli
brojeve 21 do 21000 u parove: (28k+1, 28k+5), (28k+2, 28k+6), (28k+3, 28k+7), (28k+4, 28k+8), za k ∈ {0, 1, 2, . . . , 124},
i posle svakog poteza igraqa B stavǉa isti znak kao i B, ali ispred drugog elementa para u odnosu na
onaj ispred koga je B prethodno stavio znak. Kako je zbir elemenata svakog para deǉiv sa 17, igraju�i
na ovaj naqin igraq A posti�e da posle svakog ǌegovog odigranog poteza, pa i na kraju igre, vrednost
izraza daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 17.
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Rexeǌa zadataka

Prvi razred - B kategorija

1. Doka�imo da je Q ⊆ P , tako xto �emo dokazati da je svaki element skupa Q ujedno i element skupa
P . Neka je x ∈ Q. Po definiciji skupa Q va�i x ̸∈ B i x ∈ A ∪ C. Iz druge relacije zakǉuqujemo da je
x ∈ A ili x ∈ C. Ako je x ∈ C, tada je i x ∈ P (jer je P = (A \ B) ∪ C), a ako je x ∈ A, kako x ̸∈ B, to je
x ∈ A \B, pa opet va�i x ∈ P .

2. Trougao BAF je jednakokraki, pa je simetrala ugla BAF ujedno i simetrala du�i BF . Sliqno,
simetrale uglova BCD i DEF su ujedno i simetrala du�i BD i DF . Kako se simetrale du�i BF , FD
i BD seku u centru opisane kru�nice trougla BDF , tvr�eǌe je dokazano.

3. Neka su a i b celobrojna rexeǌa date jednaqine. Kako broj 2014 daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3, to
i broj 9a2 − b2 + 6b daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3. Brojevi 9a2 i 6b su deǉivi sa 3, pa zakǉuqujemo da
b2 daje ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3. Me�utim, kvadrati celih brojeva daju ostatak 0 ili 1 pri deǉeǌu
sa 3, pa data jednaqina nema rexeǌa u skupu celih brojeva.

4. Neka je ^BAC = α, ^ABC = β, ^BCA = γ i F podno�je normale iz taqke B na pravu AD.
Kako je β > γ va�i ^ABF = 90◦ − α/26 β, a samim tim i rasporedi A− F −D i B − F −E. Daǉe, iz

tetivnosti qetvorougla ABDE dobijamo ^EAB = ^EAD+^DAB = ^EBD+α/2 = β−^ABF+α/2 = 90◦−γ.
Sa druge strane, ^OAB = (180◦ − ^AOB)/2 = 90◦ − γ, pa kako su taqke O i C sa iste strane prave AB
(jer je γ < 90◦), to su taqke A, O i E kolinearne.

5. Ukupna du�ina balvana je 345m. Da imamo samo jedan deo te du�ine, trebalo bi napraviti 344
rezova. Me�utim, 80 delova ve� postoji, pa mo�emo zakǉuqivati kao da je poqetnih 79 rezova ve�
napravǉeno. Znaqi treba uqiniti jox 344− 79 = 265 rezova.

Drugi razred - B kategorija

1. Da bi dati izraz bio definisan potrebno je da va�i x ̸= 0 i
7x− 1

x
> 0, odnosno x ∈ (−∞, 0) ∪[

1

7
,+∞

)
= D. Daǉe, svako x ∈ D takvo da va�i

x− 1

x
< 0 je rexeǌe date nejednaqine (jer je leva strana

uvek nenegativna), odnosno svi x ∈
[
1

7
, 1

)
= R1 su rexeǌa date nejednaqine. Neka je daǉe, x ∈ D \ R1.

Tada, data nejednaqina je ekvivalentna sa

7x− 1

x
>

(x− 1)2

x2
, tj. 0 <

7x− 1

x
− (x− 1)2

x2
=

6x2 + x− 1

x2
.

Posledǌa nejednaqina je ekvivalentna sa 6x2 + x− 1 > 0. Rexeǌa odgovaraju�e kvadratne jednaqine su

x1 = −1

2
i x2 =

1

3
, pa su u ovom sluqaju rexeǌa svi x ∈

(
−∞,−1

2

)
∪ [1,+∞).

Konaqno, rexeǌa nejednaqinu su svi x ∈
(
−∞,−1

2

)
∪
[
1

7
,+∞

)
2. Levu stranu date jednaqine mo�emo zapisati kao

(x2 + x+ 3)(x2 + 3x+ 3) = (x2 + 2x+ 3− x)(x2 + 2x+ 3 + x) = (x2 + 2x+ 3)2 − x2,

pa je data jednaqina ekvivalentna sa (x2+2x+3)2 = 4x2. Dakle, rexeǌa poqetne jednaqine su sva rexeǌa
jednaqina x2 + 2x+ 3 = 2x i x2 + 2x+ 3 = −2x. Prva kvadratna jednaqina nema rexeǌa u skupu realnih
brojeva, dok su rexeǌa druge x1 = −1 i x2 = −3. Ovo su ujedno i sva rexeǌa date jednaqine.

3. Posmatrajmo ostatak leve strane jednakosti pri deǉeǌu sa 9. Broj 3a2 + 3a = 3a(a+ 1) daje ostatak
0 ili 6 pri deǉeǌu sa 9 (jer a2 + a daje ostatak 0 ili 2 pri deǉeǌu sa 3), pa leva strana jednkosti
daje ostatak 7 ili 4 pri deǉeǌu sa 9. Sa druge strane, tre�i stepen celog broja pri deǉeǌu sa 9 daje
ostatak 0, 1 ili 8, pa data jednaqina nema rexeǌa u skupu celih brojeva.



4. Neka su G i H taqke na pravoj BC takve da je AG ∥ BI i AH ∥ CI. Tada je ^GAB = ^ABI = ^IBE =
^AGB, pa je AB = GB. Sliqno je CH = AC. Daǉe, iz Talesove teoreme imamo

EI

AI
=

EB

BG
=

EB

AB
i

EI

AI
=

EC

CH
=

EC

AC
,

pa je
EI

AI
=

BE + EC

AB +AC
=

BC

AB +AC
, xto je i trebalo dokazati.

5. Svaki element skupa {1, 2, . . . , n} nalazi se u skupu A, B, C ili (A∪B ∪C)c, pa je tra�eni broj jednak
broju rasporeda brojeva {1, 2, . . . , n} u ova qetiri skupa tako da su zadovoǉeni dati uslovi. Odredimo
broj ovih rasporeda.

Element koji pripada skupu A ∩ C mo�emo izabrati na n naqina. Izaberimo zatim dva elementa
koji pripadaju skupu A ∩ B. Ovi elementi razliqiti su od elementa koji se nalazi u A ∩ C (jer je

A ∩ B ∩ C = ∅), pa ǌih mo�emo izabrati na
(n− 1)(n− 2)

2
naqina. Svaki od preostalih n − 3 mo�emo

smestiti: 1) ili samo u skup A (tj. u skup A\(B∪C)); 2) ili samo u skup B (tj. u skup B\(A∪C)); 3) ili
samo u skup C (tj. u skup C \ (A∪B)); 4) ili u skup B∩C; 5) ili ni u jedan od skupova A,B,C. Dakle, za

ǌihovo razmextaǌe imamo 5n−3 naqina, pa tra�ene podskupove mo�emo odabrati na
n(n− 1)(n− 2)

2
·5n−3

naqina.

Tre�i razred - B kategorija

1. Predstavimo kompleksne brojeve a i b u trigonometrijskom obliku, tj. a = 2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
i b =

2

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)
. Po Muavrovoj formuli imamo a3 = 8(cos 2π+ i sin 2π) = 8 i b3 = 8(cos 4π+ i sin 4π) = 8.

Sada, ako je n oblika 3k + 1 imamo

an + bn + cn = a3k+1 + b3k+1 + c3k+1 = a · (a3)k + b · (b3)k + c · (c3)k = 8k(a+ b+ c) = 0,

a ako je n oblika 3k + 2 imamo

an + bn + cn = a3k+2 + b3k+2 + c3k+2 = a2 · (a3)k + b2 · (b3)k + c2 · (c3)k = 8k(a2 + b2 + c2) = 0.

Dakle, ako n nije deǉivo sa 3 va�i an + bn + cn = 0.

2. Iz uslova zadatka je

0 = a⃗ · b⃗ = (m⃗+ 3n⃗) · (7m⃗− 5n⃗) = 7m⃗ · m⃗+ 16m⃗ · n⃗− 15n⃗ · n⃗ = 7|m⃗|2 + 16m⃗ · n⃗− 15|n⃗|2

0 = c⃗ · d⃗ = (m⃗− 4n⃗) · (7m⃗− 2n⃗) = 7m⃗ · m⃗− 30m⃗ · n⃗+ 8n⃗ · n⃗ = 7|m⃗|2 − 30m⃗ · n⃗+ 8|n⃗|2.

Iz prve jednakosti dobijamo da je m⃗ · n⃗ =
15|n⃗|2 − 7|m⃗|2

16
, a iz druge da je m⃗ · n⃗ =

7|m⃗|2 + 8|n⃗|2

30
, pa

je 30(15|n⃗|2 − 7|m⃗|2) = 16(7|m⃗|2 + 8|n⃗|2), tj. |m⃗| = |n⃗|. Neka je α ugao izme�u vektora m⃗ i n⃗. Tada je
m⃗ · n⃗ = |m⃗|2 cosα, pa iz prve jednakosti dobijamo |m⃗|2 cosα = |m⃗|2/2, tj. α = π/3.

3. Neka je x2−ax = b i x3−ax = c. Tada je c = x3−ax = x(ax+b)−ax = ax2+(b−a)x = a(ax+b)+(b−a)x =

(a2 − a+ b)x+ ab, tj. c− ab = (a2 − a+ b)x. Prema tome, ako je a2 − a+ b ̸= 0, tada je x =
c− ab

a2 − a+ b
, pa kako

su c− ab i a2 − a+ b racionalni brojevi (jer je a, b, c ∈ Q), to je i x racionalan broj.
Dakle, dovoǉno je dokazati da a2 − a+ b ̸= 0. Pretpostavimo suprotno, tj. da je

a2 − a+ b = x2 − ax+ (a2 − a) = 0.

Diskriminanta ove kvadratne jednaqine (po x) je D = a2 − 4(a2 − a) = a(4 − 3a), pa kako je a >
4

3
, to je

D < 0, odnosno dobijena kvadratna jednaqina nema realnih rexeǌa, xto je kontradikcija.

4. Ako su k1, k2 i k3 istog polupreqnika, trougao O1O2O3 je jednakostraniqan i O mu je centar. Dakle,
treba dokazati obratno tvr�eǌe. Obele�imo sa P1, P2 i P3 taqke dodira kru�nica k2 i k3, k3 i k1, k1
i k2, redom.

Neka su polupreqnici kru�nica k1, k2 i k2, redom r1, r2, r3, i neka je O1O2 = c, O2O3 = a i O3O1 = b.
Tada je O1O2 = O1P3 + P3O2 = r1 + r2, i sliqno O2O3 = r2 + r3, O3O1 = r3 + r1. Rexavaǌem ovog sistema



dobijamo da je r1 =
b+ c− a

2
, r2 =

c+ a− b

2
i r3 =

a+ b− c

2
, odnosno P1, P2 i P3 su taqke u kojima upisani

krug trougla O1O2O3 dodiruje stranice O2O3, O3O1 i O1O2, redom. Taqka O je centar upisanog kruga
trougla O1O2O3, pa iz Pitagorine teoreme dobijamo OO2

1 = r2 + r21, OO2
2 = r2 + r22 i OO2

3 = r2 + r23, gde je
r polupreqnik kruga upisanog u trougao O1O2O3. Sa druge strane, kru�nica k dodiruje kru�nice k1,
k2 i k3, pa va�i OO1 + r1 = R, OO2 + r2 = R i OO3 + r3 = R, gde je R polupreqnik kru�nice k. Sada je

r2 + r21 = OO2
1 = (R− r1)

2 = R2 − 2Rr1 + r21, pa je r1 =
R2 − r2

2R
, i sliqno r2 = r3 =

R2 − r2

2R
, qime je tvr�eǌe

dokazano.

5. a) Dati broj se mo�e dobiti na slede�i naqin (slovo iznad strelice naznaqava koja je maxina
upotrebǉena)

(19, 81) →V (81, 19) →B (62, 19) →B (43, 19) →B (24, 19) →B (5, 19) →V (19, 5) →B (14, 5) →B (9, 5) →B (4, 5)

→V (5, 4) →B (1, 4) →V (4, 1) →A (5, 1) →A (6, 1) →V (1, 6) →A (7, 6) →V (6, 7) →A (13, 7) →V (7, 13).

b) Doka�imo slede�e: ako smo upotrebom neke od tri maxine od para (m,n) dobili par (m′, n′) takav
da su m′ i n′ deǉivi sa 3, tada su i m i n deǉivi sa 3.

Da bismo dokazali ovo tvr�eǌe, dovoǉno je razmotriti tri sluqaja u zavisnosti od toga koju smo
maxinu upotrebili. Ako smo upotrebili maxinu A tada je m′ = m − n, a n′ = n. Dakle, m = m′ + n′

i n = n′, pa su brojevi m i n deǉivi sa 3. Sliqno, ako smo upotrebili maxinu B va�i m = m′ − n′ i
n = n′, a ako smo upotrebili maxinu V va�i m = n′ i n = m′, pa su m i n zaista deǉivi sa 3.

U datom primeru broj 19 nije deǉiv sa 3, tako da se upotrebom datih maxina ne mo�e dobiti broj
(12, 21).

Qetvrti razred - B kategorija

1. Data nejednakost ekvivalentna je sa lnx− 2(x− 1)

x+ 1
> 0, za x > 1. Neka je f : [1,+∞) → R, definisana

sa f(x) = lnx− 2(x− 1)

x+ 1
. Tada je

f ′(x) =
1

x
− 2(x+ 1)− 2(x− 1)

(x+ 1)2
=

(x− 1)2

x(x+ 1)2
.

Kako je f ′(x) > 0, za x > 1, funkcija f je rastu�a na (0,+∞), pa kako je neprekidna u 1 dobijamo
f(x) > f(1) = 0, za x > 1.

2. Neka je O presek dijagonala qetvorougla ABCD, taqke A′,B′,C ′,D′ podno�ja normala iz O na stra-
nice AB,BC,CD,DA, redom, i OA′ = a′,OB′ = b′,OC ′ = c′,OD′ = d′. Po teoremi o tri normale je
^A′V O = α,^B′V O = β,^C ′V O = γ,^D′V O = δ, pa je iz odgovaraju�ih pravouglih trouglova

ctg 2α+ ctg 2γ =
H2

a′2
+

H2

c′2
, ctg 2β + ctg 2δ =

H2

b′2
+

H2

d′2
,

gde je H du�ina visine piramide. Dvostruka povrxina pravouglog trougla AOB jednaka je a′ · AB =
AO ·BO, pa je

1

a′2
=

AB2

AO2 ·BO2
=

AO2 +BO2

AO2 ·BO2
=

1

BO2
+

1

AO2
.

Sliqno dobijamo 1/b′2 = 1/BO2 + 1/CO2, 1/c′2 = 1/CO2 + 1/DO2 i 1/d′2 = 1/DO2 + 1/AO2, odakle sledi
tvr�eǌe zadatka.

3. Broj 3x + 7y deǉiv je sa 19, pa je i broj 8(3x + 7y) = 24x + 56y deǉiv sa 19. Sada, kako su brojevi
24x+56y i 19x+19y deǉivi zakǉuqujemo da je i ǌihov zbir, tj. 43x+75y deǉiv sa 19, xto je i trebalo
dokazati.

4. Neka je AB hipotenuza trougla ABC i neka spoǉa pripisana kru�nica k koja odgovara hipotenuzi
dodiruje prave AB,BC,CA u taqkama R,P ,Q, redom. Ako je O centar kru�nice k, tada va�i OP ⊥ BC,
OQ ⊥ CA, PC ⊥ CQ i OP = OQ = R, pa je qetvorougao OPCQ kvadrat. Sa druge strane, BP i BR su
tangente iz B na k, pa je BR = BP . Sliqno je i AR = AQ, pa je c = BR+AR = BP +AQ = CP −BC+CQ−
AC = 2R−a−b, gde je a = BC i b = AC. Dakle, 2R = a+b+c. Sada je 4R2 = (a+b+c)2 = 2c2+2(ab+bc+ca),
pa kako va�i 2ab6 a2 + b2 i (a+ b)2 6 2(a2 + b2), to je

2R2 = c2 + ab+ c(a+ b) 6 c2 +
a2 + b2

2
+ 2c

√
a2 + b2

2
=

(
3

2
+
√
2

)
c2.



Kako je
3

2
+
√
2 = 2

(
1 +

√
2

2

)2

, iz prethodne nejednakosti sledi tra�ena.

5. a) Zapiximo a = pα1
1 pα2

2 . . . pαk

k i b = pβ1

1 pβ2

2 . . . pβk

k , gde su pi, za i ∈ {1, 2, . . . , k}, razliqiti prosti
brojevi, ali pritom dozvoǉavamo da neki od brojeva αi, βi budu nule (u sluqaju da neki od brojeva a
i b ima proste qinioce koje drugi nema). Primetimo da ako dozvolimo da su neki od ǌih nule, to ne
utiqe na definiciju funkcije f , jer za svaki prost broj p va�i p0

2

= 1.
Sada je ab = pα1+β1

1 pα2+β2

2 . . . pαk+βk

k , pa je

f(ab) = p
(α1+β1)

2

1 p
(α2+β2)

2

2 . . . p
(αk+βk)

2

k .

S druge strane je f(a) = p
α2

1
1 p

α2
2

2 . . . p
α2

k

k i f(b) = p
β2
1

1 p
β2
2

2 . . . p
β2
k

k , pa je

(f(a) · f(b))2 = p
2(α2

1+β2
1)

1 p
2(α2

2+β2
2)

2 . . . p
2(α2

k+β2
k)

k .

Po nejednakosti izme�u aritmetiqke i kvadratne sredine, za sve i ∈ {1, 2, . . . , k} va�i (αi+βi)
262(α2

i +β2
i ),

odakle dobijamo tra�enu nejednakost.
b) Neka je a = pα1

1 pα2
2 . . . pαk

k , gde su pi razliqiti prosti brojevi i αi ∈ N, za i ∈ {1, 2, . . . , k}. Tada je

f
(
a2

n
)
= f

(
p2

nα1
1 p2

nα2
2 . . . p2

nαk

k

)
= p

(2nα1)
2

1 p
(2nα2)

2

2 . . . p
(2nαk)

2

k

= p
4nα2

1
1 p

4nα2
2

2 . . . p
4nα2

k

k = (pα1
1 pα2

2 . . . pαk

k )
4n

= f(a)4
n

.


