
Druxtvo matematiqara Srbije

Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Rexeǌa zadataka

Prvi razred - A kategorija

1. Primetimo da brojevi −a,−b i −c tako�e zadovoǉavaju uslove zadatka, pa moжemo pretpostaviti da
je barem jedan od brojeva a, b i c nenegativan. Dati uslov je simetriqan, pa, bez umaǌeǌa opxtosti,
moжemo pretpostaviti da je a6 b6 c. Po uslovu zadatka je

|c|+ |a|6 |a− b|+ |b− c| = b− a+ c− b = |c− a|,

a iz nejednakosti trougla, |c − a| 6 |c| + |a|. Dakle, u svakoj od prethodnih nejednakosti mora vaжiti
jednakost, pa je c = |c| = |a− b| = b− a, tj. b = c+ a.

2. Po uslovu zadatka qetvorougao ABQP je tange-
ntan, pa je AB + PQ = AP +BQ, odnosno

AB + PQ = AC − CP +BC − CQ.

Samim tim, obim trougla PQC jednak je a + b − c.
(Tangenta 66, str. 40, zad. 5)
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3. Dokaza�emo da je a = b = c = d = 0 jedino rexeǌe ove jednaqine. Pretpostavimo suprotno, tj.
da je qetvorka celih brojeva (a, b, c, d) 6= (0, 0, 0, 0) rexeǌe date jednaqine. Neka je u =NZD (a, b, c, d) i
a = ux, b = uy, c = uz, d = ut. Deǉeǌem polazne jednaqine sa u2 dobijamo

6(6x2 + 3y2 + z2) = 5t2, (∗)

pri qemu je NZD (x, y, z, t) = 1. Iz date jednakosti odmah zakǉuqujemo da je t deǉivo sa 6, tj. t = 6t1,
t1 ∈ Z. Zamenom u (∗) dobijamo 6x2 + 3y2 + z2 = 30t21, pa je 3y2 + z2 paran broj, odnosno y i z su iste
parnosti. Primetimo da kvadrati neparnih brojeva daju ostatak 1 pri deǉeǌu sa 8, a kvadrati parnih
0 ili 4. Ako su y i z neparni brojevi, tada je 3y2+ z2 ≡ 4 (mod 8), pa je i 30t21− 6x2 ≡ 4 (mod 8), a samim
tim i 15t21 − 3x2 ≡ 2 (mod 4). Odavde zakǉuqujemo da je 15t21 − 3x2 paran broj, pa su brojevi t1 i x iste
parnosti. Ako su oba parna, tada je 15t21−3x2 ≡ 0 (mod 4), a ukoliko su oba neparna 15t21−3x2 ≡ 15−3 ≡ 0
(mod 4), xto nije mogu�e. Dakle, brojevi y i z moraju biti parni. Neka je y = 2y1 i z = 2z1. Zamenom u
(∗) i deǉeǌem sa 12 dobijamo

3x2 + 6y21 + 2z21 = 15t21.

Dakle, 15t21−3x2 je paran broj, pa su x i t1 iste parnosti. Kako je NZD(x, y, z, t) = 1, to su x i t1 neparni.
Tada je 3x2 − 15t21 ≡ 4 (mod 8), pa je 6y21 + 2z21 ≡ 4 (mod 8), odnosno 3y21 + z21 ≡ 2 (mod 4). Dakle, y1 i z1 su
iste parnosti, pa sliqno kao u prethodnom delu zadatka zakǉuqujemo da je 3y21 + z21 ≡ 0 (mod 4), xto je
kontradikcija.

4. Izaberimo taqku E na pravoj BC tako da vaжi
raspored E − C − B i EC = AD. Po uslovu zada-
tka je ∢ACE = 180◦ − ∢ACB = ∢DAC, pa su trou-
glovi ACD i CAE podudarni (AD = CE,AC = CA
i ∢DAC = ∢ECA). Dakle, ∢ADC = ∢BEA i
∢EAC = ∢DCA. Sa druge strane, trougao ABE
je jednakokraki, pa je ∢CDA = ∢BEA = ∢BAE =
∢EAC + ∢CAB = ∢ACD + ∢CAB, xto je i trebalo
dokazati.
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5. Svaka ekipa odigrala je po 9 meqeva, a kako nema nerexenih rezultata, to je xi + yi = 9, za sve
1 6 i 6 10. Na svakom mequ pobedila je taqno jedna ekipa, pa je zbir x1 + x2 + . . . + xn jednak ukupnom



broju odigranih meqeva, tj.

(

10

2

)

= 45. Sada je

y21 + y22 + . . .+ y210 =(9− x1)
2 + (9− x2)

2 + . . .+ (9− x10)
2

=10 · 81− 18 · (x1 + x2 + . . .+ x10) + x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
10

= x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
10,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 72, M1126)

Drugi razred - A kategorija

1. Datu nejednakost dovoǉno je dokazati u sluqaju α, β, γ ∈
(

0,
π

2

)

, jer za svako x ∈ R postoji x′ ∈
(

0,
π

2

)

tako da vaжi sinx′ = | sinx| i cosx′ = | cosx|. Traжena nejednakost sada sledi iz

sinα sinβ sin γ + cosα cosβ cos γ 6 max{sin γ, cos γ} · (sinα sinβ + cosα cosβ) = max{sin γ, cosγ} · cos(α− β) 6 1.

(Tangenta 65, str. 38, zad. 1)

2. Zapiximo jednaqinu kao kvadratnu po y: y2 − a(x + 1)y + (x2 + ax + a) = 0. ǋena diskriminanta je
D(x) = a2(x + 1)2 − 4(x2 + ax + a) = (a2 − 4)x2 + (2a2 − 4a)x + (a2 − 4a). Da bi polazna jednaqina imala
realna rexeǌa potrebno je i dovoǉno da za neko x ∈ R vaжi D(x) > 0. Ako je |a| > 2, takvo x postoji.
Sa druge strane, ako je |a| < 2, takvo x postoji ako i samo ako je diskriminanta kvadratne jednaqine
D(x) = 0 nenegativna. Dakle, 0 6 4(a2 − 2a)2 − 4(a2 − 4)(a2 − 4a) = 32a(a− 2), pa je a 6 0. Najzad, za a = 2
je D(x) = −4 za sve x, pa tada polazna jednaqina nema rexeǌa, a za a = −2 je D(x) = 16x+12, xto uzima
i pozitivne vrednosti, pa tada polazna jednaqina ima rexeǌa.

Odgovor je a ∈ (−∞, 0] ∪ (2,∞).

3. Ukoliko broj b ima taqno k cifara u decimalnom zapisu, dati uslov ekvivalentan je sa

a+
b

10k
=

b

a
,

odnosno ab = (b − a2)10k. Primetimo da su brojevi b i b − a2 uzajamno prosti, jer su brojevi b i a2

uzajamno prosti. Sliqno, brojevi a i b− a2 su uzajamno prosti, pa kako b− a2 deli ab, to je b− a2 = 1 i
ab = 10k. Iz prve jednakosti je b > a, pa iz druge zakǉuqujemo da je (a, b) = (1, 10k) ili (a, b) = (2k, 5k) (a i
b su uzajamno prosti). U prvom sluqaju dobijamo 10k = 2, xto nije mogu�e. Drugi sluqaj ekvivalentan
je sa 5k − 4k = 1, odnosno

5k

4k
− 1 =

1

4k
.

Primetimo da je za k > 1 desna stana prethodne jednakosti maǌa od 1/4, a leva ve�a od 5/4 − 1 = 1/4,
pa je k = 1.

Jedino rexeǌe je par (a, b) = (2, 5). (Tangenta 70, M1090)

4. Neka je PQ tetiva kruжnice k2 koja prolazi
kroz T i normalna je na O1O2, i neka ona seqe pravu
O1O2 u taqki M a kruжnicu k1 drugi put u taqki S.
Kako je ∢BTO2 = ∢O2ST = ∢O2TS, sledi AT = PT
i BT = QT . Neka je O1M = x. Iz Pitagorine
teoreme dobijamo

QM2 =QO2
2 −MO2

2 = (2r)2 − (r − x)2 = 3r2 + 2rx− x2

TM2 =TO2
1 −MO2

1 = r2 − x2.

Kako je PT = PM − TM = QM − TM i QT =
QM + TM , dobijamo

PT 2 +QT 2 = 8r2 + 4rx− 4x2 = 9r2 − (2x− r)2.

Ova vrednost dostiжe maksimum za x = r/2. Sa-
da iz △TO1M sledi ∢TO1M = 60◦, pa je △TO1O2

jednakostraniqan, tj. ∢ATO2 = 150◦.
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5. Primetimo da su u poqetnoj poziciji poǉa na glavnoj dijagonali table bele boja, kao i da se
simetrijom u odnosu na glavnu dijagonalu bela poǉa slikaju u bela, a crna u crna. Dakle, na poqetku
je broj crnih poǉa paran. Da bi ostvario svoj ciǉ, Bane moжe igrati na slede�i naqin: kada Aca
promeni boju poǉima i-te po redu vrste gledano od gorǌe ivice, on promeni boju poǉima i-te po redu
kolone gledano sleva. Zaista, posle svakog odigranog poteza sva poǉa na glavnoj dijagonali ostaju
bele boje (taqno jednom poǉu se boja meǌa i to dva puta), a tabla ostaje simetriqna u odnosu na glavnu
dijagonalu, pa je broj crnih poǉa paran.

Tre�i razred - A kategorija

1. Da bi dati izrazi bili definisani mora biti x > 0 i y > 0. Par (x, y) = (1, 1) je rexeǌe datog
sistema. Tako�e, ako je x = 1 tada je y = 1, i sliqno, ako je y = 1 tada je x = 1. Zato, moжemo
pretpostaviti da je x 6= 1 i y 6= 1. Logaritmovaǌem (sa osnovom 10) datih jednakosti dobijamo sistem

( 4
√
x+

√
y) · log x =

8

3
· log y

( 4
√
x+

√
y) · log y =

2

3
· log x

, odnosno

4
√
x+

√
y =

8 log y

3 log x

4
√
x+

√
y =

2 log x

3 log y

.

Iz posledǌeg sistema dobijamo 4 · log2 y = log2 x, odnosno 2 · log y = log x ili 2 · log y = − logx. Ako je
2 · log y = log x, tada x = y2, pa iz posledǌeg sistema dobijamo 2

√
y = 4/3, tj. (x, y) = (16/81, 4/9). Ako je

2 · log y = − logx, tada je 4
√
x+

√
y < 0, xto nije mogu�e.

Rexeǌa sistema su parovi (x, y) = (1, 1) i (x, y) =

(

16

81
,
4

9

)

. (Tangenta 72, M1129)

2. Posmatrajmo inverziju sa centrom u N i polupreqnikom NS. Ovom inverzijom se kruжnica C
preslikava u pravu t i obratno, prava t u kruжnicu C. Samim tim se taqke A i B preslikavaju u taqke
A′ i B′, redom. Kruжnica k, normalna na kruжnicu C, preslikava se u kruжnicu k′, normalnu na pravu
t. To znaqi da je centar kruжnice k′ na pravoj t i da je duж A′B′ preqnik kruжnice k′. Prava NO
preslikava se u samu sebe, pa kako je ona normalna na kruжnicu k, normalna je i na ǌenu sliku k′.
Drugim reqima, centar kruжnice k′ leжi na pravoj ON . Kako centar kruжnice k′ pripada i pravoj t
i pravoj ON , on se poklapa sa O′. Taqka O′ je centar kruжnice k′, a A′B′ ǌen preqnik, pa je O′ zaista
sredixte duжi A′B′. (Tangenta 65, M982)

S

N

A

B

O

A′B′ O′ S

N

A′B′ O′C′

k′

Op 2014 3A 4

3. Neka su n i m jedinstveni prirodni brojevi takvi da je x = n2 +m i 0 6m 6 2n. Za x 6 3 rexeǌa
zadatka su x = 1 i x = 3, pa moжemo pretpostaviti da je x > 3.

Primetimo da vaжi (n− 1)x+1 < (x− 1)
√
x, jer je to nakon kvadriraǌa i sre�ivaǌa ekvivalentno sa

1 < (2n− 3)x(x − 1) +mx2. Sa druge strane je (x − 1)
√
x < (n+ 1)x (jer je

√
x < n+ 1 i x− 1 < x), pa je

n− 1 <
⌊(x− 1)

√
x⌋

x
< n+ 1.

Kako je po uslovu zadatka ⌊(x − 1)
√
x⌋ deǉivo sa x, to je [(x − 1)

√
x] = nx, tj. nx 6 (x − 1)

√
x < nx + 1.

Kvadriraǌem i sre�ivaǌem dobijamo 0 6 (m − 2)x + 1 < 2n+ 1/x. Leva nejednakost daje m > 2, a desna
(m − 2)x 6 2n − 1. Kako je n > 2, to je x > n2 > 2n − 1, pa je m = 2. Prema tome, sva rexeǌa su x = 1 i
x = n2 + 2 za n ∈ N.

4. Pretpostavimo suprotno. Tada je x+ y < 60◦, gde je x = ∢MAB i y = ∢MBC. Zato je cos(x+ y) > 1/2,
te je

sinx sin y =
cos(x− y)− cos(x+ y)

2
6

1− cos(x+ y)

2
<

1− 1

2

2
=

1

4
. (∗)



Sa druge strane, primenom sinusne Qevine teo-
reme, imamo

sinx sin y sin γ
2

sin 30◦ sin 30◦ sin γ
2

= 1, gde je γ = ∢ACB,

odnosno sinx sin y = sin2 30◦ = 1/4. Ovo je u supro-
tnosti sa (∗), te dolazimo do kontradikcije.
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5. Neka je An skup svih poploqavaǌa i an = |An|. Oznaqimo sa ξ gorǌi-levi ugao kvadratne table. Neka
je Hn skup poploqavaǌa u kome je ξ pokriveno horizontalnom dominom, Vn skup poploqavaǌa u kome je
ξ pokriveno vertikalnom dominom, i Kn skup poploqavaǌa u kome je ξ pokriveno kvadratom. Tada je
|An| = |Hn|+ |Vn|+ |Kn|. Oqigledno je da je |Vn| = an−1 i |Kn| = an−2. Ako je ξ pokriveno horizontalnom
dominom, onda doǌi levi ugao tako�e mora biti pokriven horizontalnom dominom, pa je |Hn| = an−2.
Zakǉuqujemo da je za n> 2 ispuǌeno

an = an−1 + 2an−2. (∗)
Tako�e, imamo da je a1 = 1 i a2 = 3. Ukoliko dodamo an i levoj i desnoj strani jednakosti (∗) dobijamo
an + an−1 = 2(an−1 + an−2), pa ako sa bn oznaqimo bn = an + an−1 dobijamo da je b2 = 4 i bn = 2bn−1, za
n > 3. To znaqi da je bn = 4 · 2n−2 = 2n, za n ≥ 2.

Ukoliko oduzmemo 2an−1 od leve i desne strane jednakosti (∗) dobijamo an − 2an−1 = −(an−1 − 2an−2).
Neka je cn = an − 2an−1. Tada je cn = −cn−1, pa je cn = (−1)n−2c2 = (−1)nc2 = (−1)n(a2 − 2a1) = (−1)n. Sada

moжemo zakǉuqiti da je an =
2bn + cn

3
=

2n+1 + (−1)n

3
, za sve n ∈ N.

Qetvrti razred - A kategorija

1. Neka je V (X) zapremina tela X i f(x) = V (T ∩[0, x]3)−V (T ∩[x, 1]3). Funkcija f je definisana na [0, 1].
Ako je x ∈ [0, 1) i d > 0 takvo da je x+ d 6 1, onda je

f(x+ d)− f(x) = V (T ∩[0, x+ d]3)− V (T ∩[x+ d, 1]3)− V (T ∩[0, x]3) + V (T ∩[x, 1]3)
= V

(

T ∩
(

[0, x+ d]3 \ [0, x]3
))

+ V
(

T ∩
(

[x, 1]3 \ [x+ d, 1]3
))

6 V
(

[0, x+ d]3 \ [0, x]3
)

+ V
(

[x, 1]3 \ [x+ d, 1]3
)

= d((x + d)2 + (x + d)d+ d2) + d((1 − x)2 + (1− x)(1 − x− d) + (1 − x− d)2) 6 6d

(jer je a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2) i 0 6 d, x + d, 1 − x, 1 − x − d 6 1), pa je f neprekidna na [0, 1]. Kako
je f(0) = −α < 0 i f(1) = α > 0, postoji y za koje je f(y) = 0, pa su K1 = [0, y]3 i K2 = [y, 1]3 kocke koje
ispuǌavaju uslove zadatka.

2. a) Neka je X sluqajna veliqina koja predstavǉa broj pogodaka u 4 ga�aǌa. Na osnovu redosleda
qinilaca i broja sabiraka jasno je koji je raspored pogodaka i promaxaja u 4 bacaǌa u svakom od
narednih sluqajeva:

P{X = 0} =
1

2
· 1
2
· 1
3
· 1
3
=

1

36
;

P{X = 1} =2 · 1
2
· 1
2
· 2
3
· 1
3
+ 2 · 1

2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

17

72
;

P{X = 2} =
1

2
· 1
2
· 2
3
· 2
3
+ 5 · 1

2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

61

144
;

P{X = 3} =4 · 1
2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

1

4
;

P{X = 4} =
1

2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

1

16
.

Raspodela sluqajne veliqine X je X :

(

0 1 2 3 4
1

36

17

72

61

144

1

4

1

16

)

.

b) Koxarkax ima tri pogotka u 4 sluqaja, pri qemu svaki ima istu verovatno�u. U taqno jednom od

ovih sluqajeva se promaxaj dogodio u tre�em bacaǌu, pa je traжena verovatno�a 1− 1

4
=

3

4
. (Tangenta

68, M1047)



3. Neka je 5pq − 1 = x5, gde je x ∈ N. Tada je

5pq = x5 + 1 = (x+ 1)(x4 − x3 + x2 − x+ 1). (∗)

Po Maloj Fermaovoj teoremi je x5 ≡ x (mod 5), a iz prethodne jednakosti i x5 + 1 ≡ 0 (mod 5), pa je
x ≡ −1 (mod 5). Sada je x4 − x3 + x2 − x + 1 ≡ 0 (mod 5), pa 25 | x5 + 1, odnosno 5 | pq. Kako su p
i q prosti brojevi, zakǉuqujemo da je jedan od ǌih jednak 5, npr. p = 5. Jednaqina (∗) sada postaje
25q = (x+ 1)(x4 − x3 + x2 − x+ 1). Kako je x+ 1 > 5, to je x4 − x3 + x2 − x+ 1 = x3(x− 1) + x(x − 1) + 1 > 5,
pa iz

q =
x+ 1

5
· x

4 − x3 + x2 − x+ 1

5
,

zakǉuqujemo da je x+ 1 = 5, a samim tim q = 41.
Jedina rexeǌa su parovi (p, q) ∈ {(5, 41), (41, 5)}.

4. Izaberimo taqku Y na pravoj BC tako da
vaжi raspored Y − B − C i da je ∢Y AB = ∢ADB.
Qetvorougao ABCD je tetivan, pa vaжi ∢ABY =
180◦ − ∢ABC = ∢ADC, a kako je AB = AD i
∢Y AB = ∢ADX, to je △ABY ∼= △ADX. Iz ove
podudarnosti je BY = DX i AY = AX. Daǉe,
iz ∢Y AB = ∢ADB zakǉuqujemo da je AY tangenta
kruжnice opisane oko qetvrougla ABCD, pa je

AX2 = AY 2 = Y B · Y C = DX · (DX +BC),

odakle dobijamo traжenu jednakost.

X

A

C

B

D

Y
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5. Neka je ABCD dati trapez, pri qemu je AB = 5 i CD = 1. Visina ovog trapeza je
√
3. Uoqimo

pravilan xestougao CDA1A2A3A4 (A1 se nalazi u unutraxǌosti trapeza) i jednakostraniqne trouglove
A1A2A5 i A3A4A6 (A5 i A6 se nalaze van xestougla). Kako je CA3 = DA2 =

√
3, to se taqke A2 i A3, a

samim tim i taqke A5 i A6, nalaze na stranici AB. Tako�e, iz A2A5 = A2A3 = A3A6 = 1 zakǉuqujemo da
je AA5 = BA6 = 1. Oznaqimo sa O centar xestougla.

Posmatrajmo 11 taqaka O,A,B,C,D,A1, . . . , A6. Sve one se nalazi u trapezu, pa su prekrivene nekim
od 10 krugova polupreqnika r. Samim tim, barem dve od ǌih su prekrivene istim krugom, pa je ǌihovo
rastojaǌe najvixe 2r. Sa druge strane, rastojaǌe svake dve od ovih 11 taqaka je barem 1, pa je 2r > 1,
xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 65, M986)



Druxtvo matematiqara Srbije

Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Rexeǌa zadataka

Prvi razred - B kategorija

1. Po definiciji funkcije f je

f(x) = f

(

2 · x− 1

2
+ 1

)

= 4 ·
(

x− 1

2

)2

+ 4 · x− 1

2
= x2 − 1,

za sve x ∈ R. Specijalno, f(3) = 32 − 1 = 8.
Primetimo da je f(1) = f(−1) = 0, pa funkcija nije 1-1. Tako�e, za svako x ∈ R vaжi f(x) = x2−1 > −1,

pa funkcija nije ni ,,na”. (Tangenta 69, str. 28, zad. 3)

2. Ukoliko su istinitosne vrednosti slova τ(p) = ⊤, τ(q) = ⊥ i τ(r) = ⊤, tada je τ(p ⇔ (q ∨ r)) = ⊤, a
τ((p ∧ r) ⇔ (q ∧ r)) = ⊥, pa data formula nije tautologija. (Tangenta 65, str. 34, zad. 1)

3. Neka je x broj ǉudi koji su dobili laжni lek. Tada je ǌih 300 − x dobilo pravi lek. Poxto 20%

ǉudi koji su dobili laжni lek tvrde da im je boǉe, ǌih ima
x

5
. Tako�e, 80% onih koji su dobili pravi

lek tvrde da im je boǉe, pa je ǌih
4(300− x)

5
. Onih koji tvrde da im je boǉe ima 40% od 300, odnosno

120. Dakle,
x

5
+

4(300− x)

5
= 120, pa je x = 200. (Tangenta 69, M1060)

4. Prvu cifru ovog broja moжemo izabrati na 3 naqina. Nakon odabira prve cifre drugu cifru
moжemo izabrati na dva naqina (ona mora biti razliqita od prve cifre). Sliqno, tre�u, kao i svaku
narednu cifru, moжemo odabrati na dva naqina (ona mora biti razliqita od prethodno odabrane), pa
je traжeni broj jednak 3 · 299.
5. Imamo tri mogu�nosti.

1◦ Oba Francuza dobila su kǌigu na francuskom jeziku. U ovom sluqaju Francuzima kǌige moжemo
pokloniti na 2 naqin. Za Engleze imamo 5 mogu�ih kǌiga, pa ǌima kǌige moжemo pokloniti na
5 · 4 · 3 = 60 naqina. Dakle, ukupan broj naqina da se osobama poklone kǌige je u ovom sluqaju
2 · 60 = 120.

2◦ Jedan Francuz je dobio kǌigu na francuskom jeziku, a drugi na srpskom. U ovom sluqaju potrebno
je izabrati koji �e od Francuza dobiti kǌigu na francuskom jeziku, zatim izabrati jednu od
dve kǌige koju �e on dobiti, a zatim izabrati jednu od dve kǌige na srpskom jeziku koju �emo
pokloniti drugom Francuzu. Dakle, Francuzima kǌige moжemo pokloniti na 8 naqina. Za Engleze
ostaju 4 kǌige (tri na engleskom i jedna na srpskom jeziku), pa ǌima kǌige moжemo pokloniti na
4 · 3 · 2 = 24 naqina. Ukupan broj naqina da se osobama poklone kǌige u ovom sluqaju je 8 · 24 = 192.

3◦ Oba Francuza dobila su kǌige na srpskom jeziku. U ovom sluqaju Francuzima kǌige moжemo
pokloniti na 2 naqina. Za tri Engleza preostale su tri kǌige, pa ǌima kǌige moжemo pokloniti
na 3 · 2 · 1 = 6 naqina. Ukupan broj naqina da se osobama poklone kǌige u ovom sluqaju jednak je
2 · 6 = 12.

Ukupan broj naqina da se osobama poklone kǌige jednak je zbiru brojeva iz sluqajeva 1◦, 2◦ i 3◦,
odnosno 120 + 192 + 12 = 324.

Drugi razred - B kategorija

1. Neka je z = x+yi, x, y ∈ R. Tada je |z+2| = |x+2+yi| =
√

(x+ 2)2 + y2 i |1−z| = |1−x+yi| =
√

(1− x)2 + y2,
pa je prva od datih jednaqina ekvivalentna sa (x+2)2 + y2 = (1− x)2 + y2, odnosno sa x = −1/2. Sa druge
strane,

z

2 + 3i
=

x+ yi

2 + 3i
· 2− 3i

2− 3i
=

2x+ 3y + (2y − 3x)i

13
,

pa je druga jednaqina ekvivalentna sa 2x+ 3y = 1, odnosno, zbog x = −1/2, sa y = 2/3.

Jedino rexeǌe datog sistema jednaqina je z = −1

2
+

2

3
· i. (Tangenta 73, str. 34, zad. 5)



2. Neka je O centar kruga k i ∢BAC = α, ∢ABC =
β, ∢BCA = γ. Tada je ∢OBC = 90◦ − γ, a kako je
trougao BOC jednakokraki, to je i ∢OCB = 90◦−γ.
Sada, iz zbira uglova trougla BOC zakǉuqujemo
da je ∢BOC = 180◦−2·(90◦−γ) = 2γ. Daǉe, ∢BOC je
centralni a ∢BEC periferijski ugao kruga k, pa je
2 ∢ BEC = ∢BOC, tj. ∢BEC = γ. Dakle, △CBE ∼
△ABC (∢CBE = ∢ABC i ∢BEC = ∢BCA), pa je
BC

BE
=

BA

BC
, tj. BE = 9. Konaqno, AE = AB−BE = 7.

(Tangenta 68, str. 38, zad. 2)
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3. Nejednaqina je ekvivalentna sa −
√
21 6 x2 − 9x− 1 6

√
21. Kako je

0 6 x2 − 9x− 1 +
√
21 = (x− 4−

√
21)(x− 5 +

√
21) ⇔ x ∈ (−∞, 5−

√
21]∪[4 +

√
21,∞)

0 > x2 − 9x− 1−
√
21 = (x− 4 +

√
21)(x− 5−

√
21) ⇔ x ∈ [4−

√
21, 5 +

√
21],

sledi da je rexeǌe nejednaqine x ∈ [4−
√
21, 5−

√
21]∪[4 +

√
21, 5 +

√
21]. Kako je

−1 < 4−
√
21 < 0 < 5−

√
21 < 1 i 8 < 4 +

√
21 < 9 < 5 +

√
21 < 10,

sledi da su 0 i 9 jedini celi brojevi koji zadovoǉavaju nejednaqinu, tj. nejednaqina ima dva celobrojna
rexeǌa.

4. Primetimo da su taqke P , Q i A sredixta duжi BC, CD i DR, redom. Neka je
−→
OA = ~a,

−−→
OB = ~b.

Taqke O,P,A, odnosno O,Q,B, su kolinearne, pa za neke realne brojeve k, l < 0 je
−−→
OP = k ·~a i

−−→
OQ = l ·~b.

Odavde je
−−→
OC =

−−→
OP +

−−→
PC =

−−→
OP +

1

2
· −−→BC =

−−→
OP +

1

2
· (−−−→

OB +
−−→
OC),

pa je
−−→
OC = 2 · −−→OP −−−→

OB = 2k · ~a−~b. Sliqno je
−−→
OD = 2 · −−→OQ−−−→

OC = (2l+ 1) ·~b− 2k · ~a i
−−→
OR = 2 · −→OA−−−→

OD =

(2k + 2) · −→a − (2l + 1) ·~b. Vektori
−−→
OR i

−−→
OC su kolinearni, pa za neko t vaжi t · −−→OR =

−−→
OC, odnosno

t(2k + 2) · ~a− t(2l + 1) ·~b = 2k · ~a−~b.

Vektori ~a i ~b su linearno nezavisni, pa je t(2k + 2) = 2k i t(2l + 1) = 1, odnosno (2l + 1)k = k + 1. Daǉe,

−→
OS =

−−→
OB +

1

2
· −−→AB =

−−→
OB +

1

2
· (−−→

OA+
−−→
OB),

tj.
−→
OS =

3

2
·~b− 1

2
·~a. Vektori

−→
OS i

−−→
OD su kolinearni, pa za neki realan broj r vaжi r ·−→OS =

−−→
OD, odnosno

− r

2
· ~a+ 3r

2
·~b = −2k · ~a+ (2l+ 1) ·~b.

Dakle, r = 4k i 3r = 2(2l + 1), odnosno 6k = 2l+ 1. Sada, zamenom u prethodno dobijenu jednakost za k i

l dobijamo 6k2 = k + 1, tj. k = −1

3
. Traжeni odnos jednak je 3.

A B S

C

D
Q

P

R

O
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5. U dve kutije smexteno je 65 kuglica, pa su u jednoj od ǌih smextene barem 33 kuglice. Sve kuglice
ove kutije su jedne od 4 boje, pa, po Dirihleovom principu, postoji 9 kuglica koje su iste boje. Pre-
tpostavimo da me�u ovih 9 kuglica ne postoje tri koje su iste veliqine. Tada me�u ǌima postoji barem
5 kuglica razliqitih veliqina, xto je u kontradikciji sa uslovom zadatka. (Tangenta 73, M1150)

Tre�i razred - B kategorija

1. Dodavaǌem druge jednaqine pomnoжene sa −1 tre�oj, i druge jednaqine pomnoжene sa −2 prvoj,
dobijamo slede�i ekvivalentni sistem jednaqina

x + 2y − z + 4t = 2
5y − 3z + 7t = a− 2

−5y + 3z − 7t = −4.

Dodavaǌem druge jednaqine tre�oj, zakǉuqujemo da za a 6= 6 sistem nema realnih rexeǌa. Za a = 6

jedno rexeǌe sistema je qetvorka

(

2

5
,
4

5
, 0, 0

)

, pa je a = 6 jedino rexeǌe zadatka. (Tangenta 70, str. 30,

zad. 5)

2. U trouglu SAB vaжi ∢ASB = 60◦ i SA = SB, pa
je on jednakostraniqan, odnosno AB = a. Trougao
SCA je jednakokrako-pravougli, pa je AC = a

√
2. U

trouglu SBC vaжi ∢BSC = 120◦ i SB = SC, pa je
BC2 = SB2+SC2−2 ·SB ·SC ·cos 120◦ (po kosinusnoj
teoremi), odnosno BC = a

√
3.

a) Kako je BC2 = AB2+AC2, iz Pitagorine teo-
reme zakǉuqujemo da je trougao ABC pravougli (sa
pravim uglom kod temena A).

C A

B

S

a

a a

a

a
√
2
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b) Neka je sa P (XY Z) oznaqena povrxina trougla XY Z. Iz prethodnog je

P (SAB) =
1

2
· SA · SB · sin 60◦ =

a2
√
3

4
, P (SBC) =

1

2
· SB · SC · sin 90◦ =

a2

2
,

P (SCA) =
1

2
· SC · SA · sin 120◦ =

a2
√
3

4
, P (ABC) =

1

2
· AB ·AC · sin 90◦ =

a2
√
2

2
.

Povrxina piramide jednaka je

P (SAB) + P (SBC) + P (SCA) + P (ABC) =
a2(1 +

√
2 +

√
3)

2
.

(Tangenta 65, str. 35, zad. 2)

3. Za x = 1 jedino rexeǌe je par (x, y) = (1, 45). Pretpostavimo da je x > 2. Kako je 2014x + 11x neparan
broj, zakǉuqujemo da je i y neparan. Sa druge strane, 4 | 2014x, pa je y2 = 2014x+11x ≡ 11x (mod 4), a kako
kvadrat neparnog broja daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 4, zakǉuqujemo da je 11x ≡ 1 (mod 4). Me�utim,
11x ≡ 3x (mod 4), pa 11x daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 4 ako i samo ako je x paran broj. Tada 11x ≡ 2x ≡ 1
(mod 3), pa y2 = 2014x + 11x ≡ 1 + 1 = 2 (mod 3), xto nije mogu�e, jer kvadrat svakog prirodnog broja
daje ostatak 0 ili 1 pri deǉeǌu sa 3.

Jedino rexeǌe je par (x, y) = (1, 45).

4. Brojevi x i x− y su nenegativni, pa vaжi x2 − xy = x(x − y) > 1 · (x− y) = x− y. Sada je

0 = 2x2 − xy − 5x+ y + 4 = x2 + x2 − xy − 5x+ y + 4 > x2 − 4x+ 4 = (x− 2)2,

pa je x = 2. Zamenom u polaznu jednaqinu dobijamo y = 2.
Jedino rexeǌe jednaqine je par (x, y) = (2, 2).

5. Po uslovu zadatka, ekipa se moжe sastojati od: tri devojqice, dve devojqice i jednog deqaka, ili

jedne devojqice i dva deqaka. U prvom sluqaju ekipa se moжe odabrati na
5 · 4 · 3
3 · 2 = 10 naqina. U drugom

sluqaju ekipa se moжe odabrati na
5 · 4
2

· 6 = 60 naqina. U tre�em sluqaju ekipa se moжe odabrati na

5 · 6 · 5
2

= 75. Dakle, ukupan broj naqina da se ekipa odabere jednak je 145. (Tangenta 68, str. 29, zad. 7)



Qetvrti razred - B kategorija

1. Kompleksan broj z+3 nalazi se na pravoj p kompleksne ravni koja prolazi kroz koordinatni poqetak
i sa nenegativnim delom realne ose zaklapa ugao π/3. Samim tim, kompleksan broj z nalazi se na pravoj
q koja je paralalna sa p i sadrжi taqku −3, pa je minimalna vrednost broja |z| rastojaǌe izme�u prave

q i koordinatnog poqetka. Prava q zadata je jednaqinom y = (x + 3) · tg π

3
=

√
3 · (x + 3), pa je traжena

minimalna vrednost jednaka
3
√
3√

3 + 1
=

3
√
3

2
.

2. Taqka A1 dobija se rotacijom taqke A oko taqke M , pa je MA = MA1, i M se nalazi na simetrali
duжi AA1. Neka je y = kA · x + cA jednaqina simetrali duжi AA1, koju �emo oznaqiti sa lA. Jednaqina

prave AA1 je
x− 1

6− 1
=

y − 2

5− 2
, odnosno y =

3

5
· x+

7

5
, pa je kA = −5

3
. Prava lA sadrжi sredixte duжi AA1,

tj. taqku

(

7

2
,
7

2

)

, pa je
7

2
= −5

3
· 7
2
+ cA, odnosno cA =

28

3
. Sliqno, M se nalazi i na simetrali lB duжi

BB1. Neka je jednaqina prave lB: y = kB · x+ cB. Jednaqina prave BB1 je
x− 1

4− 1
=

y − 4

5− 4
, tj. y =

1

3
· x+ 11

3
,

pa je kB = −3. Prava lB sadrжi i sredixte duжi BB1, tj. taqku

(

5

2
,
9

2

)

, pa je
9

2
= −3 · 5

2
+ cB, odnosno

cB = 12. Taqka M(xM , yM ) nalazi se u preseku pravih lA i lB, pa vaжi

yM = −5

3
· xM +

28

3
, yM = −3 · xM + 12.

Rexavaǌem ovog sistema dobijamo xM = 2 i yM = 6.

Primetimo da je α < π, pa iz
−−→
AM · −−−→A1M =

(−1,−4) · (4,−1) = 0, dobijamo α = π/2. Pri tome,
rotacija je u pozitivnom smeru.

Primetimo da je taqka C sredixte duжi AB.
Zato je i taqka C1 sredixte duжi A1B1 (rotaci-
ja je izometrijska transformacija), tj. C1 je taqka
(5, 5). (Tangenta 71, M1111)
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B
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3. Broj n moжemo zapisati kao 10k+a, gde je 06a69. Primetimo da je n2 = (10k+a)2 = 100k2+20ka+a2,
pa je cifra desetica broja n2 jednaka cifri desetica broja 20ka + a2. Cifra desetica broja 20ka je
parna, tako da, po uslovu zadatka, cifra desetica broja a2 mora biti neparna. Proverom zakǉuqujemo
da od brojeva a2, za 0 6 a6 9, jedino 42 = 16 i 62 = 36 imaju neparnu cifru desetica. U oba sluqaja je
cifra jedinica broja n2 = (10k + a)2 jednaka 6, qime je dokaz zavrxen. (Tangenta 70, str. 31, zad. 3)

4. Neka je K =
1801 + 2014

2
. Ako je x ∈ [1801,K], sledi |f(x)| = |f(x)− f(1801)| 6 |x− 1801| 6 2014− 1801

2
.

Ako je x ∈ [K, 2014], sledi |f(x)| = |f(x) − f(2014)| 6 |x − 2014| 6 2014− 1801

2
. Sledi da za svako f sa

navedenim svojstvima vaжi |f(x)| 6 2014− 1801

2
, tj. C 6

2014− 1801

2
.

Ako je

f(x) =

{

x− 1801, za x ∈ [1801,K]
−x+ 2014, za x ∈ [K, 2014]

,

onda f zadovoǉava traжena svojstva i vaжi |f(K)| = 2014− 1801

2
, pa je C =

2014− 1801

2
.

5. Pretpostavimo da je za svaka dva tepiha povrxina preklopa maǌa od
1

9
. Tako�e, moжemo pre-

tpostaviti da se tepisi u sobu dodaju jedan po jedan. Prvi tepih prekriva povrxinu 1. Pod uvedenom

pretpostavkom, slede�i postavǉeni tepih pokriva deo poda qija je povrxina ve�a od
8

9
. Daǉe, tre�i

tepih pokriva deo poda qija je povrxina ve�a od
7

9
, i tako daǉe. Posledǌi, deveti tepih pokriva deo

poda qija je povrxina ve�a od
1

9
. Me�utim, kako je

1 +
8

9
+

7

9
+ . . .+

1

9
= 5,

zakǉuqujemo tepisi pokrivaju povrhinu poda koja je ve�a od 5, xto nije mogu�e. (Tangenta 70, M1084)


