JpymTBo maremaruuapa Cpbuje
MunncTapcTBO IpOoCBeTe, HAyKe M TEXHOJIOIIKOr pa3Boja

OIIIIITVUHCKO TAKMMNYUEIHE 3 MATEMATUKE
YUEHUKA CPEAILUX IITKOJIA
Pemema 3amaTaxa

IIpBu paspen - A kKareropuja

1. IIpumernmo na 6pojeBum —a, —b m —c Takobhe 3am0BOBABA]Y VCIOBE 3a0ATKA, IIa MOKEMO IPETIOCTABUTHU N4
) )

je bapem jeman onm 6pojeBa a,b u ¢ HemeratuBan. IlaTtum ycioB je cumeTpuuaH, ma, 0e€3 yMamema OIIITOCTH,

MOKeMO mpernocTtaButu na je a < b < c. Ilo ycaoBy 3amarka je

le] +]a| <|la=bl+b—c]=b—a+c—b=|c—al,

a U3 HejemHAKOCTU Tpoyraa, |¢ — a| < |c| + |a|. Hakme, y ¢BakKOj OX MPETXOMHUX HEjeTHAKOCTM MOPA BasKUTH
jemnakocr, na je c=|c|] =|la—b|=b—a, 1j. b=c+a.

2. Ilo ycnoBy 3amatka yerBopoyrao ABQP je Tamre-
wraH, na je AB + PQ = AP + BQ, omHOCHO PQ

AB + PQ = AC — CP + BC — CQ.

Cavum tum, obum tpoyraa PQC jemnak je a + b — c. A B
(Tamrenra 66, crp. 40, 3ax. 5) Om20141A2

3. Horazahemo ma je a = b = ¢ = d = 0 jenquHo pememe oBe jemnauwmHe. lIpermocTaBUMO CympPOTHO, Tj.
na je deTBOpKa Leaux opojesa (a,b,c,d) # (0,0,0,0) pememe nare jemnaumne. Hera je u =H3I (a,b,c,d) n
a=uzx,b=uy, c=uz d=ut. JebemeM I0oTa3HEe jefHAUMHE ca U’ HOOUjaMO

6(62% + 3y? + 22) = 5%, (%)

npu yemy je H3II (x,y,2,t) = 1. V3 mare jemHakocTy onMax 3akpbydyjeMo na je t memmso ca 6, Tj. t = 6ty,
ty € Z. 3amenom y (¥) mobujamo 6z% + 3y? + 22 = 30t?, ma je 3y* + 22 mapam Gpoj, OMHOCHO Yy U 2 Cy WCTe
mapuoctu. [Ipumernmo ma kBampaTu HemapHUX OpojeBa majy ocrarak 1 mpu messemy ca 8, a KBaAPaTU MapHUX
0 mmm 4. Axo cy y u z Henapuu 6Gpojesn, Taxa je 3y>+ 22 =4 (mod 8), ma je u 30t? — 622 =4 (mod 8), a cammum
tam u 157 — 322 = 2 (mod 4). Omasne 3akmyuayjemo ma je 15t2 — 3z2 mapan 6poj, ma cy 6pojesu t; u = ucte
napuocTu. AKO cy oba mapHa, Tana je 15t% —32% = (mod 4), a yronuko cy 06a HemapHa 15t% —322=15-3=0
(mod 4), mro muje moryhe. Ilakmne, Gpojesu y u z Mopajy Oury mapuu. Heka je y = 2y; u z = 2z;. 3aMeHoM y
(%) u mewemem ca 12 mobujamo
322 4 6y? + 227 = 15¢3.

Ilakme, 15t — 322 je mapan 6poj, ma cy = u t; ucte napaoctu. Kako je H31(x,y,2,t) = 1, To cy x u t; HemapHu.
Tana je 3x% — 15t? =4 (mod 8), ma je 6y? + 222 =4 (mod 8), ommocuo 3y? + 22 =2 (mod 4). lakme, y; u 21 Cy
MCcTe TapHOCTM, T1a CJIMYHO KAO y MPeTXOMHOM Jey 3aIaTka 3akmpydyjemo ma je 3y2 + z2 = 0 (mod 4), mTo je
KOHTPAAUKIA]a.

4. Nszabepumo taury E ma mpasoj BC' Tako na Baku
pacnopen F — C — B u EC = AD. Tlo ycanoBy 3ana-
tra je <ACE = 180° — <ACB = <DAC, na cy tpoy-
raosu ACD u CAE nonynapuu (AD = CE, AC = CA
n <DAC = <ECA). IHakne, <ADC = <BFEA n
<FAC = <«DCA. Ca gpyre crpaune, tpoyrao ABE
je jemmarorparu, ma je <CDA = <BFEA = <BAFE =
FAC + <CAB = <ACD + <«CAB, mto je 1 Tpebaio On20141A4

IIOKa3aTH.

5. Caaka ekuna omurpaja je mo 9 MeueBa, a KakO HeMa HEPENIEHUX pe3yJiraTa, To je T; +y; = 9, 3a cBe
1 € 7<10. Ha cBakoMm Meuy mobenuia je TayHO jenHa ekuna, na je 36up xy + x2 + ...+ o, jeogHaxk yKyIHOM



10
OpoOjy OmurpaHUX MeUYeBa, Tj. <2) =45. Cana je

yf+y§+...+yf0:(97931)2+(97m2)2+...+(97:c10)2

=10-81 18- (x1 + a2 + ... +x10) + 22 + 22 +... + 2%,

2 2 2
=x7+ x5+ ...+ 27,

wro je u tpebaso nokazaru. (Tamrenra 72, M1126)

Ilpyru pa3spen - A kareropuja

s T
1. JlaTy HejeAHAKOCT JOBOJLHO je MOKa3aTh y CAydajy a, 3,7 € (O7 5), jep 3a cBako x € R mocroju x’ € (0, 5)

Tako na Baku sinz’ = |sinz| u cosz’ = |cosz|. Tpaskena HejeOHAKOCT cama Ciaean u3
sin asin Bsiny + cos «wcos B cosy < max{sin~y, cosv} - (sinasin 8 + cos acos ) = max{sin~y, cosy} - cos(a — ) < 1.

(Tanrenra 65, cTp. 38, 3anx. 1)

2. 3anmMmuMO jeJHAYMHY KAO KBAIAPATHY IO y: > — alx + 1)y + (IQ + ax +a) = 0. Hbena muckprMuHanTa je
D(z) = a®(x +1)? — 4(2® + ar + a) = (a®> — 4)2% + (2a% — 4a)z + (a® — 4a). Ila 6u moNa3Ha jeHAUMHA UMAJA
peasHa pelmena MOTPeOHO je M HOBOJLHO na 3a Heko ¢ € R Bawu D(x) > 0. Axo je |a| > 2, TakBo x mocroju.
Ca apyre crpase, ako je |a] < 2, TAKBO & HOCTOJU aKO U CAMO AKO jeé NUCKPUMUHAHTA KBAADATHE jeqHAYUHE
D(x) = 0 menerartusra. Iaxrme, 0 < 4(a? — 2a)? — 4(a? — 4)(a? — 4a) = 32a(a — 2), ma je a < 0. Hajzan, 3a a =2
je D(z) = —4 3a cBe z, na Taga nosa3Ha jeAHAUMHA HeMa pelema, a 3a a = —2 je D(z) = 16z + 12, mro y3uma
¥ TO3UTUBHE BPEIHOCTH, Ma Taa MOJA3HA jeIHAUMHA UMa PEIICHA.
Ogrosop je a € (—o0,0] U (2,00).

3. Yroauko 6poj b nMma tauno k nudapa y JeHrMaJHOM 3aINUCYy, HaTH yCJIOB €KBUBAJICHTAH je ca

Ly b
10 a’

omaocuo ab = (b — a?)10*. IIpmmermmo ma cy 6pojesu b u b — a? ysajammo mpoctu, jep cy 6pojesu b u a?

y3ajamuo mpoctu. Cimuno, 6pojesu a u b — a? cy y3ajamuo mpoctu, na kako b — a? menu ab, To je b—a? =1mu
ab = 10¥. U3 npse jemmakoctu je b > a, ma u3 apyre 3akmyuyjemo na je (a,b) = (1,10%) wmm (a,b) = (2%, 5%) (a u
b cy ysajamuo mpocTu). Y mpBoM ciaydajy mobujamo 10F = 2, mro mmje moryhe. Ilpyru ciaydaj eKBUBaJICHTAH
je ca 5% — 4% =1, ommocHo
5 1
IIprmernmo na je 3a k > 1 mecHa craHa OpeTXOJHE jeTHAKOCTU Mama on 1/4, a mesa seha ox 5/4—1=1/4,
ma je k= 1.
Jenuno pemewe je map (a,b) = (2,5). (Tamrenta 70, M1090)

4. Hexra je PQ TeruBa Ekpy:kHuUile ko Koja mpoJjasu Qi
kpo3 T u mopmaiHa je sa 0102, 1 HEKa OHA CeUe MPABY |
0102 y Tauku M a Kpy:KHUILY ki OAPYTU IIyT y TAYKHA S.
Kako je <BT Oy = <OST = <«O5T'S, cnequ AT = PT
u BT = QT. Herka je O0M = z. W3 [luraropune
Teopeme mobujaMo

QM? =Q02 — MO2 = (2r)> — (r — x)? = 3r* 4+ 2rz — 2*
TM? =TO? - MO? = r? — 2.

o My T

|
Kaxo je PI = PM —TM = QM —TM u QT =
QM +TM, nobujamo

PT? + QT? = 8% + 4rx — 42® = 9r% — (22 — )2

OsBa Bpennoct moctwke makcumyM 3a ¢ = r/2. Ca- :
na u3z ATO1M cnemun <T'O1M = 60°, na je AT0O,0- O 2014 2A 4
jemnakoctpanuvas, tj. <ATOy = 150°.



5. IlpumermMmo ma cy y MOYETHO] MO3WIMjU II0JbA HA TJIABHO] mujaroHasu tabise Oese Ooja, Kao u ma ce
CHUMETPHjOM y OQHOCY Ha INIABHY OUjaroHaJy Oesa moJsa CAMKajy y Oerna, a upHa y upHa. Jlakie, HA mOYETKY
je 6poj upnux mosma mapan. Jla 6u ocrBapuo cBOj muib, Bane moske urparu Ha ciaenehiu maumu: kamza Ana
npoMenu 60jy moJbuMa i-Te MO Pely BPCTe IJeNaHO Ol TOPH-e MBUIlE, OH NPOMEHU 0O0jy MOJBUMA i-Te MO Pery
KOJIOHE TJIENAaHO CJIeBa. 3amCTa, MOCJE CBAKOT OJUIPAHOr IIOTE3a CBa [I0J/ba HA TJIABHO] MIUjarOHAJM OCTA]y
Gese Goje (TauHo jeqHOM HOMY ce Boja Mema U TO ABA IIyTa), a Tabia 0cTaje CUMETPUYHA Y OAHOCY Ha [IIABHY
IUjaroHaJy, ma je Opoj MPHUX MOJba HAPAH.

Tpehu pa3zpemn - A kareropuja

1. Ila 6u matu m3pasu Ounu mepuuucanu mopa 6wrm & > 0 uw y > 0. Ilap (x,y) = (1,1) je pememe maTtor
cucrema. Tarobe, ako je x = 1 Tama je y = 1, u cauuno, ako je y = 1 tama je x = 1. 3aro, MOKeMO
npernocrasutu 1a je € # 1 u y # 1. JlorapurmoBamem (ca ocHoBoMm 10) marux jemHakocTu nobujamMo CuCTEM

8 S8logy
(Vo +y)-logz = = -logy VetV = g
, OIHOCHO .
(Vz +y) -1 = 2 v+ _ 2loex
r+./y)-logy = 3 logz NI 3logy
3 nocaemmer cucteMa mobujamo 4 - log®y = log?z, ommocro 2 -logy = logz nn 2 - logy = —logz. Axo je

2-logy = logz, Tana x = y*, ma us mocaenmer cucrema mobujamo 2./y = 4/3, 1j. (z,y) = (16/81,4/9). Axo je
2-logy = —logz, Tama je ¢/x + /y <0, mro muje moryhe.

16 4
81°9
2. Ilocmarpajmo mHBep3ujy ca neatpoMm y N u moxyupeuamkoM NS. Osom muBep3ujoMm ce kpyskHuna C
npeciaukaBa y mpaBy t u oOpaTtHo, npaBa t y kpy:kuuiy C. Camum tuM ce tTauke A u B npecaukaBajy y Tauke
A’ m B’, penom. Kpysuuna k, nopmanna Ha Kpy:kEULy C, TPECIUKABA Ce Y KPYsKHUIY k', HOPMAJIHY HA MPAaBY
t. To 3maum ma je meHTap Kpy:kHuIe k' Ha mpasoj t u na je nyx A’'B’ npeunur kpyskaune k'. Ilpasa NO
npeciaukaBa ce y camy cebe, ma Kako je OHa HOPMAJIHA Ha KPY:KHUILYy k, HOpMaJjHA je U Ha HmEeHy CJIuRy k.
IpyruMm pednMa, meHTap kpy:kHuMne k' nexu Ha npasoj ON. Kako memtap kpyskHune k' npunana u mpasoj t
u npasoj ON, ou ce noknamna ca O'. Tauka O’ je nenrap kpyxuune k', a A’B’ men npeunuxk, ma je O 3amcra
cpenumre ny:xu A'B’. (Taurenra 65, M982)

Pemema cucrema cy naposu (z,y) = (1,1) u (x,y) = ( ) (Tamrenrta 72, M1129)

AN
N\
N\

C/

On20143A4

3. Heka cy n u m jeIMHCTBEHM TPUPOIHU OpojeBu TakBu Aa je £ = n? +m u 0 < m < 2n. 3a r < 3 pemema
3amaTra cy ¢ = 1 u & = 3, ma MOKeMO IPETIOCTABUTH Oa je T > 3.

ITpumernmo na Bazku (n— 1)z +1 < (z —1)y/z, jep je TO HAKOH KBaJApuUpama U cpebhuBama eKBUBAJIEHTHO Ca
1< (2n—3)z(z — 1) + ma?. Ca apyre crpane je (x —1)y/x < (n+ 1)z (jep je vz <n+1lux—1<x), na je

[(z = D)v/z]

n—1<———<n+1
T

Kaxko je mo ycaosy samarka |(z — 1)v/z| memuso ca z, 1o je [(z — 1)v/z] = nz, 1j. nz < (z — 1)y/x < nz + 1.
Ksanpupamewm u cpebusamem mobujamo 0 < (m —2)z+ 1 < 2n+ 1/z. JleBa mejemnaxocT maje m > 2, a mecHa
(m—2)z<2n—1. Kako je n 22, 10 je z >n?>2n—1, na je m = 2. IIpema Tome, cBa pemema cy £ = 1 u
r=n?>+23an€eN.

4. Ilpernocrasumo cynporro. Tana je x +y < 60°, rue je x = <MAB u y = <M BC. 3aro je cos(x +y) > 1/2,
TE je
cos(x — y) — cos(z + y) . 1—cos(z+y) - 1-1

1
2 S 2 2 4 (%)

sinxsiny =



Ca mpyre crpane, npuMeHOM cuHycHEe UeBuHE TEO-
peme, uMamo

sin x sin y sin 2 ) . <ACE \
= roe je y = 0
sin30°sin30°sing 00T ’
. . . 2 on0 . A B
omHOCHO sinzsiny = sin“ 30° = 1/4. Oso je y cyupo-
THOCTH ca (%), Te DOJA3MMO IO KOHTPAAUKIU]E. On20143A4

5. Heka je A, Cckyn cBuX mominoudasama u da, = |A,|. O3naunmo ca £ ropwmu-1esu yrao ksagparae rabne. Heka
je H, ckyn momioyaBama y KOMe je & MOKPUBEHO XOPU30HTAJIHOM IOMUHOM, V), CKyI IOIIOYaBama y KOMe je
¢ MOKPUBEHO BEPTUKAJHOM AOMUHOM, u K, CKymn mominouaBama y kKoMme je £ MOKpuUBEHO KBaaparToMm. Tama je
|An| = |Hn| + |Va| + | Ky|. Ounrnenso je na je |Vi,| = an—1 1 |Kp| = an—2. Ako je £ IOKPHUBEHO XOPU30HTAIHOM
MOMUWHOM, OHIA IOKBU JIEBU yrao Takohe Mopa OUTU MOKPUBEH XOPU3OHTAIHOM NOMUHOM, na je |H,| = ap—o.
3akbyuyjeMo ma je 3a m = 2 UCHYHEHO

Qp = Gp_1 + 2ap_2. (*)

Takxobe, nmamo na je a3 = 1 u az = 3. YKOIUKO ZOJAMO G, U JIEBOj U HECHO] CTPAHU jemHAKOCTH (%) mobujamo
an + ap—1 = 2(ap—1 + an—2), ma axo ca b, ozmauumo b, = a, + a,—1 mobujamo ma je by = 4 u b, = 2b,_1, 3a
n > 3. To 3maun ma je b, =4-2""2 =2" 3an > 2.

YKOIMKO OLy3MeMO 2a4,_1 OI JIeBE U NeCHe CTPaHe jeMHAKOCTH (%) mobujaMo a, — 2ap—1 = —(Gp_ 1 — Qan 2).
Hexka je ¢, = a, —2a,—1. Tama je ¢, = —c,_1, ma je ¢, = (=1)""2¢y = (=1)"ca = (=1)"(az — 2a1) = (—=1)". Cazna
. 20, +cp, 2Pl 4 (=)
MOYKEMO 3aKJLYUYUTH OA j€ Ay = 3 = 3 , 3a cee n € N.

YerspTu paspen - A kareropuja

1. Hera je V(X) sanpemuna texa X u f(z) = V(T N[0,z]®) — V(T N[z, 1]?). ®ymrmuja f je nepmrucama ma [0, 1].
Axo je £ €[0,1) u d > 0 TakBo ma je x +d < 1, onzna je

f@+@ff@)::vahmx+ﬂﬂf ( Nz +d, 1]*) — V(T N[0, z]*) + V(T N[z, 1)®)
= V(T (0x+d ))+V(Tm(x1]\[x+d,1]))
< V(0,2 +d*\ ) V([z, 1\ [z +d, 1]*)
= d((z+d)?*+ @+@d+f) (( 22+ (1-2)1—2—d)+(1—z—d)?) <6d

(jepjea® —b>=(a—b)(a®>+ab+b*) u 0 < d,z+d,1—2,1—x—d< 1), na je f nenpernnna na [0,1]. Kaxro
je f(0) = —a < 0wu f(1) = a > 0, noctoju y 3a Koje je f(y) =0, ma cy K; = [0,y]®> u K2 = [y, 1]® xomxke ®oje
UCIYHaBajy yCJIOBE 3aIaTKA.

2. a) Hera je X cayuajHa Benmmumua kKoja npencrasiba 0poj noromaka y 4 rabama. Ha ocmoBy penociena
yuHUIana u Opoja cabupaka jacHO je KOjuU je pacmopen moromaka W mpoMamiaja y 4 Oamama y CBaKOM O
HAPEOHUX CIydajeBa:

—_
—_
—_
—_
—_

PIX=0V==-.-.-.- - .
{ 0 2 2 3 3 36
11 2 1 1111 1
P{X=1}=2---=.2. 49,222, g 7,
2 2 3 3 2 2 2 2 72
11 2 2 1 1 11 61
PX=2=55 33355 3"
1 1 11 1
PIX=3\—4.-.2.2. - 2.
{ 3 2 2 2 2 4
1 1 11 1
P{X=4}=2-—-=.Z .
2 2 2 2 16

. . 1 2 4
Pacnonmena cayuajue peauumue X je X : ( (1) 17 61 :13 1 )

36 72 144 4 16
6) Komapram uma tpu nororka y 4 ciydaja, Ipu yeMy CBAKM UMa UCTY BepoBaTHOMNy. Y TauyHO jeAHOM OX

. . . 1
OBUX CiyuajeBa ce mpomamaj noroamo y tpehem Gamamy, ma je Tpaskena seposatHoha 1 — — = —. (Tanrenta

44
68, M1047)



3. Heka je 5pg — 1 =25, rne je x € N. Taga je
Spg=a°+1=(x+1)(2* =23 + 22 —2+1). (%)

ITo Mamoj ®epmaosoj Teopemnu je z° = x (mod 5), a u3 mperxomne jemnaxoctu u z° + 1 = 0 (mod 5), ma je
r = —1 (mod 5). Cama je 2* — 2>+ 22 —2 +1 = 0 (mod 5), ma 25 | 2% + 1, ommocuo 5 | pg. Kaxro cy p
u ¢ mpocTu GpOjeBH, 3aKbyUyjeMO Ha je jemaH on BUX jemHak b, HOp. p = 5. Jemmaumua (*) cama mocraje
25¢g=(z+1)(z* —2® +22 —2x+1). Kakojex +1>5 mojea* —23+22 —x+1=23(z—-1)+z(z—-1)+1>5,
na u3

z+1 2t —234+22 -z +1
5 5 ’
3akmpydyjeMo na je x + 1 =25, a camuMm tum q = 41.
Jenmuna pemema cy maposu (p,q) € {(5,41),(41,5)}.

4. Wszabepumo Ttaury Y wua mnpasoj BC Tako na D
Basku pacnopen ¥ — B —C u na je <Y AB = <ADB.
Yersopoyrao ABCD je teruBan, na Baxku <ABY =
180° — <ABC = <ADC, a xako je AB = AD n

QY AB = <ADX, 1o je AABY =~ AADX. W3 ose A
nomynapuoctu je BY = DX u AY = AX. Ilame,
n3 <Y AB = <ADB 3armyuyjemo na je AY rtanrenra c
KpysKHUIlE onucane oko dyerBpoyriaa ABCD, na je i
AX?=AY?=YB-YC = DX - (DX + BC), Y
On20144A4

omakje mobmjaMo TPaKeHy jemTHAKOCT.

5. Heka je ABCD nmarm tpames, npu yemy je AB = 5 u CD = 1. Bucuna osor tpamesa je v/3. Yoummo
npasuian mecroyrao C DAy As Az Ay (A; ce HANA3M y YHYTPAMIBOCTU TPANE3a) U jeJHAKOCTPAHUYHE TPOYIJIOBE
A1AsAs m AsAsAg (As u Ag ce Hamase Ban mectoyriaa). Kako je CAs = DAs = V3, 1o ce tauke Ay u As, a
caMuM TUM U Tauke As u Ag, Hanasze na crpanunu AB. Taxobe, u3z A As = As Az = A3Ag = 1 3akmyuyjemo na
je AAs = BAg = 1. Osuaummo ca O meHTap mecTOoyIJa.

ITocmarpajmo 11 Tauara O, A, B,C, D, A1,...,As. Cse oHe ce Haja3u y Tpalmesy, Ia Cy NPEKPUBEHE HEKUM
on 10 kpyrosa moaynpeunuka r. Camum tuM, 6apeM aBe Ol BUX CY NPEKPUBEHE UCTUM KPYTOM, Ha jé BUXOBO
pacrojame HajBume 2r. Ca gpyre crpaHe, pacrojame cBake ABe onx oBux 11 Ttauara je Gapem 1, ma je 2r > 1,
wro je u tpebaso nokazaru. (Taurenra 65, M9I8G)



JpymTBo maremaruuapa Cpbuje
MunncTapcTBO IpOoCBeTe, HAyKe M TEXHOJIOIIKOr pa3Boja

OIIIIITNHCKO TAKMUNYEIHGE 3 MATEMEMATURE
YUEHUKA CPEOBLUX IITKOJIA
Pemema 3amaraxa

Ilpeu pa3pen - b kareropuja

1. ITo medpuunnmju ¢yurmuje f je

2
f(z)f<2.=’”21+1)4,<171) +4.=’”;1:x271,

3a cee v € R. Cnermjanno, f(3) =32 —-1=8.

pumernmo xa je f(1) = f(—1) = 0, na pynsnuja muje 1-1. Takobe, 3a cBako x € R Basm f(r) = 221> —1,
na ¢yurnuja zuje uu ,Ha'. (Tamrenra 69, cTp. 28, 3an. 3)
2. YKOIWKO Cy UCTUHUTOCHEe BpenHoctu cioBa 7(p) = T, 7(¢) = L u 7(r) = T, Tama je 7(p < (gVr)) =T, a
T((pAT) < (gAT)) =L, na nara popmyna muje tayronoruja. (Tanrenra 65, cTp. 34, 3an. 1)
3. Hera je x 6poj mymu Koju cy mobunu nakau jek. Tana je mux 300 — z nobumo npasu gek. IHomro 20%
JbYIU KOJU CY HOOWMIIM JIa:KHU JIEK TBpAe Oa uM je Dosbe, ImUX uMa, % Tarobe, 80% onmx koju cy mobuau nmpasu
4(300 — )

5

=120, na je x = 200. (Tanrenta 69, M1060)

JIeK TBPJE na uM je 6oJsbe, ma je mux . Onux xoju TBpae ma uM je Gome mma 40% ox 300, omHOCHO

4 _
120. Haxe, §+ w

4. IlpBy mudpy oBor O6poja Moxkemo um3abpatu Ha 3 HaumHa. HakxoH omabupa mpBe mudpe aApyry nudpy
MOskeMO n3abpary Ha ABa HauwHa (OHA MOpa Outy pasmuumra onx npse mudpe). Canuno, tpehy, kao u cBaky
Hapenquy nudpy, MokeMo onabparu Ha ABa HauyuHa (OHA MOpa OUTH PA3JaUyUTa O IPETXOMHO omabpame), ma
je Tpaskenu 6poj jemmax 3 - 2%9.

5. Mmamo tpu moryhuocTu.

1° O6a ®panmysa nobuia cy KBUTY HA (PAHIYCKOM je3uKy. Y OBOM ciaydajy PpaHIy3uMa KHUTE MOXKEMO
MIOKJIOHUTU Ha 2 HauuH. 3a EHrsese mmamo 5 Moryhux Kmura, na mUMa KHBUATE MOYKEMO MOKJIOHUTHU HA
5-4-3 = 60 mauuna. [akne, ykyman O6poj HaumHa ma ce ocobama TMOKJIOHE KILUTE je Y OBOM CIydajy
2-60 = 120.

2° Jeman ®Ppanmys je mo0uo KHUry Ha GPAHIYCKOM j€3UKY, & IPYTU HA CPICKOM. Y OBOM CJIydajy mOoTpebOHO
je m3abparu kxoju he on Ppanmysa mobury KHBUry Ha (QPAHIYCKOM je3MKy, 3aTUM M3a0paTu jemHy O
nBe Kmure kKojy he om mobutwm, a 3aTtuMm mzabparu jeqHy o1 ABE KIbWUIE HA CPICKOM je3uKy Kojy hemo
nokaouHuTu apyrom Ppanmysy. lakiae, Ppaniys3uma KibUre MOKEMO MOKJIOHUTHY Ha 8 HaunHa. 3a Enriese
ocrajy 4 kmure (Tpy HA €HIVIECKOM U jeAHA HA CPICKOM jE€3UKY), a HBUMA KEHBUNe MOMKEMO MOKJIOHUATU HA
4-3-2 =24 saynna. Ykrynau Opoj HaumHa na ce ocobaMa IOKJIOHE KEbUI'e Yy OBOM ciaydajy je 8-24 = 192.

3° Oba Ppammysa mobuia Cy KiWUre Ha CPICKOM je3uKy. ¥ OBOM ciayudajy PpamiysuMa KmUre MOKEMO
IOKJIOHUTU Ha 2 HauuHA. 3a Tpu EHriesa mpeocraje Cy TpU KEBUTE, [1a HBUMA KEBUTE MOKEMO MOKIOHUTU
Ha 3-2-1 =6 Haumua. YkKynaH Opoj HAUMHA Oa ce O0cobaMma MOKJIOHE KIbUre Yy OBOM CIIyYajy jeZHAK je

2-6=12.

Yrynan Opoj HauwHa Aa ce ocobama MORJOHE KILUre jeaHak je 36upy OpojeBa u3 cayuajeBa 1°,2° m 3°,
omuocuo 120+ 192 + 12 = 324.

Ipyru pa3pen - b kareropuja

1. Hera je z = z+yi, z,y € R. Tana je |2+2| = |[z+2+yi| = /(z+2)2 +y? u |1-Z| = |1—z+yi| = /(1 — 2)2% + ¢,
ma je mpBa o maTUX jemHaumHa eksuBastentHa ca (r+2)2+y? = (1—x)? +y?%, omnocHo ca ¥ = —1/2. Ca apyre
cTpase,
z  x4yi 2-3i  2x+3y+ (2y —3x)i
2430 2+3i 2—-3i 13 ’
na je apyra jeiHadMHA eKBUBAJIEHTHA ca 2z + 3y = 1, ommocHo, 36or . = —1/2, ca y = 2/3.
Jemuno pereme OATOT CUCTEMA jeIHAYUUHA je 2 = —l + = 4. (Taumrenra 73, cTp. 34, 3an. 5)

2 3



2. Hera je O uentap kpyra k u <BAC = «a, <ABC =
B, <BCA = ~. Tanma je <OBC = 90° — v, a Kako je
rpoyrao BOC' jemnarokpaku, 1o je u <OCB = 90° —~.
Cana, us 36upa yruosa Tpoyriaa BOC 3akmbyuyjemo
na je <BOC = 180°—2-(90°—v) = 2v. Hame, <BOC je
uenrpasau a <BEC nepudepujcku yrao kpyra k, ma je
2 BEC = «BOC, 1j. <BEC =~. Iakne, ACBE ~

AABC (<CBE = <ABC u <BEC = <BCA), na je i /
BC BA A N e
2Y _ 22 . BE = 9. Konauso, AE — AB—BE — 1. ~ "
BE ~_ BC

(Tamrenra 68, crp. 38, 3am:. 2) On20142B2

3. Hejemnauuna je eKBUBAJICHTHA Ca —\/ﬁ <z2-9x—-1< \/_ Kako je
0<2? 92— 1+V2l=(z—-4—-V21)(z—-5+V21) &z (—00,5—V21|U4 +V21,00)
0222 92—-1-V2l=(z—44+V20)(x—-5-V21) e zc[d—V21,5+V21],
cremm na je pememe Hejemnaumme r € [4 —+/21,5 — /21 U[4 + /21,5 + v/21]. Kaxo je
“1<4-V21<0<5-V2l<1lu8<4+vV2I<9<5+V2I<10,

crnemnu na cy 0 m 9 jenuuu menu 6PoOjeBU KOju 3a10BOJBABAjJY HEjeTHAUNHY, Tj. HEje IHAUMHA UMa ABA IeJ00pOojHa
pelema.

4. Tlpumerumo na cy tauke P, Q u A cpemumra ay:xku BC, CD u DR, pemom. Hexka je O—/i = d, O? =b.
Taure O, P, A, omaocuo O, @, B, cy rkonuHeapHe, na 3a Heke peaiHe opojese k,l <0 je OP=k-du @ =10

Opasre je
07:(ﬁ>+1?:0_}>>+1~ﬁ:0_}§+1~(70?+0?),
naJeO?—ZOj O?—Zk a—b. CJII/I‘IHO‘]GO?—20@ O? 20+ 1) b—2k- amm)%—ZO—/i O—[>):

(2k+2)-d@ — (20 +1) - b. Bexropn OR u OC Cy KOJWHEAPHU, I1a 33 HEKO { BAXU f - OR = O? OIHOCHO
t2k+2)-@—t(2l+1)-b=2k-a—b.
Bexkropu @ n gcy auHeapHO He3aBucHU, na je t(2k +2) =2k u t(20l + 1) = 1, ommocuo (21 + 1)k =k + 1. Hamwe,

@:@Jr%-ﬁ:@Jr%-(—(ﬁﬁ@),

3 - 1
Tj. O? =3 -b— 3 -d. Bekropu O? u 53 Cy KOJIMHEAPHU, IIa 3a HEKU peajiaH OPOoj r BaKu 7’~O?\' = @, OIOHOCHO

; a+— b=—2k-a+(2+1)-b

Hakne, r = 4k u 3r = 2(2l + 1), omaocuo 6k = 2] + 1. Cana, 3aMeHOM y IPETXOAHO NOOUjeHy jeIHAKOCT 3a k n

I nobujamo 6k> =k +1, 1j. k= —3 Tpaxenu omHOC jemHak je 3.

On20142B4



5. Y mBe KyTmje cmemrTeHo je 65 Kyrauma, ma cy y jemHoj ox mux cmemrene dapem 33 kyruuie. Cse Kyrimie
oBe kKyTHje cy jenue on 4 6oje, ma, mo upuxieoBoMm npuHnuny, nocroju 9 kyraumna roje cy ucre 6oje. Ilpe-
TnocraBuMoO na Mehy oBux 9 Kyriuia He IOCTOje TPU KOje cy ucre BeaudnHe. Tana mehy muma mocroju 6apem
5 KyTyIdIa pas3inyuTuX BEIWYUHA, IITO je y KOHTPAAMKIUjU ca yciaosBoM 3anartka. (Taumrenra 73, M1150)

Tpehu paspen - B kareropuja

1. HomaBameM aApyre jemHaumHe moMHOKeHe ca —1 Tpehoj, m apyre jemHauuwHe TOMHOMKEHE ca —2 TPBOj,
nobujamo cienehu €eKBUBAJIEHTHU CUCTEM jeIHAUMHA

r + 2y — z 4+ 4t = 2
5y — 3z + Tt = a-—2
-5y + 3z — Tt = -4

Honmasamwem npyre jemnauumse tpehoj, 3akmyuyjeMo ma 3a a # 6 cucTeM HeMa peajHUX pemema. 3a a = 6

5 5,0,0 , ma je a = 6 jemuuo pememe 3anatka. (Tamrenra 70, ctp. 30,

jemHO peleme CUCTEMA je YETBOPKA

3am1. 5)

2. Y tpoyray SAB Baxu <ASB =60°u SA =SB, na
je oH jemHarocTpanmuyaH, ogHocHo AB = a. Tpoyrao
SCA je jenmarokparo-npasoyriu, na je AC =av2. Y
rpoyray SBC Bawu <BSC = 120° u SB = SC, na je
BC? = SB?+S5C?—-2-SB-SC-cos120° (1m0 KOCUHYCHO]
Teopemu), oxaocao BC = av/3.

a) Kaxo je BC? = AB%+ AC?, u3s llutaropune Teo-
peme 3akmpyuyjemo ga je tpoyrao ABC mpasoyrau (ca
OpaBUM yIVIOM KOX TemeHa A).

On20143B2

6) Heka je ca P(XYZ) o3nauena nospmuna tpoyriaa XY Z. V3 uperxonsor je

2

1 V3 1
P(SAB) = - - SA-SB -sin60° = f P(SBC) = 5+ SB-SC-sin90° = L.,
2 2
P(SCA) = % -8C - SA-sin120° = “T‘/g P(ABC) = % - AB - AC -sin90° = 2 ;/5

Iloppmuua nmupamMuge jegHAKA je

P(SAB) + P(SBC) + P(SCA) + P(ABC) =

a’(1+ V2 +V3)
5 .

(Tamrenra 65, crp. 35, 3am. 2)

3. 3a z =1 jemquno pememe je nap (z,y) = (1,45). IIpernocrasumo na je x > 2. Kako je 2014% + 11* menapaun
6poj, 3akmyuyjemo ma je n y memapan. Ca mpyre crpane, 4 | 20147, ma je y? = 2014 +11% = 11* (mod 4), a Kako
KBaApaT HemapHor Opoja maje ocrarak 1 mpu mememy ca 4, 3axmpyuyjemo na je 117 =1 (mod 4). Mebyruwm,
117 = 3% (mod 4), ma 11* maje ocrarak 1 mpu nememy ca 4 ako 1 caMo ako je x mapan 6poj. Tama 117 = 2% =
(mod 3), ma y? = 2014% + 11* = 1+ 1 = 2 (mod 3), mro Huje mMoryhe, jep KBaApaT CBAKOT TMPUPOJHOT GpoOja
naje ocratak 0 mnm 1 npu mememy ca 3.

Jenuno pememe je map (z,y) = (1,45).

Z_gy=z(z—-y)=>1-(x—y)=xz—y. Canaje

4. BpojeBu T 1 x — y Cy HEHETaTUBHU, Na Ba:KU T
0=222—ay—br+y+d=a’+2>—ay—Soc+y+4>2°>—dx+4=(z-2)%

ma je x = 2. 3aMEHOM y IOJIa3Hy jemHAauYnHy nobujamo y = 2.
Jenuno pememe jemuauuse je map (x,y) = (2,2).

5. Ilo ycnoBy 3anmarka, eKuma ce MOKe CACTOjaTH ON: TPU IEBOjUNIlE, ABE NEBOjUUIE W jeTHOT nedaka, NI

jenHe meBojumIle U OBa gedaka. Y IPBOM CIIydajy eKuIla ce MO:Ke omadbpary Ha = 10 mavuHa. Y OpyromM

3-2
. 5- .
CIIyJajy €Kuna ce MO:xKke omabpary Ha 5 6 = 60 maumua. Y rTpehiem ciyuajy erkuma ce Mo:ke omadbpary HA
6-5
5- — = 75. Iakue, yrynan 6poj HauuHa na ce ekuna oxabepe jenuak je 145. (Tanrenra 68, crp. 29, 3ax. 7)



UYerspTH; pa3pen - b kareropuja

1. Kommuekcan 6poj z + 3 HAma3u ce HA MPABOj P KOMIJIEKCHE DABHU KOja IPOJIA3U KPO3 KOOPAUHATHU IOYETAK
¥ Ca HEHEraTHBHUM IEJIOM peaJiHe oce 3akuaana yrao m/3. CaMuMm TuM, KOMILUIEKCaH OPOj 2z HAJIA3U Ce Ha IPABO]
¢ KOja je mapaJiajHa ca p U CaAp:KU Tauyky —3, la je MUHUMAJHA BPeIHOCT Opoja |z| pacrojame uameby npase

™
¢ M KOOpAMHATHOr mouerka. lIpasa ¢ 3amara je jemauumnoMm y = (z + 3) - tgg =3 (z +3), ma je Tpaxena

3v3 3v3

V3+1 2

2. Tauka A; mobuja ce poramujom Ttauke A oko tauke M, na je MA = MA;, u M ce Hana3u HA CUMETPAIN

nysxxu AA;. Heka je y = kg - x + ca jennauuna cumerpanu aysku AA;, kojy hiemo osnauutu ca l4. Jennauumna
3

rz—1 —
6-1 = %, OITHOCHO Y = 5 T+ 5 ma je kg = —3- I[IpaBa l4 canpsxu cpemumre mysxu AAq,

. 7 . 28
Tj. TAUKY (5, 3 ) ma je - = —- - -+ C4, ONHOCHO C4q = 3 Coauuno, M ce HajMa3u U HA CUMETPAJU lp IyEKA

2 3 2
r—1 y—4 1 11
= — y:—.z+_,

MUHUMAJHA BPETHOCT jeTHAKA

npase AA; je

BB;. Hexka je jennauuna upase lg: y = kp -z + cp. Jengnauuna npase BB; je

11 5-1"Y73 3

59 9 5
na je kp = —3. IlpaBa lp canpsun u cpemumre nyxu BB, Tj. Tauky (5, 5), na je 5= -3 3 + cp, OIHOCHO

cg = 12. Tauka M(zp,yp) HaMA3U Cce y IpeEceKy NpaBux l4 u lp, na Baxku

5 28
yszg'fﬂMJr?, ym = —3-xp + 12,

Pemasamewm oBor cucrema mobujamo xpr = 2 u yyr = 6.

[Ipumernmo nma je o < 7, ma uz AM - m =
(=1,—-4) - (4,-1) = 0, mobujamo o = /2. Ilpu Tome,
poTanuja je y mMO3UTUBHOM CMEDY.

IIpumernmo ma je tauka C cpemumre nysxku AB.
3ato je u Tauka C) cpemumre mysxu A By (poranm-
ja je mzomerpujcka Tpanchopmanuja), tj. Cq je Taura
(5,5). (Tanrenra 71, M1111) On20144B2

3. Bpoj n moxemo szamucatu kKao 10k +a, rae je 0<a<9. [Ipumeruvo na je n? = (10k+a)? = 100k% +20ka + a2,
ma je mappa meceruna Gpoja n? jemmaxa mmpu meceruna Gpoja 20ka + a?. Iudpa meceruma Gpoja 20ka je
HmapHa, TAKO Oa, IO YCJIOBY 3alaTka, mudpa JeceTuma 6poja a? Mopa 6uTu HemapHa. IIpOBEpOM 3aKJbydyjeMo
na on 6pojesa a?, 3a 0<a <9, jenuno 42 = 16 u 62 = 36 umajy Hemapry mudpy geceruna. Y oba ciaydaja je
mudpa jemumnumna 6poja n? = (10k + a)? jenmara 6, unme je nokas 3aspmen. (Tanremra 70, cTp. 31, 3ax. 3)

1801 + 2014 2014 — 1801
4. Heka je K = SOl Axo je x € [1801, K], cnemn |f(z)| = |f(x) — f(1801)| < |z — 1801  ——— .
2 2014 — 1801 2
Axo je z € [K,2014], cnemu |f(x)| = |f(x) — f(2014)| < |z — 2014] < — Crnemu na 3a cBakro f ca
. 2014 — 1801 2014 — 1801
HaBeneHUM cBojcTBuMa Basku |f(z)| < — T C < —

Axo je
@) = xr — 1801, 3a x € [1801, K]
| —z+2014, 3axe€[K,2014] °

2014 — 1801 2014 — 1801
= — eC=—"7-——.

onna f 3amoBosbaBa TpaskeHa cBojcrBa u Baxku |f(K)| 5 , Ia j 5

1
5. IlpermocraBumMo ma je 3a cBaka OBa TeNWXa MOBPIIMHA MPEKIONA Marha O 9 Takobe, moskemo mpe-

TIOCTABUTU Na Ce Tenucu y cody monajy jeman no jeman. [IpBu Trenux nmpexpuBa mospumuuy 1. ITon yBenenom

MIPETIOCTAaBKOM, cjenehu mocTaB/heHM TEenuX MOKPUBA Me0 IMoaa YMja je moBprmmHa Beha on 9 Hame, Tpehn
Tenux MOKPWBa IEO MOMa Yrja je MoBpImMHA Beha on 9 u Tako masse. Ilocmenmu, meBeTw TENUX MOKPUBA IEO

. 1 .
moma 4dmja je moBpimuHa Beha on 9 MebyTum, rako je

8 7 1
l4+-+-+...4+=-=5
+ttgtoty =5

3aKJbyUyjeMO TEIUCU MOKPUBA]y MOBPXUMHY mona kKoja je sefia on 5, mro uuje moryhe. (Taunrenta 70, M1084)



