1. Heka je D rmaura ma crpamunu AC tpoyraa ABC y kome je AB < BC takBa na je
AB = BD. Kpyr ynucan y ANABC nomupyje ABy K u AC' 'y L, a J je nearap ynmcasor
kpyra Tpoyraa BCD. Hokazatu na KL monosu my:x AJ.

Pewewe. Hera je M raura va AC taksBa na je JM || KL. IloBosmHO je mokaszatu na je
AM = 2AL.

U3 <BDA = a mobujamo <JDM = 90° — § = <KLA = <JMD, na je JM = JD, a
nomupaa tauka ynucanor kpyra ABCD ca CD je cpemumre T nysxu M D. Ilpema Towme,
DM =2DT =BD+CD — BC = AB — BC + CD, onaxue je

AM = AD + DM = AC + AB — BC = 2AL.

2. Tpoyrao AZCP je momemen Ha 25 ,,Maaux “ TpOyraoBa (KA0 HA CJIWIM), a 3aTUM CY CBa
TeMeHa TUX TPOYTJIoBa obojena ca Tpu Ooje Ha ciaemehu HAYWH:

TeMe Z je obojeno szesernom Gojom, teme C' npBeHoM, a Teme P miaaBow;

CBakKo o1 TeMeHa Ha ay:ku Z(C 000jeHO je MiIm 3eJIeHOM MU IPBEHOM O0jOM, CBAKO O TEMEHA
Ha aysxu C'P 000jeHo je uian [PBEHOM WJIM IIaBoM 00joM, a CBAKO OX TeMeHa Ha Iy:ku Z P
0bojeno je uau 3esenoMm uau mwiiaBoM 60ojom. CBa TeMeHa KOja Ce HaJia3e y YHYTPAIIHOCTU
Tpoyraa obojena cy 6e3 pecTpukiuja, jeaZHOM on Tpu Ooje.
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Iokazaru a 0e3 063upa Ha HauuH Oojema, Da 'enaH on 25 ,,Majux “ TPOyrjaoBa mMa CBa
’ ”
TpU TEeMEHa Pa3JINYUTe 60je.

Pewewe. [Tocmarpahemo crpanuie Maaux TPOyrioBa KOje uMajy jeaHo teme 000jeHo npBe-
HOM, a Apyro miaBoM OojoMm. TakxBe crpanune eMo 3BaTy IPBEHO-IJIABE CTPAHUIE.

Caaka OpBEHO-IJIABA CTPAHUIA KOja ce HaJia3u y yHyTpammoctu Tpoyraa AZCP je crpa-
HUIA TAYHO OBa MaJja Tpoyriaa. Jlame, cBaka HPBEHO-IJIABA CTPAHUIA KOja HaJa3Ud HA
jemuoj on crpanuna Tpoyria AZCP no yciaoBy 3anatka Mmopa npunanatu dam xy:xku CP. C
o063upom ma je reme C' 060jeHo upBeHoM 6ojoMm a P miaBom, 6POj IMPBEHO-IIABUX CTPAHUIA
Ha ayxu C'P je menapas.

IIpema Tome, mopa moctojaTtu 6ap jeman Majum TPOyrao KOju mMMa Hemapan Opoj IMpPBEHO-
IJIABUX CTPAHUIA. JAacHO, Taj TPOYrao MMa CBa TPU TeMeHa paszaudute Ooje.



3. OmpemuTu cBe mapoBe IpUpOTHUX OpojeBa (z,n) KOju Cy peliema jenHadrHe

24+ 22+1=2"

Pewewe. IIposepom ce nobuja ga je nap (1,2) pememe nare jennadmue (3a n = 1), a ma 3a
n = 2 HeMa pelrema.

Iora:xknuMoO ma 3a n > 3 HEMa pelena.

Kako 3 | o - (2% + 2) (yromuko 3 { x tama 3 | 22 + 2), mopa 6utu 2" = 1 (mod 3), ma je n
mapan 6poj.

HonaBameMm obema cTpaHaMa jelHaKOCTH Opoja 2 mobuja ce

(z+1)(z* —z+3)=2"+2.

Kako je n mapam, 2" je moTmyH KBaapaT, ma je Opoj —2 KBaIpaTHU OCTATAK IO CBAKOM P,
HeTapHOM TPOCTOM mesmorny 6poja (z + 1)(x? — x + 3). 3ato je

() () (@) o

omakje ciaenu ga je p obaumka 8k + 1 mam 8k + 3.

Kaxo je 22 — z + 3 yBek menmapas, To 6poj x + 1 Mopa 6uTu HeLuB ca 2, ajlu HE MOXKE OUTH
nmewus ca 4, jep 412" +2 3a n > 2, ma x naje ocrarak 1 wau 5 npu mememy ca 8. Aro je
r=1 (mod 8), Tama je x> —x+3 =3 (mod 8), ma je (z+1)(z>—x+3) =6 (mod 8). MebyTmm
3a n > 3 6poj 2" 4+ 2 maje ocrarak 2 mpum Igebemy ca 8, OfakJe ce Nobuja KOHTPAAUKINja
(0BO ce MOTJIO JTaKO IPUMETHUTH U Yy CAMOM MOUYETKY 3aaTKA).

Axo je # = 5 (mod 8), tama je 22 —x + 3 = 7 (mod 8). Mebyrum, Tama 6poj ¥% — x + 3
uMa IpocT meswial p obnuka 8s + 5 mim 8s + 7, jep cy HemapHu OpOjeBU KOjU MMAa]jy CBe
npocre menwuone obaura 8s+ 1 u 8s + 3 yBer obaura 8s + 1 nam 8s + 3, onakie ce mobuja
KOHT DA, ANKIA]A.

Iakie, jemuno pememe nate jemnaumue je (z,n) = (1,2).

4. Hexa je k npuponan 6poj. 3a cBaky ¢pyurmujy f: N — N, mera je Hus pysrmuja (fm)m>1
nepurucan ca fi = fu finr1 = fo fm 32 m > 1. ®yuruuja [ je k-womymupajyha yromuro
3a cBe n € N Baxku

(a) 3a koje k mocroju I-1 k-xomymupajyha Qpyurumja f?

(6) 3a roje k moctoju na k-womymupajyha dyrmmja f7

Pewewe. 3a k=1 ycnos ce csonu Ha f(n) = f(n), vj. cBaka ¢pyuruuja je l-xomymupajyha,
ma je oarosop Ha murama mox (a) m mox (6) morepman. Heka je mamame k > 2.

(a) Oarosop: IA.
Koncrpyrnuja tpaskene ¢pyHrmuje f Bpmu ce MHAYKTUBHO Ha ciexelin HaYMH:

HEKa je n HajMamu Ipupoman Opoj umja cauka muje oapebena;



(1) aro je n =1, ouna je f(n)=1;

(2) yronmko n Huje noruyH k-tu crened uszabepy ce HajMamux k — 1 mpuponHux 6pojesa

Nn1,M9,...,Nk_1, KOJU HUCY MOTIYHU Kk-TU CTENEHW W 3a KOju N0 caxa Hucy onpebene
CIUKEe, U NMPECINKAjy Ce TaKO nIa je
f(n1) =na, f(na) =mns, ..., f(ne—2) =nk_1, f(ne—1)=n;

k

(3) yrommko je n=a”, 3a Heko a € N,

Ha oBaj mauwn ¢pyuruuja f je nobpo medpurucana. IloBomHO je jom mokasaru ma je ona I-1
k-xomymupajyha.

k-xomymupajyha:

Heka je n € N 0poj koju uuje nmornyu k-tu cremes. Tama mocroje OpojeBu ni, Mo, ..., Ng_1
u3 ycuoBa (2) rakBu ma je n; =n, 3a Hexo 1 < i < k — 1. Ilpu Tome Bazku

fr(ni) = fi(nk) = fi(n1)* = f(ny)*,

rae ce npsa u tpeha jemmakoct mobujajy y3acTomHOM OpuMeHOM (2), a APyra y3aCTOMHOM
npumeroM (3), mTo je u Tpebao DOKa3aTwu.

Hexka je n € N mornyu k-tu crenen pasauuut ox 1. Tama je n = nf 3a HeKo s € N, rre je
n; ek on 6pojesa u3 ycmosa (2). Ilpema (3) Tama je f(n) = f(n1)* u mame ummykmujom
fim(n) = frm(n1)*", 3a cBe m € N. Kako je fy(n1) = f(n1)*, Tpamena jemmarxocT memocpemnso
caemu.

1-1:

N3 ycnosa (2) me moske outn f(a) = f(b) 3a mBa pasmmuura 6poja a u b Koju oba HUCY

normysu k-tu crenenu. Jlokamumo na je memoryhe u f(n;) = f(m¥"), rme cy n; u m;

s s
6pojesu u3 ycnosa k (1 < 4,7 < k—1). Y cympoTHOM, Kako je f(m;f) = f(mj)*", 10 je
t=k—1, 1j. n1 = f(mi)kkl. MebyTtnm ny Huje moTuyH k-Tu cTemeH, na je s = 1 U caMuM

M M1 = f(m;) =nq, mro je omer Hemoryhe mpema (2).
W3 nperxoxnuor cienu tBpheme (a).

(6) Omrosop: HE.

[IpernocraBumo cynpoTtHo, Tj. ma je f wna k-womymupajyha dyurmumja. Heka je ag Opoj
kKoju Huje moTuyH k-tm cremen. [IpmMernmo na, kako je [ Ha ¢yHKIUja, mocToje 6POjeBU
a_1,a_3,...,0_, TakBu 1a je f(a_,) = a_my1, 32 1 <m < k. Mebyrum, tana je f(a_p)F =
frla—k) = ap, WTO je KOHTpaIUKNMja Ca MPETHOCTABKOM Ia (¢ HUje IOTIYH Kk-TU CTEIEH.

KomenTap. Ileo nmox (a) ce He Mopa AUMpPEKTHO HabalaTu HEro ce OO Hmera Moske nohu
onpebenum moctymmuma (HOp. yroamko je a cauka ouma je f(a¥) = f(a)*, ma omarme (3),
a (2) je om mouerka normuno). Mokna je morpebHO yirenmmaTy (GOPMYJIAUY 3aTATKA
(permMo GupameM OPUKIAIHU]Er TePMUHA OI Komymupajyha).

5. Ilar je mejemnakokpaku tpoyrao ABC. Heka cy AD, BE, C'F cumerpaje yrioBa OBOT
tpoyrana (D € BC, E € AC, F € AB). Heka cy K,, Kp, K. Tauke Ha yomcaHOM KDPyTy
tpoyrna ABC rakse na cy DK,, EKp, FK. Tadreate Ha ynucanu kpyr u na K, ¢ BC,



K, ¢ AC, K. ¢ AB. Heka cy Aj, By, Cy cpemumra crpanuna BC, CA, AB. Ilokasatu na
ce npase A1 K,, B1 K}, C1 K. cexy Ha ynucanom kpyry tpoyriaa ABC.

Pewemwe. Ioraxkumo ma cy tpoyraosu K,K,K. n A;B1C; xomoreruunu. Jla Gucmo To
IOKa3aiu, HOBOJLHO je ma norazkemo na je KK || A1B1, omnocno K, K, | AB (ananorno
he caemury u 3a qpyre mapoBe CTPAHULA).

Osumaunvmo M = K,K, N BC, ca S 03HauuMO meHTap yIUCAHOT Kpyra, u ca 1 03HAUUMO
IPOU3BOJLHY TAauKy Ha ynucaHoM kpyry. Osmaummo a = <BAS, f = <CBS, v = <ACS.
Kopucrehu opujentucane yraose (o momyay 180°), nobujamo <B'EB = 3+27, u aHAIOrHO
<A'DA = a+20, aonatne u <A'DK, = 2a+4(3. 3atum, <B'TK, = <B'SE = 90°+<B'ES =
v — a u anagorao <A'TK, = 3 —~. Batum, <A'TB' = <A'SC =90° + <A'CS =a+ 3. U
Ha Kpajy mobujamo <K, TK, = <K, TA + <A'TB' + <B'TK, = 2.

Takobe, u3 Tpoyrma DK,M nobujamo <CMK, = <CDK, + <DK,M = <A'DK, +
<ADK,K, = (2a + 48) + <K, TK, = (2a + 48) + 2y = 28. Iarne, <CMK, = <CBA,
onakise caemu na je K, Ky || AB, mro je Tpebano morazaru. Ilakie, rpoyraosu KKK, u
A1B1Cy cy XOMOTETUYHU.

[Ipumernmo tarkobhe na je roeduIMjeHT XOMOTETHje NMO3UTUBAH: akKO Ou OWMO HeEraTWBAaH,
nysxu K,A1, KpyBy, K.C1 6u ce cerie y jemuoj tauku. Ako je a > 3, ouma ce tauke C; u
K., na u nena ay:xx K.C7, vanaze yuyrap dersopoyriaa SFBD. 3aro, ako 6e3 ymamemna
ONIITOCTUA MPETIOCTABUMO « > [3 > v, ouna K.Cy C SFBD, amu K,A; C SDCFE, na cy ose
IBE IY:KU IUC)yHKTHE.

Kaxko cy Tpoyrnosu K, K, K, n A; B1C] XOMOTEeTUYHI, HLUXOBU ONKUCAHU KPYTOBU Cy Takobhe
xoMmoretuuru. Agu Tto cy Ojiepos u ynucauu kpyr Tpoyriaa ABC, peCueKTUBHO, U IO3HATO
je ma ce Ta mBa Kpyra momupyjy usnyrpa y PojepbaxosBoj tauku tpoyriaa ABC. Crora
(y3 yumeHUIly na je KOeQUIUjeHT XOMOTETUje MO3UTUBAH), HEHTAP XOMOTETU]E je YIPABO
dojepbaxosa Tauka. Onasne caemu na ce A1 K,, B1Ky, C1 K, cexy y PojepbaxoBoj Tauku
tpoyraa ABC, koja mpunana ynucanom kpyry tpoyriaa ABC, uume je TBpbheme mokasaHo.

Aameprnamueno pewemwe. Hera je ynucamu rpyr tpoyria ABC jenuHuuYHa KPY:KHUNA Y

3 : 2 _ 24/ _ 2a’b .

KommtexcHoj paun. Taza je a = 725, b= 245, ¢ = 4. Batuu je
b+C a/2b/+a128/+2a/blcl
a’l = =
2 (' +b)(a + )
Bpennocr k, Hamasumo u3 ycaosa B = (“—/) omakne je k, = Lo = < Cana
pen a y a al? J a a’a a’

HAJIA3UMO TIPECeUHy TadkKy z ymmcaHor kpyra (omakne |z| = 1) u mpase K,A; (omakie



z—kg __ z—kg
are = (al—ka>)' Ilpyru ycioB MOKEMO TpaHCHOPMUCATH Y OOIUK

— 1 1
(@ = Fa)(z = k) = (5 = )01 — k),
omakie (360r z # k,) cnemnu (a1 — kq) = —i(al —k,), na je
L 1 ar—ky _(a’2 =)'V +ad'd +Vc)  a'b +ad +0
 ka(ay —ka) (b'c —a?)(a +V +¢) a0+

Kaxro je maBenenu uspas cumerpudan no a’, b, ¢/, amasorso ce mokasyje ma he mpase KB
u K.Cy cehwn ynucanu Kpyr y MCTOj Tauku, ynMe je TBphHeme MoKa3aHo.

6. Heka je k nmpuponan 6poj. loka3arn na 3a mO3UTHBHE peajHe OpojeBe x,Yy,z 4uju je
36up jemuak 1, BaKM HEjeTHAKOCT

k+2 k+2 Zk+2 1

€ Y
+ + >z
xk+1—|—yk—|—zk yk+1+zk+xk Zk+1+$k+yk 7

Pewemwe. Ilatu uspa3 je cuMerpudal, na ce 6e3 ryb/bema OMIITOCTH MOMKE IPETIOCTABUATH
na je x 2y > z. Tana je

TP gk R P 2R b <R R R

JI0BOJLHO je MOKa3aTu IpBy HejeaHarocT, Tj. aa je x4+ yF < yF+ 42k Osa mejemmaroct
: B o 1-x : . : l—x
je eKBUBaJIEHTHA Ca (—) < 1o Kaxko je y < z, TO je MOBOJBLHO HOKA3aTU Oa je Yy < 1 ,

z -y z -y
mTo je exBmBasenTHO HejemHakoctn 0 <z — 22 —y+y? = (z —y)(1 — 2 —y) = (v — y)z, Koja
je Tauna. [Ipumenom mejemuakoctu YeburmeBa Ha TPOjke

1 1 1
k2 k2 k2
(@5, y", ") m (xk+1+yk+zk’yk+1+zk+xk’zk+1+$k+yk)’

nobduja ce
k42 1

z k+2 L
_— > = _ =L
Zxkﬂ +yk + 2k 3Zx Zxk+1+yk+zk

cyc cyc cyc

YkoauKO ce y L moHoBO mpuMeHu HejemHakocT Jebumesa Ha Tpojke (x,y,z) u
(xhHL yF+l k1) noGuja ce

11 k1 1 /
L>§'§'Z$Zx Zxkﬂ_,_yk_,_zk:[" (*)
cyc  cyc cyc
W3 mejemnakoctu Komu-IlIBapn-BymakoBckor cienu

Z—l Z(xk+1+y’“+z’“) >9,

k+1 k k
cyc x Tyt cyc
na je
xk+1 +yk+1 +Zk+1
>
= xk-i—l + yk-i-l + zk+1 + 2(.’1)k + yk + Zk:)’

U CAMUM TUM JOBOJRHO j€e NOKa3aTUu Oa je

/

3($k+1 +yk+1 4 Zk-i—l) > LL'k +yk + Zk.



ITocnenma HejemHakocT ce moOMja MOHOBHOM IPUMEHOM HejenHakocTu YeburieBa Ha TPOjke
kE o,k Jk
(z,y,2) m (2%, 5", 2").
JenmHakocT y CBUM TPUMEHEHUM HEjeTHAKOCTHMMA BayKM aKO U CaMO aKo je & = y = 2, Tj.
1

aKO U CaMO aKo je T =Y =2 = —.
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