PEIIIEIHLA 3AOATARKA
OKPYRHO TAKMWYEILE 3 MATEMATHURE
24.02.2007.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

Hahwu ocrarak mpu mememy 0poja 31000 4 41000 ¢a 13,
Tanrenra 38, cTp. 41.

Pewewe: Habumo octaTtke mesmema OpojeBa obiauka 3" mpu Oesbemy
ca 13. Ako je r octaTak nobujen npu nembemy cremena 3" ca 13 omma
je ocrarak gemema 6poja 37T ca 13 mcTm Kao m ocTaTak JesLema
opoja 3r ca 13. 3awmcra, mo mpermocrasiu 3" — r je memus ca 13
ma je mpema ToMe 377! — 3r takobe memus ca 13. OBuM HOCTYIKOM
nobujamo cienehy Ttabauily ocraTaka:

3 32 3% 31 35 36 37
39 1 3 9 1 3

YouaBaMO HIEePUOOUYHOCT OCTaTaKa M 3aK/bY4UyjeMO Ia je ocTaTak
nemerma 31990 ca 13 jemmax 3. CimuaH IOCTYIAK HaJaKeHa IIEpPU-
OMMYHOCTU OCTATKA MOMKE Ce IPUMEHUTHU U Ha coydaj cremena 41000,
AJTEepHATUBHO Ce TPaKEHU OCTATAK MOKE OApenuTy u Ha ciaenehu
HAYMH. Y O4YUMO na je 43 =64=5-13—1. Onasne 3aKJbyUyjEMO na
je

4999 = (43?3 = (5-13-1)(5-13—-1)-...- (5-13-1) =13 -k —1

3a Heku mpupogas 6poj k. IIpema Tome ocTarak gesmema Gpoja 41000
ca 13 je 9.

3akmpyuak: Tpaskenu octarak je 12.

Ilara cy mBa Kpyra kKoju ce momupyjy umsuyrpa y tauru A. Aro
ce u3 Opyre Kpajme tauke B npeunuka AB crnossammmer Kpyra KOH-
CTpYHUIIE mpaBa Koja JOAUPYje YHyTpammu Kpyr y Tauku C' 1 ceue
croJbaImmu Kpyr y Tavku D, nokasartu na je npasa AC Oucexkrpuca
yria BAD.



Pewewe 1: Koucrpyummumo 3ajenuunuky tanrenty y tauku A. Ilpe-
cek Tanrenre m npaBe BD je tauka E. Kako je FA = EC (ras-
reaTHe nyxku) 10 je {FAC = <FECA. U3 te jeqHakocTu Kao u
u3 jemnakoctu <FAC = <FAD + <DAF cnemu <FAC = <FCB =
<FAB+<FEBA = <FAB+<FEAD (jep je <EAD = <EBA). Onasne
cinemu na je <DAF = <FAB, mto 3uaun na je AC bucekrpuca yria
BAD.

Pewewe 2: Cnojumo S menrap ymyrpammer kpyra u C'. Tana je
<SCB = 90° (monmyupeunuk u tanresra), u <ADB = 90° (yrao
Han npeunukoM). Omasne caemu na je <DAB = <CSB (yraosu
ca mapaJsieaauM kpamuMma), u <CSB = 2<<CAB (ueHTpaJHU U Mepu-

depujcku yrao). Omarae ciemu na je npaBa AF Gucekrpuca yria
DAB.

3a eJIeMeHT NepMyTaluje Ka)keMO Ma je HeCHO MUHUMAJAaH aKo je
MambU OJ CBUX eJjieMeHaTa KOjU ce HaJja3e OeCHO oI mera. Ha
npumep y nepmytanuju (2, 1, 4, 6, 3, 7, 8, 5) meCHO MUHUMAJIHU CY
eJleMeHTH Ha APYyroj u meroj nosunuju (emementu 1 m 3). Koswmko
“Ma Da3nuUTUX mepMmyTanuja eneMmenara ckyna {1, 2,..., 8} koje
MMajy IeCHO MUHUMAJHE eJIeMEeHTe Ha APYTOj U MeToj no3uimju (u
MOKJIa jOII HA HEKMM APYTUM HO3uimjama )’

Pewewe: Ha mpBoj mosuruju mepmyranuje MoO:ke OUTHU OUIO KOjuU
Opoj, Te ra Mokemo m3abparu Ha 8 HaumHa. Hakom Tora, Opoj Ha
APYTO] MO3UIKjU MOpa OUTU HAjMamU OJ IMpeocTanux OpojeBa ma
Ou O6mo mecHO MUHMMAJIaH, Ha je oapebhen jemno3nauno. Dbpojese
Ha MO3UIMjaMa TPU U YETUPHU ONET MOKEMO M3adpaTy IPOU3BOJHHO
on mpeocTaJaux OpojeBa, Ha 6 - 5 HaumHA. Dbpoj Koju ciaemm Mo-
pa OuTu HajMamU O HMPEOCTAJIUX, Ma je CcTora OpOoj Ha MO3UNUjU
ner jemmuctBeHo onpeben. IIpeocranu OpojeBu Mory ce mopebaru
IPOU3BOJLHO, Ha 3 -2 -1 Haumna. [lakme, ykynman Opoj mepMmyTamnuja
KOje MMajy MeCHO MUHUMAaJHe OpojeBe Ha APYTroj U MEeTO] MO3UIUjU



je8-6-5-3-2-1=1440.

Y3 mpernoctaBry 0 < b < a mOKa3aTu HEjeITHAKOCT

1(a—0b)? a+b 1(a—0b)?
- < Vabg =2
8 a 2 bS3T

[Ton kojuMm ycimoBuMa HEKa O HEjeTHAKOCTU IPEJa3u Y jeqHAKOCT !

Pewemwe:

a+b (va — Vb)? (a —b)?
L ~2(Va+ Vb2
1<a—b)2:(a—b>2< (a —b)* Loz b? _1

8 a 2(2va)* " 2(Va+vb)2 T 22vb)2 8 b

JemHAKOCT BasKu ako U caMoO ako je a = b.

Y 3aBucHOCTH On mpuponHor Opoja n wmahu majBehu 3ajenHuurwn
nemuian 6pojesa n? + 1 u (n+1)% + 1.

Pewewe: Hera je d=NZD(n?+1,(n+1)?+1). Taga d| (n+ 1) +
1—(n?+1), ommocuo d | 2n+ 1. Oryna d | n? +1— (2n+ 1), omrocHO
d | n(n — 2). OnaBne, kako je d y3ajamMHO mpocT ca n (jep ako je
k = NZD(n? + 1,n) mobujamo ma k | n®> + 1 — n?, ommocuo k = 1),
3akmyuyjemo na d | n—2. Hanmokon kako cmo nobunu na d | 2n+1 u
dln—2,tod|(2n+1)—2(n—2), omrocuo d | 5. OnaBne cy jenune
mOoTeHIMja He BpeqHocTu 3a d 6pojeu 1 u 5.

OmpennMo cama ocTaTak mpu Aesbemy Opoja n?+1 ca 5. Jlako
HAJA3UMO Oa YKOJUMKO n mMma pemnoM octatke 0,1,2,3,4 npu nememy
ca 5, ouma 6poj n? + 1 nma penom ocratke 1,2,0,0,2 mpu mememy
ca b. 3aTo je d =5 aKKO n npu AebemYy ca b maje octaTak 2, MOK je
y CBUM ocCTaJiuM ciydajeBuma d = 1.



PEIIIEIHLA 3AOATARKA
OKPYRXHO TAKMUYEILE N3 MATEMATUERE
24.02.2007.

Ilpyru pa3pen — A kareropuja

Heka je AC TeruBa kpy:kHUIlE TOJyIpedyHnKa R KOjOj oaroBapa meH-
TpaJsHu yrao ¢. Ha Kpy:KHOM JIyKy KOju OoaroBapa OBOj TETUBU
(yayTap yria ¢) ompemutu Tavyky B Tako ma 30up Iy:KUHA TETUBA
AB u BC 6yne makcumasan. Koauku je Taj 36up?

Pewewe 1: Hera je <BAC = a, <ACB = v u <ABC = 3. Ilo cu-
uycHoj reopemu AB+ BC = 2R(sina+sinvy) = 4Rsin(5 — g) cos S,

MakcuMmym OBOr m3pa3a ce IOCTmEE 3a cos “5+ = 1, Tj. a =17 =

75— g Haxne, AB = BC = 2Rsin § = 2R cos g, a MakcuMaJiaH 30up
u3aocu 4R cos g

Pewemwe 2: Tlponyxumo ny:x AB mo tauke E Tako ma Baxku BE =
BC, omgnocuo AF = AB+BC. Tpoyrao BCE je jenHakKOKpak, a Kako
je <ABC = 3 cmomammu 3a 0oBaj Tpoyrao ciaemu na je <BEC =
<FECB = g Koucrpyunmumo tauky D Ha 3amaTOj KPYKHUIUA TAKO
na je AD = DC u <ADC = 3. IlonoBumo moctymnak 3a Tauky ) Kao
u 3a tauky B. Koucrpyumwmmo taurky F tako na Baku DC = DF,
omnocuo AF = AD + DC. Ha wuctu Hauumn Bazku na je <DFC =

FCD = g Tauke I m F' mpunanajy reoMeTprjCcKOM MeCTy Tadaka

u3 Kojux ce my:xk AC Buou mom yriiom g (asiz ca ucTe cTpaHe mpaBe

AC ca xoje cy B u D). TeomeTpujcko MecTO Tadaka je JIyK ca
neaTpoM y taukm D. IlomTo je mpeuyHWK Hajmy:ka TeTUBa, OHIA



ciaenu ma je MakKcuMmaJaH 30up TeTwBa y ciydajy Tauke [) OIHOCHO
kana je AB = BC.

3a koje a € R cy cBa pemema jennadmae
3ax? 4 (3a® —12a* — )z —a(a — 4) =0
peasHa ¥ 3aJ0BOJbaBajy yciaos |x| < 17
Pewewe: ImckpuMyHAHTa HaTe je THAYWHE je
D = [3a® — 12a* — 1]* + 12a*(a — 4) = [3a*(a — 4) — 1]* + 12a*(a — 4) =
9a*(a—4)2 —6a*(a—4) +1+12a*(a—4) = 9a*(a —4)* +6a*(a—4) +1 =
= [3a® — 12a% + 1]?
na cy Hyje oBe jemHauwmue (3a a # 0)

—3a®+12a® + 1+ (3@3 —12a® + 1)
6a

Ti/2 =

Tj. 1 = 3= 1 32 = —a(a — 4). 3a a = 0 jeauHcTBEHO pememe T = 0
npunana naTepBanay (—1,1). 3a a # 0, Hyne jenHauuHe 3aI0BOLA-

Bajy yCJIOB aKO U CaMO aKO

<1 AN —-1<-d’+4a<1

3a
Ilpyra HejemHauWHAa je €KBUBAJIETHA Ca

3<(a—2)*<5eV3<]a—2| < Vb ac (2—=V5,2—V3)U(2+V3,2+V5).

EneMenTn M3 mpBOr MHTEpBaJa HE 3aI0BOJbaBajy ycioB x < |af

OJakje KOHAYHO nobujaMo Ja a 3a0BOJbaBa YCIOBE 3aJaTKA AKO U
camo axo je a € {0} U (2 + 3,2+ V/5).

Hexka je f: N — N ¢ynrmuja nepunucana va ciaemehu mHaumn

fln) = ZNZD(i,n), 3a cBaro n € N,

=1
Halinr f(22007).

Pewewe: Hera je p mpoct 6poj a « mHemeraruBaH 1eo 6poj. Ompe-
mrhemo f(p®). Ouwmrmenso ma 3a cBako x, 0 < z < p® Bakm ma
je NZD(x,p*) = p®, 3a #ero 0 < a < a. OngpearMo KOJIUKO MMa
6pojesa  TakBux na je NZD(z,p*) = p® 3a 3amaro a. IIperxonuu
YCIIOB je ekBMBaJieHTaH ycaoBy p® | z m p®T 2. OBaxBux 6pojesa
uMa YKymHO p®~ % — p®~ %1 ako je a < a, ommocHO 1 ako je a = a.
[Ipema TomMe mmamo na je:

f®) = 1~p“+azl(p“_“—p“_“_1) -p* =p” <1+a <1—1)>.



Axo crasumo p = 2 u o = 2007 nobujamo na je f(22007) = 2009.22006,

Ila nu mMa BuUIle pesanyja €KBUBAJIEHIWj€ WX pejalldja MopeTKa
Ha ckymy {1,2,...,n}, roe je n € N7

Pewewe: On cBake penanuje €KBUBAJEHIMjE MOYKEMO HAIPABUTHU
jemHy pesanujy HOpPeTKa, TaKo IITO NeMO OCTaBUTU CaMO OHE eJI-
eMeHTe a p b U3 pesanuje eKBUBaJIEHIAje 3a Koje Baku a < b. Jlako
je mpoBepuTu ma je oBako 3amara pemamuja P,AC,T, ma je To
penanuja moperka. Takobhe HUje TemKO MOKA3aTU U A PA3IUYUTE
penanuje €KBUBAJICHINje WHAYKY]Y Pa3JIAYNTE pejaluje MOpPeTKa.
Kako on myne penanuje exksuBasiennuje (y KOjoj je CBaKU €JIEMEHT
y peJanuju ca CBAKUM) MOKEMO nobuTu jom 1 pesanujy mOpeTka,
aKO y3MeMO eJieMeHTe a>b. 3a OBy pejanujy ce aHaJOIHO MOKa3yje
Ia je pejalyja IOPETKa, a Pa3jIMYUTa je O MPEeTXOMTHO onpebheHux.
Crora penamnuja mopeTka uMa BUIIE O peJalija eKBUBAJCHIMje Ha
crkymy {1,2,...,n} 3an> 1.

3a n = 1 umamo camo 1 penanujy eKBUBaJIEHIje KOja je uC-
ToBpeMeHO u pesanuja nmoperka: p = {(1,1)}. lakae y oBom ciayua-
Jy ©MaMO jeIHAKO peJalnmja IMOPEeTKa U pejlalija eKBUBaJIECHIN]eE.

Onpenutu cBe peasHe OpojeBe U Y 3a KOje BAKU jeTHAKOCT
x? — 2z cos(zy) + 1 = 0.
Tanrenra 41, M474
Pewewe: HaBenena jennaumHa je €KBUBAJEHTHA Ca
22 — 2z cos(zy) + cos? (xy) + sin® (zy) = (x — cos(zy))? + sin? (zy) =0
IITO je eKBUBAJEHTHO CUCTEMY jeIHAUYMHA
x —cos(zy) =0 sin (zy) = 0.

Ako je sin(zy) = 0 omma je cos(zy) = £1 1j. wm je z = 1 uam
x = —1. Y npsom cayuajy (r = +1) u3 ycaosa cosy = 1 mobujamo
y = 2km 3a mekum meo 6poj k. Y mpyrom caydajy (x = —1) us
ycaosa cos (—y) = —1 mobujamo y = (2m + 1)7 3a Heru neo 6poj m.
3akmyuyjemo ma je (x,y) pememe moja3He jeTHAUMHE AKO U CAMO
aKo je

(x,y) € {(+1,2kn) | k € Z} U{(-1,(2m + 1)7) | m € Z}.



PEIIIEIHLA 3AOATARKA
OKPYRHO TAKMWYEILE 13 MATEMATHURE
24.02.2007.

Tpehu pa3spen — A kareropuja

SaMak uMa pOpMy HEKOHBEKCHOT 12-Toyria (Kao Ha CIUIM) ca YKYII-
Ho 45 kBagparHux omaja. Mameby cBake mBe omaje Koje mMmajy 3a-
jemHWYKM 3um mocToje Bpara. Typucra kpehe u3 HEeKe omaje u »Keau
na obube mTo Buile ogaja u 1a ce BpaTu y MOJAa3HY 01ajy, aJu TaKo
oa y CBakKy omnajy ybe HajBumie jemannyT. Koawuko HajBume onaja
OH MOYKE OBAKO Ma MOCeTu?!

.:-- . - 1 --.
i -.--“ T 1
L- I [ . — -

Pewewe: Ha caumu ce Buau Typa TypUCTE KOjoM ce obuimaszu 42
omaje. lokaskmMo ma TypucCTa HE MOKE MOCETUTU BUIIE OJaja MO
natuMm ycaosuma. O6ojumo omaje npHo-6e10 (MAXOBCKM) TAKO 1A
uma 24 upue um 21 Geny omajy. Kako Typucra mposaszu cycemHuM
omajamMa Koje cy pas3ianyuTo o0DOojeHe Ha MHEeroBoj TypU UMa UCTU
6poj Genmux u MPHUX Oomaja. 3aTO Ha CBAKO] TyPW HEMa BUIIE O
21 + 21 = 42 opnaje.

Hahwu cBe monmuaOMe 06mKa " + 2" 1+ 2" 24+ ...+ +1 koju umajy
CBe KOpEeHe peaJHe.

Pewewe: Heka cy 21, ..., T, KOPEHHU IOIMHOMA T" + ap_12" ' + ... +
arx + ag voe je a; = £1. Y cayuajy n = 1 mako ce HaJsa3e aBa
pemema xr + 1 ma 3aTo mpermocraBumo na je n > 1. Kopucrehnu
Buetose ¢popmyne mmamo

x%—}—x%—l—...—i—mi = (m1+...—|—:(:n)2—2(m1x2+...+xn,1xn) = ai_l—Qan,2 = 142.

Kako cy mo ycmoBy 3amarka cBU KOpeHU peajHu, 30Up KBagpara
MOpa OUTK TO3UTUBAH, TTa UMaMO A3 je I3 + ...+ 22 =3, Tj. a,_2 =
—1. Cuamuno je u z3x3---22 = a3 = 1. Kopucrehu mejensaroct
u3Mebhy apuTMeTUUKe U T€OMETPHUjCKe CPeauHe M00UjaMo:

3 1

_ 2 2 n/ .2 —
E—ﬁ(x1+~~+xn>> xi--ax2 =1

omakye je n < 3, IPU YEeMy jeIHAKOCT N = 3 BasKU aKKO T3 = I3
x

r3 = 1. Omarae nobujamo 3a caydaj n = 3 mBa pemema (r2 — 1)

H- I



1). ¥ cayuajy n = 2 nmako ce nobujajy jom msa pemema x> +x — 1,
oK y caydajy n = 1 mumamo takobhe maBa pemema x + 1.

Ha crparmu BC tpoyrna ABC youumMmo Taurky D m youmMO ymIuCaHEe
kpyrose y tpoyriaoBe ABD u ACD. 3ajemaunuka crnoshallmbha TaH-
PeHTa OBa OBa Kpyra, pasziauuurta on npase BC, ceue mysx AD y
rauku K. [lorazatu ma my:kuHa nysku AK He 3aBUCHU O TOJIOXKAja
Tauke D.

Pewemwe: Ozmaummo ca A;, By, D Tauke y KOjuMa yOUCAHU KPYT
y tpoyrao ABD nomupyje crpanune BD, AD, AB; u o3HauuMo ca
As, Cy, Dy Tauke y rojuMa ynucanu kpyr y tpoyrao AC'D mnomupy-
je crpanune CD, AD, AC. Heka je AC = b, AB = ¢, BD = u,
DC =vu AD = d. Heka cy G u H Tauke y KOjuMa 3a]jeTHUUKA
CroJballllba TaHreHTa paznuuurta ox BC noaupyje Kpyrose yuumcaHe
y Tpoyraose ABD u ACD.

A

Tana je

2AK = (AB;—GK)+ (AC, — HK)
= AB, + AC, — GH
= AD; + ADy — A A,
— AD; + ADy — DA, — DA,.

Mebyrnm, AD; = <kd=v  ApD, = brd=v pg, = ddu=c py, =

2 2 2
drv=b  Bamerom no6ujamo

QAK — C+d_u+b+d_u;d_u+c_d_v+b:b+c—u—v:AC+AB—BC’,

omuocao AK = (AB + AC — B(C)/2, mTo 3aBucu caMo OJ Iy:KUAHA
crpanuna tpoyria ABC. [J

Hahwu cBe npuponrae 6pojeBe n Mame ox 100 kojuma je 30up nudpapa
y OeKaTHOM 3aIrcy jeTHak 30upy nudapa y OMHAPHOM 3amucy.



Pewewe: O3uaunmo penom ca Sip(n) u Se(n) 36up nudapa npupogHor
6poja m y meKamHOM, OJHOCHO OWMHApPHOM cucTeMy. KRako je n <
100 < 27, To 6poj N y GUHAPHOM CHCTeMy WMa HajBuIIe 7 mapapa,
na je Sy(n) < 7. Hera je Ggasasazazaiag 3anuc 6poja n 'y 6GuHAPHOM
CUCTEMY, TAKO Ja OH MOMKe Oa Mouume U onpebheHum Opojem HyAa.
Kako je rama n = ag-26+as5-2°+a4-2*+a3-22+ay-224a;1 -2 +ag- 2°,
T0 je n =3 (ag + a2 + a4 + ag) — (a1 + a3z + a5). Omasme, raro je
n =3 Sio(n) =3 Sa(n) = (ag + as + ag + ag) + (a1 + a3 + as), nana-
3umo ma je 2(a; + as + as) =3 0, omnocHo a1 + ag + a5 € {0,3} (jep
je 0 < ay + az + a5 < 3). Iakmue, 3a npupoman 6poj n BaKu na Cy
bunapue mudpe ai,as u as jeqsaxe mehy cobom. Cana pasiaukyjemo
IBa ciaydvaja:

1° a3 = a3 = a5 = 0. Cana je Sz(n) < 4. 3aro je ag = 0, jep 6u
y cymnpotHOM Owmio n > 64 onmakiae je Sig(n) > 7, mro je memoryhe.
Hakme, So(n) <3, n <28 +22+2° =21 un =4 a9 € {0,1}, Te je
n € {21,20,12,2,1}. TIIposepom mobujamo ma cy pemema n = 1,
n=20unn=21.

2° a; = a3 = a5 = 1. 3aro je n>2°+23+2! = 42, ma je Syp(n)>5.
[Ipumermmo 1a je ag = 0, jep 6u y cymporHOM 6mmo n > 26 + 25 +
23 + 2! = 106. 3aro je m Sig(n) < 6. V3 oBora 3akmyuyjemo ma je
n € {60,51,42,50}. IIposepom mobujamo ma HE jemaH GPOj U3 OBOT
CKyTIa HUje pelleme.

Jenune BpennocTu npupomror o6poja n, n < 100 koju 3am0BObaA~
Bajy ycioB 3amatka cy n =1, n =20 u n = 21.

Hahu cBa peasna pememna jeqHaunHe (2 + \/g)m—i—l = <2 2+ \/3) .
Tanreunra 34, M340

Pewemwe: YBenumo o3HaKy a = /2 + V3 omakse caema a? = 2+ /3.
OBoM cMeHOM Hallla jeHAUYMHA KOOUja OOJIMK

a* 41 = (2a)".

Bpojesu 2 4+ V3 n 2 — /3 cy pemema jemmaumne z2 — 4z +1 = 0
oJakJe mobumjaMo jemTHAKOCT

a* +1 = 4a>.

YnopebuBameM 3akbydyjeMo 1a je £ = 2 jeaHO pelleme HaIlle jeaHa-
upne. To je u jequno pememe. 3aucTa, gebemeM ca (2a)” nobujamo
Ia je Hallla je JHAUYWHA €KBUBAJICHTHA Ca

a\?® 1)\”
- +({=—] =1
(2) (2a>
Ha neBoj cTpaHu je ¢pyHEIUja OO & KOja MOHOTOHO OIlaga; OBO CJIe-
M1 U3 Ynmbenune fa je 5 < 1 u % < 1. 3armydyjeMo ma MOsKe
IIOCTOjaTW HajBUINE jedHa BPETHOCT T 3a KOJy Ta (yHKIUja y3UMa
BpenHocT 1.

3ak/byvak: JeauHo pelneme Hallle jeqHauunHe je T = 2.



PEIIIEIHLA 3AOATARKA
OKPYRHO TAKMWYEILE 3 MATEMATHURE
24.02.2007.

UYerBpTH; pa3pen — A kareropuja

Ha crparu BC tpoyrna ABC younmo tauky D u youmMoO ynucamHe
kpyrose y tpoyriaose ABD u ACD. 3ajemHuura CHOJbAINHA TaH-
PeHTa OBa OBa Kpyra, paszauuurta on npase BC, ceue mysx AD y
raukn K. lokasatu ma nysxkuHa nysxku AK He 3aBUCH OI MOJOXKAja
tauke D.

Pewewe: Osmaummo ca Ay, By, D Tauke y KOjuMa yHOUCAHU KPYT
y tpoyrao ABD monmupyje crpaunune BD, AD, AB; u o3saunmMo ca
Ao, Cy, Dy Tauke y rojuMa ynucanu kpyr y tpoyrao AC'D mnomupy-
je crpanune CD, AD, AC. Heka je AC = b, AB = ¢, BD = u,
DC =vu AD = d. Heka cy G u H Tauke y KOjuMa 3a]jeTHUYKA
CIOJballllhba TaHreHTa pasiauvuTta on BC momupyje Kpyrose ynucasne
y tpoyraose ABD u ACD.

A

Tana je

2AK = (AB;—GK)+ (AC, — HK)
= AB, + AC, — GH
= AD; + AD, — A1 Ay
— AD,+ ADy — DA, — DA,.

Mebytum, AD; = &¢td=v  AD, = btd=v pQ, = dfu=c DY, =

2 2 2
% . 3ameHoOM mobOumjamo

AK — C+d_u+b+d_v;d_u+6_d_v+b=b+c—u—v:AC+AB—BC,

10



omanocao AK = (AB + AC — B(C)/2, mro 3aBuUCH CaMO OJ Iy:KUHA
crpanuna tpoyriaa ABC. [J

3a matu mpupomaH OpPoj M, y CKYyIy MO3UTUBHUX PeaJHUX OpojeBa
pemuTy CUCTEM jeTHAUYUHA

n(n+1
r1+ 229+ ... +nx,, = %

1 2
Ttz + . 42, = n.

Pewewe: Hera je (z1,z2,...,x,) pememe naror cucrema. Omy3uma-
HBEM MIPBE jeIHAUWHE O ApyTe U TpylucameM cabupakra nobmjamo

n

D (w)—1—i(z; — 1)) =0. (%)

=2

Ilokasumo na je cBaku cabupak JeBe CTpaHe jeIHAauuHe (k) HeHera-
TUBAH.

IIpBu maumn: Herka je 2 < ¢ < n. Ropumhewmem HejennaxkocTu
u3Mebhy apuTMeTUUKe U T€OMETPHUjCKe CPEeANHE MMaMO

zi+i—1 zl+1+..+1

o101 =,
) 1

3HaK jeTHAKOCTU BayKU aKKO je x; =1, ommocuo z; = 1.

Hpyru vauns: ITocmarpajmo 3a ¢uxkcupano k € N, k > 1, nonu-
HoM Py(x) = 2% —1—k(z—1). Kako je P}(z) = ka* =t —k = k(zF~1 - 1)
3akpyuyjeMo na ce Ha [0,00) MunumyMm dyuruuje Py(x) moctuske 3a
r =1, npu gyemy je Pi(1) = 0.

OBuM cMO mOKa3aau Aa Cy 3aucTa CBU CAOUPIM JieBe CTPaHE y
jemHaunHu (%) HEHEraTWBHU, Ila KAKO je HBUXOB 30Up jemHAK HYJIH,
TO mobujamMo na m oHuU MOopajy Outu jemnaku mysau. OBo je jemmHo
Moryhe y caydajy ro = 3 = ... = x, = 1. Cama mako HaIa3uMoO aa
je u r1 = 1, ynMe cMO HOKAa3aJiM A& MaTU CUCTEM MMa jeTUHCTBEHO
pememe (1,1,...,1).

Heka cy m,n u k npupogau 6pojesu. Ilosuaro je ma ce mpaBoyraona
Tabuuna auMeH3uja m X m MOyke momnodaru (6e3 mpeksanama)
npaBoyraouuruma 1 X k. Jloka3zatu ma je Oap jeman om OpojeBa
m u n nemus ca k.

Pewewe: Ob6ojumo jemuanyna moJsra Tabse momohy k 6oja u To " pe-
nom” (Ham3menwyHo). Ha Tako 060jeHoj Tabiu cBaku NpaBOyTraOHUK
OpEeKpUBa TAYHO jeNHO MOJbe CBake Doje. 3aro je HeomxonaH (He U
IOBOJbAH) YCJOB 3a IOIJIOYaBame Tabie na je jemHak Opoj moJ-
ja obojen cakoMm Oojom. IIpermocraBumo cama ma OpojeBu m u n
HUCY Me/bUBU ca k ¥ HEKa Cy HBUXOBU OCTAIM NMPU Iebemy ca k,
pemom jemnaku a um b, mpu dyemy je 0 < a,b < k. Youumo ropwmu
JIECHU [Ie0 TOYeTHe TadJye nuMeH3uje a X b. Y octarky Tabse nmamMo
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jemHak 6poj moJsba obojenux cBakom on k Ooja. /loka3 6u 3aBpHIuIn
aKO MOKAKEMO Ma Y YOUEHOM AeJly HeMaMO jeqHak Opoj MoJba CBaKe
ooje. Pasmorpumo cayuyaj a > b. Youumo 0ojy o3HaueHy Opojem
a. Taga y cBakOj BpPCTM YOUEHOTr nejia TaOJJIUIle MMaMO IO jeITHO
noJsre 0bojeno 6ojom a. Ako Ou ce mecusio ma cy cBe 0oje jemHAKO
3acTym/beHe, oHaa Ou Opoj 00ojeHux mosba y youeHoM aeiry owmo kb,
mTo Huje Moryhe jep ux je tauno ab. CamdHO OBOM pa3Mmarpa ce
cayuaj a < b (Tama cBaka KOJIOHA yOUEHOr Heja CaIp:KU jemHO MOJI-
je 60je b). OBuM cMO mOOUIM KOHTPAAWKIU]Y, T€ 3aKbYyUyjeMO Ia
IPETHIOCTABKA HUje Oumiia TadHa.

Y ckymy peaJHUX OpOjeBa PEIIUTH CUCTEM jeTHAUNHA
r+y=1
(2 +y*)(2* + y*) = 85.
Pewewe: Hera je xy = a. Tanma kopucrehu x + y = 1 modbujamo
85 = (2! +y?)(z® +y*) = 2% + 0 + 2yt + 2%y =
= (22 + ) (z* — 2292 + yh) + oyt +a2y? =
_ (.’L’2 + y2)(($2 + y2)2 o 3:(:2y2) + 1,4y4 + x2y2 _
= (1-2a)((1 —2a)® —3a*) +a* +a® =
=a* — 2a% 4+ 10a* — 6a + 1,

omaocHO a*—2a3+10a% —6a—84 = 0. JenHo pememe OBe jeIHAUMHE je
a = —2, omakie ce jako nobuja a* —2a3+10a? —6a—84 = (a+2)P(a),
rae je P(a) = a® —4a? +18a—42. Kaxo je P'(a) = 3a> —8a+18 > 0 3a
cBako a € R, to je P(a) pacryha ¢ymruuja, na jenqunaunna P(a) =
0 uma HajBumie jenHo pememe. Kako je P(a) mommHOM HemapHOD
cTeleHa, TO OH MMa Oap jemHy peaJsuy Hyay. [lakmae, jemHauuna
P(a) = 0 uma tauno jemno peasno pememe. Kako je P(1)P(4) < 0,
300T HENPEKUAHOCTH, 3aKDLYyUyjeMO Ma je TO pellemhe U3 WHTEepBaJa
(1,4). Ba oBy BpemHOCT a Bawkuiao o6u x’+y? = (v+y)?—2zy = 1-2a <
—1, mrro Huje moryhe. OBuM cMO moKasaau ma je jenumHa MOrynhHOCT
a = —2. Tana je s1ako yCTAHOBUTHU 1A Cy PEIICHa IMOJa3HOT CUCTEMAa
ypebenn maposu (2, —1) u (—1,2).

Hahu cBa peasna pemema jeqnaunHe (2 + \/g)m—l—l = <2 V24 \/§> .
Tanrenra 34, M340

Pewewe: YBenumo o3Hary a = /2 + V3 omakne caema a? = 2+ /3.

OBoOM CMeHOM Hallla jeqHauynHa nodbuja OOJIMK

a®* +1 = (2a)".
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Bpojesu 2+ V3 u 2 — /3 cy pemema jemnaunue 2 — 4z +1 = 0
omakjge moOujaMo jeTHaKOCT

a* +1 = 4a>.

YnopebuBameM 3akbydyjemMo na je r = 2 jeTHO pelleHe Hallle je Ha-
unre. To je u jemuuo pememe. 3aucta, nesmemeM ca (2a)” nobujamo
Ia je Hallla jeTHAYNHA €KBUBAJIEHTHA Ca

&+ () -

Ha neBoj cTpaHu je ¢pyHEIUja O & KOja MOHOTOHO OIaga; OBO CJe-

I U3 YubeHule na je 5 < 1 m % < 1. 3armydyjeMo ma MOsKe
IIOCTOjaTU HajBUIIE jedHa BPETHOCT T 3a KOJy Ta (DyHKIUja y3UMa

BpenHocT 1.

3ak/byJak: JemuHo pelleme Hallle jeqHAUYNHE je T = 2.
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PEINTEIHA 3AITATAEKA
OKPYRHO TAKMUNYEILE N3 MATEMATURKE
24.02.2007.
IIpBu pa3pen — b kareropuja

Hahwu ocrarak mpu mememy 0poja 31000 4 41000 ¢a 13,
Tanrenra 38, cTp. 41.

Pewewe: Habhumo ocraTtke memema O6pojeBa obnmka 3" npu mebemy
ca 13. Ako je r ocrarak nobujen npu nesbewmny crenena 3" ca 13 omma
je ocraTak memema 6poja 3"T! ca 13 mcrm Kao m ocTaTak mesbema
opoja 3r ca 13. 3awmcra, mo mpermocrasiu 3" — r je memus ca 13
ma je mpema ToMe 377! — 3r takobe memus ca 13. OBuM HOCTYHIKOM
nobujamo ciemehy Ttabauily ocraTaka:

3 32 3 3t 3 36 37

39 1 3 9 1 3
YouaBaMO HTEePUOIUYHOCT OCTATaKa M 3aK/BYUYyjeMO Ia je ocTaTak
memema 3199 ca 13 jemmax 3. CamyaH HOCTYyHAK Hajla:Kema IIEpU-
OIMYHOCTU OCTATKA MOMKE Ce IPUMEHUTHU U Ha ciaydaj cremena 41000,
AsTepHATUBHO Cce TpaskeHM OCTaTaK MOKe OIpEeIUuTH W Ha cienehn
HaurH. YounMmo ga je 43 =64 =5-13 — 1. Onmasae 3akpbydyjeMo 1a
je

499 = (%)% = (5-13-1)(5-13—=1)-...-(5-13—-1) =13 -k — 1

3a Heky npuposas 6poj k. IIpema Tome ocTarak mesmema 6poja 41000
ca 13 je 9.

3akmyuak: Tpaskenu ocrarak je 12.

Bucekrpuca ymyrpammer yria <ACB tpoyraa ABC yjenHo je u
bucekTpuca yria koju obpasyje mpeunuk CD ommcanHor Kpyra u
BUCUHA KOHCcTpyucana u3 temena C. Ilorazaru!

C
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Pewewe: Herka je mar tpoyrao ABC. OmnumemMo OKO mmera KpyTr
u kKoHCTpyumumo Oucerrpucy yraa C. Owna cede Kpy:KHY JUHU]Y
y taukn G. Tauka G je cpemuna nyka AGB (jemnaku mepudep-
ujcku yruosu). Koucrpyumumo npeunnk C'D u Bucuny CE uujn
IPOIYKETAK Ceue KPYKHY JUHU]y y Tauku F.

[IpBu moka3s: Aro moraskemo na je <ACD = <BCF, ouna he
Bazkutu U <DCG = <FCG. <ADC = <ABC (Hang ©CTOM TETUBOM).
Tpoyrao DAC je npasoyrau (CD je npeunur). Tpoyrao BEC je
npasoyriu (E je mommosxkje Bucume). U3 oBux ummeHMna cieam
jemnakoct yriaoBa <ACD = <BCF. OBuM je mOKa3 3aBPIIEH.

Ilpyru moka3: Aro moraskemo nma cy saykosu AD u BF jemnaku
ouna he u nepudpepujcku yraosu 6uru jennaru. <AEC = 90° (mon-
Hoxkje Bucune) <DFC = 90° (man npeunukom CD). OnaBnme ciemn
na cy reruse AB u DF mapaJiesnse mTo 3Hauu ga cy aykosu AD u
F'B jenunagru.

3a eJeMeHT mepMyTaluje KakeMO Ia je TeCHO MUHUMAJIAH aKo je
MamUu OJ CBUX €JIeMeHATa KOju ce HaJja3e MOeCHO on mera. Ha
npumep y nepmyramuju (2, 1, 4, 6, 3, 7, 8, 5) IeCHO MUHUMAJHA CY
eJleMeHTH Ha npyroj u mero] mosunuju (exementu 1 u 3). Komumko
“Ma Pa3IMUUTUX mepMmyTanuja enemenara ckyna {1, 2...., 8} koje
MMajy IeCHO MUHUMAJIHE eJIeMeHTe Ha APYToj U MeToj mo3uimju (u
MOKJIa jOII Ha HEKUM APYTUM HO3uimjama )’

Pewewe: Ha mpBoj mo3unuju mepMmyTanuje Moke Outu OUiIo Koju
Opoj, Te ra Mokemo m3abpaTu Ha 8 HaumHa. Hakom Tora, Opoj Ha
APYTOj MO3UIUjU MOPa OUTU HajMamU O MPEeoCcTalux OpojeBa ma
Ou Omo mecHO MWHUMAaJaH, Ha je onpeben jemno3nadno. bBpojese
Ha MO3UIMjaMa TPU U YETUPU ONET MOKEMO M3adpaTy IPOU3BOJLHO
on mpeocTaJaux OpojeBa, Ha 6 - 5 HaumHA. bpoj Koju caemm Mo-
pa OuT; HajMamU O MPEOCTAJUX, 1a je cTora OpOoj Ha MO3UIUjU
net jemmHcTBeHO onpeben. IIpeocranu OpojeBu Mory ce mopebartu
IpPOM3BOJLHO, HA 3 - 2 -1 Haumua. [lakie, ykynan Opoj mepMmyTanuja
KOje MMajy OeCHO MUHUMaJHe OpojeBe Ha OPYroj U MEeTO] MO3UIWjU

je 8-6-5-3-2-1=1440.

Y3 mpernoctaBry 0 < b < a mOKa3aTu HEjeTHAKOCT

1(a—b)? a+b 1 (a—b)?
- < — < -t
8 a 2 \/%\8 b

[lox kojuMm ycioBuMa HEKa O HEJeTHAKOCTU IPEIa3u y jemTHAKOCT.

Pewewe:

2 2(v/a+ Vb)?
La=-b)? (a=b?_ (a=b> _(a=b?> 1(a—b)?
8 a 2(2ya)? T 2(ya++vb)2  22vh)2 8 b

JemHakocT BaskKu ako U caMoO ako je a = b.

STV (Va-vB)?  (a—b)
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[ToznaTo je ma je moBpmwmHa Tpoyriaa P = 1? Kao U Ja BaiKe jel-
Hakoctu a + ¢ =8 u = 30°. Hahu crpanune a,b, c oBor Tpoyria.

Tanrenra 38, cTp. 43

Pewewe: Hera je x = BD n y = CD rue je D nomHoKje BUCUHE
u3 A ma crpany BC (cauka). Ilomro je § = 30° 3akmyuyjemo ma
je h = % OmaBne ciemqu P = 18 = ah — ac gy 35 onpebuBame

4 2 4
Oy:KUHA ¢ U ¢ IMaMO jeTHAYNHE
a+c=38 a-c=15.

Pemewa a = 3,b =5 u a = 5,0 = 3 Mory ce y OBOM CJIyUajy JIaKO
U TOroauTu. AJITEPDHATUBHO Ce KBaIpUPameM MpBe jeqHAYNHE U
ropumhemeM apyre mnobuja a? + b?> = 34. Onmasne ciaemu a? — 2ac +
b= (a—c)?=4r1j. a—c==%2urn.

C

IIpsu cayuaj: a = BC =5, c = AB = 3 onakne ciequ h = 5 =

N

Y oBoM cayuajy m3 mpasBoyrsor tpoyria AABD wmanazumo na je
r = %g < BC = a (canra (a)) uy = 5 — %g W3 mpasoyrior
rpoyraa AADC wanazumo

b=AC = V/h? +y? = Z+<

A

(@) (b)
Hpyru cayuaj: a = BC =3, c= AB =5 onakine ciemu h = 5 = g

Y oBoMm cayuajy u3 mpasoyrior tpoyriaa AABD wanasumMo na je
x:BD:%§>BC:a (cnura (06)) Myzx—a:%g—& N3
npasoyrior tpoyraa AADC mamazumo

2
25 5v/3
_ _ 2 2 _ |22 IOV — /a4 _
b= AC = \/h? + 1 —|—< 5 3) 34 — 15V/3.
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PEIIIEIHLA 3AOATARKA
OKPYRHO TAKMWYEILE 3 MATEMATHURE
24.02.2007.

Ilpyru paspen — B kareropuja

Onpenutu ocTaTke IPU IETHEHY
(1) 6poja 31000 4 41000 ¢4 13
(2) 6poja 9722 4 4333 ca 5.
Tanrenra 38, cTp. 41.

Pewemwe: (npBu meo 3amarka) Habumo ocrarke memema GpojeBa 06-
nuka 3" mpu mememy ca 13. Ako je r ocrarak HOOUjeH IPU IEJHEHY
ctemena 3" ca 13 omma je octarak memema 6poja 3"tT! ca 13 uctm
Ka0 W OCTaTak mebema Opoja 3r ca 13. 3amcra, MO MPETHOCTABIA
3" —r je memuB ca 13 ma je mpema tome 3"T! — 3r rakobhe nmemus ca
13. OBuMm moctynkom mobujamo cienehy tadbauiay ocraTaka:

3 32 3% 3t 35 36 37
39 1 3 9 1 3

YouaBaMO IEPUOOUYHOCT OCTaTaKa M 3aK/bY4YyjeMO Ia je ocTaTak
nemerma 31990 ca 13 jemmax 3. CinmuaH IOCTYIAK HaJaKeHa IIepPU-
OMMYHOCTU OCTATKA MOMKE Ce IPUMEHUTHU U Ha cioydaj cremena 41000,
AsTepHATUBHO Ce TPa)KeHU OCTAaTaK MOKE OIPEeIUuTH U Ha cienehu
HAYMH. YO4YuMO 1a je 43 =64 =5-13—1. Onasme 3aKJbyUyjEMO na
je

499 = (%)% = (5-13-1)(5-13—-1)-...- (5-13—-1) =13k — 1

3a Heku npupogal 6poj k. IIpema ToMe ocTaTak memema 6poja 41000
ca 13 je 9. Komauan 3ak/bydvak je na je TPaKEHU OCTATAK MeJheHha
6poja 31000 441000 ¢4 13 6poj 12.

(dpyru meo 3amarka) CnnyauM pacybuBamem Kao U y IPBOM IeIy
3a7laTKa HaJla3uMO Ja je ocTaTak Aeshema Opoja 9222 = (10 — 1)%22
ca b jemHak 1 Kao u nma je ocTarak messerma b6poja 4333 = 4.4332 =
4-(15+1)%6 ca 5 jemmax 4. Omasme mamasuMo ma je 6poj 9222 + 4333
nebuB ca d, Tj. TpaxkeHU ocTaTak je 0.

[Henrap ynucanor Kpyra u ImeHTap omucaHor kpyra tpoyriaa ABC
CUMETPUYHU Cy y omHOCY Ha crpanuny AB. W3pauysatu yayTpar-
we yraose tpoyriaa ABC.
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Pewewe: Heka je O menrap ynucanor Kpyra, a S ONUCaHOT Kpyra.
[IpaBa OS je cumerpana my:xku AB na je OA = OB, onakie cienu
na je a/2 = [3/2, omnocuo o = . Cuenu na je AABC jenHakokpak,
na teme C npumana npasoj SC. Kako je SA = SC (monyupeunuk
onucanor kpyra) u SB = SC 1o je <OAC = <OBC. Onasne cuenu
na je 3a/2 = /2, onHoCcHO @ = [ = /3, Oakie ce JaKO HAJA3U Oa
je v =108°, a = [ = 36°.

Y 3aBUCHOCTU Ol peaJIHOT mapaMeTpa @, OAPEIUTH OpPOj pa3inyu-
TUX PEeaJHUX pelema jeaHadnHe

2° + 7 +a| = z.

Pewewe: Iara jennaumna eksuBajientHa je mucjyuruuju (I) Vv (IT),
rae cy (I) m (II) cmemehn cucremu jenuaunna u HejemHAUMHA:

x>0 J =0
(I)'{w2+x+a=x (H)'{x2+x+a:—x

U3 npyre jemraunne cuctema (I) mobujamo ma je x? = —a. 360r Tora
(I) 3a a > 0 mema pemema, DOk 3a a < 0 UMa jeIUHCTBEHO PEIIEH€.

Pemmunmo cana cuctem (II). Ao je ax?+bxr+c = 0 kBaapaTHa jen-
Hauuna (a,b,c € R), kopucrehiu Buerose popmyse, mako 3akmbydy-
jemo ma je y ciayuajy ¢ < 0 TauHO je/THO H:EHO pEIIeH¢ MO3UTUBHO,
NOK Ccy y caydajy ¢ > 0 oba pemiema UCTOT 3HAKA UM Cy TAK KOH-
jyroBano kommiekcau OpojeBu. llpmmemyjyhu oBaj 3akmydar Ha
apyry jemmaumny cuctema (II), 22 + 22 + a = 0, 3aKmbydyjemMo na oH
3a a < 0 UMa TAvYHO jeAHO MO3UTUBHO pelleme, MoK 3a a > () mema
HO3UTUBHUX pellena (aKo Cy pellema peasiHa, OHAa Cy UCTOr 3HAKA,
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asu UM je 30up jemHak —2, Te cy oba HeratuBHa). 3a a = 0, pememe
cucrema (II) je x = 0.

N3 npyre jemmaumne cucrema (I) m gpyre jemmauwmne cucrema
(IT) 3akmyuyjemo na je jemuHu peasian 6poj koju 6u Morao ga Oye
3ajeIHUYKO pelneme HaBeneHux cucrema r = 0. OH 3amcra u jecrte
3a]eTHUYKO peleme caMo y ciydajy a = 0.

Konauno, oBUM cMO moka3aju Oa JaTa jeIHAYWHA UMa OBA pPe-
mema 3a a < 0, jenHo pememe 3a a = 0, 10K y caydajy a > 0 Hema
pemema.

Pemmru mHejemuaunny 4xr — 22 — 3 > Va2 — Tx + 12 — Va2 — 5z + 6.

Pewewe: Obaact nepunucanoctu nspasa je [1,2]U{3}. Hejemnaroct
ce Moxe Hamucatu y obmury +/(r —1)(3—z) ++/(2—2)3—1x) >
V(3 —1)(4 — ). Bpoj 3 je, ounrnenno, pememe. 3a r < 3 Hejen-
HAKOCT ce MOxke ~ckparutu’ ca /3 —x u mobuja ce

Vi —x
3—=x

Ve—14+vV2—z

& 2¢/(z—1)(2—x)
& 5?2 — 18z + 17 <0.

>
>

Y oBoM ciyuajy HeMa pemema. lakie, jenuHo pememe je T = 3.

Onpemutu cBe peaJsiHe OpojeBe & M Y 3a KOje BaKM jeIHAKOCT
x? — 2z cos(zy) + 1 = 0.

Tanreunra 40, M474

Pewewe: HaBenena jenHaumHa je €KBUBAJIEHTHA Ca
2% — 2z cos(xy) + cos® (zy) + sin? (zy) = (z — cos(zy))? + sin? (zy) = 0
ITO je eKBUBAJEHTHO CUCTEMY jeIHAUYNHA

x —cos(zy) =0 sin (zy) = 0.

Ako je sin(zy) = 0 onma je cos(zy) = +1 1j. nnu je z = 1 nunm

x = —1. ¥Y npsom cayuajy (x = +1) u3 ycaosa cosy = 1 mobujamo
y = 2km 3a mHerku meo Opoj k. Y mpyrom cayuajy (x = —1) u3
ycaosa cos (—y) = —1 mobujamo y = (2m + 1)7 3a meru eo 6poj m.

3akmyuyjemo ma je (x,y) pememe mojia3He jegHAUMHE AKO U CAMO
akKo je

(z,y) € {(+1,2km) | k € ZY U {(—1,(2m + 1)) | m € Z}.
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PEIIIEIHLA 3AOATARKA
OKPYRHO TAKMWYEILE 3 MATEMATHURE
24.02.2007.

Tpehu pa3zpen — B kareropuja

Heka je AC TteruBa kpy:kHUIlE TONyIpedYHnKa R KOjOj oaroBapa meH-
TpaJsHu yrao ¢. Ha Kpy:KHOM JIyKy KOju OoaroBapa OBOj TETUBU
(yayTap yria ¢) ompemutu Tavky B Tako ma 30up Iy:KUHA TETUBA
AB u BC 6yne makcumasan. Koawuku je Taj 30up?

Pewewe 1: Hera je <BAC = a, <ACB = v u <ABC = 3. Ilo cu-
mycuoj Teopemu AB+BC = 2R(sina+sinvy) = 4Rsin(f — g) cos 5L,

MakcuMym OBOr m3pasa ce IOCTHAEE 3a oS “5+ = 1, Tj. a =7y =
T _ B

5 — 5. laxne, AB = BC = 2Rsin § = 2R cos g, a MaKCUMaJlaH 30up

uzHocu 4R cos g

Pewewe 2: Tlpomysxumo nysxk AB mo tauke E tako mna Baxku BE =
BC, omnocuo AFE = AB+BC. Tpoyrao BCE je jenHakoKpak, a Kako
je <ABC = 3 cmomammu 3a 0Baj Tpoyrao ciaemu na je <BEC =
<FECB = g Koucrpynmumo tauky D Ha 3a1aTOj KPYKHUIU TaKO
na je AD = DC' u <ADC = 3. IlomoBumo mocrymnak 3a Tadyky D Kao
u 3a Taury B. Koncrpyumwmmo tauky F tako na Baxku DC = DF,
omunocuo AF = AD + DC. Ha uctu Hauun Baxku na je <DFC =

<FCD = g Tauke F m F' mpunanajy reoOMeTprjCcKOM MeCTy Tadaka

u3 kojux ce nysx AC Buam mon yriiom g (asiz ca ucTe cTpaHe mpaBe

AC ca xoje cy B u D). TeomeTpujcko MecTo Tadaka je JIyK ca
meaTpoM y tauku D. Ilomro je mpeuHuk Hajmy:ka TeTwBa, OHIA
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ciaenu ma je MakKcuMmaJaH 30up TeTwBa y ciydajy Tauke [) OIHOCHO
kana je AB = BC.

3a KOje BPeIHOCTHU PEeaJIHOT MapaMerpa p jeTHaunHa

log px
log(x + 1)

“Ma jeIMHCTBEHO pereme’

Pewewe: JennauuHa je eKBUBaJIEHTHA Ca
pr>0, v>-1, 2+1#1, pr=(r+1)?

Tj. ca
pr>0, x>-1, 224+ (2—pz+1=0. (%)

Mmamo mBa cayuaja:
IIpeu cayuaj: KBagpaTtHa jetHauMHA UMA je IMHCTBEHU KOPeH Tj. (2—
p)2 = 4, omakye je p =0 uau p = 4. Pememe p = 0 He 3a10BObHABA
IpPBU yCJIOB, & 3a p = 4 UMaMO jeIMHCTBEHO pememe T = 1.
Ipyeu cayuaj: Kagparna jenqnaunna uMa aBa KOPEHA T, T2, O KO-
jux camo jenan 3amoBosbaBa ycuaose (*). V3 ycimoBa na je muckpum-
uHAHTA KBaApaTHe jemrauuse D = (2 — p)? — 4 seha ox myne, nobu-
jamo p >4 unu p < 0. PemaBameM KBagpaTHe jenqHauwHe TOOUjaMo
pemema z12 = 3(p — 2+ /(p—2)2—4). Kanma je p > 4, umamo
na cy oba pemema MO3UTHUBHA, ma 06a 3am10BosmaBajy yciaose (*) u
Taaga HEMaMO jeIUHCTBEHO pememe. KRana je p < 0 mmamo ma cy
oba pemema HeratmBHa, Mebhyrum krako je f(—1) = p < 0, roe je
f(z) =22+ (2—p)xr+ 1, umamo na je —1 usmeby kopena jemnauumne,
Tj. caMoO jemHO pememe 3an0BosbaBa Apyru yciaos (*), ma y Towm
caydJajy Ioja3Ha jeIHAUMHA VMMa jeTHUCTBEHO DeIleHne.

Hakne pememe je p € (—o0,0) U {4}.

Heka je AB = 6v/2 uBuna KBaIpaTHe OCHOBE IPABUJIHE IHPAMILIE
ABCDV u TV = 3 mena Bucusa, rge je 1 mpecek aujaroHasa
kBanpara ABCD. Wspauynaru yrao mamebhy npase ¢ onpebene ca
nysxku T'H u paBau o Tpoyraa ABV, rue je H oprounenrap Tpoyria
ABV.

Pewewe 1: Axo je S cpemuna crpanune AB, Tama pemoM mMamoO
na je AS = 3v2, AV =35, VS = 3V3 u u3 cauunoctn TPOYTJIIOBA
HSAwu ASV cnenn 5 = 83 1j. HS =2V3u HV =SV-HS = /3.
Kako je yrao <I'V S 3ajemunuru 3a tpoyraose STV u THV u rako
je V3 = % = % = /3 cioemu na cy tpoyriosu STV u THV
cIuuHM, na je Tpaxenn yrao JIHV =4STV = 7.

Pewewe 2: IlocTaBuMo naty nupaMuny y KOOPAWHATHU CUCTEM TaKO
na je ma mpumep A(6,0,0),B(0,6,0),V(0,0,3) u 7(0,0,0). Kaxro je
AH 1BV u AC 1BV 7o je pasau 3 = 3(A,C, H)LBV. Ananoruo je u
v =~(B,D,H)LAV. Ilpema Tome oprounenrap H Mopa mpunamaru
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cBakoj on paBaHu o, u vy 1j. H € anpfn~y. Kako je a : x +
y+22=6, 0: 2y+2=0mu~vy: —-2xr+ 2z =0, To pememe 0OBOT
cucTeMa jegHauYWHa MpeACcTaB/ba KOOpAWMHATE OTOIeHTpa H, ma je
H(1,1,2). Cama uMamo na CKaJapHU ITPOU3BOI BEKTOPA TH u SV

— —_—
je TH - SV = (1,1,2)(—3,-3,3) = 0, wro 3uaun na je TH LSV Tj.

{la, ma je TpaieHu yrao .

Pewewe 3: 3a cBaky mpaBy IpPaBUJIHY YETBOPOCTPAHY MUPaAMUILY
BaKM Ma je Tpaxkenu yrao 5 . Kaxo je ACLBV To moctoju paBan
8 xoja canp:xku AC u mopmasua je Ha BV u H0j OUeBUAHO MpUIana
Bucuna tpoyraa ABV koja mosasu u3 temena A. Kako je AC LBV
TO mOCTOju paBaH [ Koja caap:xu BD u HopMmasHa je Ha AV u m0j
OUYeBUIHO punana Bucuua Tpoyriaa ABV koja monasu u3 remena B.
[Ipema Tome opronenrap H Tpoyraa ABV mpumnama npeceky paBHU
a u . Kako cy obe paBuu o u [ HOpMaJsHe Ha paBaH Tpoyria ABV
Tj. Ha paBaH (, TO je U HUXOBA IPECEUYHUIIa HOPMaJHAa HA (&, a HO]
™

OUEBUIHO Npunana opronentap H ma je Tpaskenu yrao 3.

Pemutu cucrem jemnauuna
a+b =23 ar+d+big=21 a1+2d+big* =22 a1+3d+big’ = 29.

rme ¢y ai,by,d u ¢ Hemo3uaTu peaJsHu OPOjEBU.
Tanrenra 38, cTtp. 42

Pewewe: Onysumamem npse on apyre, apyre on tpehe u tpehe on
YeTBpPTE jeqHAUYNHE, TOOUjaMO €KBUBAJIETHU CUCTEM

a14+by =23 d+bi(g—1)=—-2 d+biqg(g—1)=1 d+big*(g—1)=T.

Onysumamenm apyre on tpehe u tpehe om uerBpTe jennauwmue, mo-
OujaMO €KBUBAJETHU CUCTEM

a1 +b1 =23 d+bi(g—1)=-2 b(g—1)*=3 biglg—1)*=6.

[Tomro cy Bpemroctu by = 0 u ¢ = 1 UCKIbYUEHE, NAEJHEHEM YETBPTE
ca Tpehowm jeqHAUYMHOM KOHAYHO NOOMjaMO €KBUBAJEHTAH CUCTEM

a1 +01 =23 d4+bi(¢g—1)=-2 b(¢—1)*=3 ¢g=2.
Pememe nocnenmer a TuMme u Hamer cucreMa je

qg=2 by=3 d=-5 a; =20.

Pemuty nejemnaumny

sin2x — cos2x + 1
> 0.

sin 2x + cos2x — 1

Tanrenra 38, cTp. 43
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Pewewe: VI3 anunmone TeopeMe 3a CUHYC HAJA3UMO 14 je

sin 2z —cos 2z = V/2sin (2z — %) u  sin2z+cos 2z = V2sin (2z + %)

Paznomak je mo3uTuBaH aKO M caMO aKO Cy My U OpOjUal u mMMe-
HMJIall MCTOI' 3HAKA.

IIpBu ciayuaj:

|

2
n sin(2z + z) > \/7—

in (2 _T —
Sln(zv )> 1

4

[IpBa jemHauwHa je eKBUBaJIETHA Ca

k7r<:1:<?%+k7r(k:€Z)

a Ipyra ca

m7r<x<%—|—m7r(m€Z).

Ob6a ycioBa cy 3aI0BOJbeHa ako 1 caMo ako je x € (km, T + km) 3a
veku k € Z.

Ipyru ciayuaj:

u sin(2z + E) <

(9 — ) <
sin (2z ) < 1

m V2
4 2

V2
5 "
[IpBa jemnavumHa je eKBUBAJIETHA Ca

%Tﬂ+k7r<x<7r+k7r(k:€Z)

a apyra ca

%+m7r<x<7r+m7r(m€Z).

Ob6a ycmoBa cy 3a10BOJ/LEHA aKO U CAMO aKoO je T € (?jf + km,m+ k)
3a HEKM k € 7 wiu mTO je €KBUBAJETHO aKO U CaMO akKo je T €
(—Z + km, km) 3a wern k € Z.

Pemene:

x € (kr, % + k) U (—g t ok kn) (k€ Z).
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PEIIIEIHLA 3AOATARKA
OKPYRHO TAKMWYEILE 3 MATEMATHURE
24.02.2007.

UYereptH; pa3pen — b kareropuja

Yuucaau kpyr y tpoyrao ABC nmomupyje crpame BC, AC, AB
tpoyraa y taukama A', B', C'. Ha omucanom kpyry tpoyraa ABC
osnaunmo ca A” cpemumre nyka BC koju He canp:ku Tauky A, ca
B" cpemumre nyka AC koju me canp:xku taury B, ca C cpemumre
ayka AB koju me canpsku tauxy C. Ilokazatu ma ce mpase A’A”,
B'B", C'C"” cery y jemnoj Tadrm.

Pewewe: Oszmauumo ca O u S HEHTpEe ONMCAHOT U YIMCAHOT KPyTa
u ca R m r momynpeunuke oBuX KpyroBa. Axo je tpoyrao ABC
jemmakoctpanunuan, npase A’A”, B'B”, C'C" nponase Kpo3 menTap
O tpoyria, na je tBpheme ucnymeno. Y cynporaHoM, Tauke O u S
ce He noknanajy. Osmaummo M = A’A”" N OS.

Kako cy myxu SA’ u OA” mopmanne ma crpanuny BC, ome cy
Mebhycobuo napasenne. [Ipema TamecoBoj Teopemu je

MS  SA r

(1) MO  OA" R

Tarobe, Tauke A’ mu A” cy ca ucrte crpane npase OS, ma ce Tauka
M wanasu Ban my:xku OS. Amasorso ce mokasyje na npase B'B” u
C'C" cery npaBy OS y taukum 3a kojy Basku (??7) u Koja ce HaIa3n
Bau aysku OS. Kako je tauka M ca oBa maBa ycjaoBa jeTHO3HAUHO
onpebena, 3akmyuyjemo ma mpase A’A”, B'B"”, C'C"” cBe canpsxe
Taury M.

a) Ako cy f:R—=Rwu g: R — R ¢pyuruuje nepunucane ca f(zr)=
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2
1+m2
o arcsin 1+ s + farctgr = 0, orma je « = 3 = 0. [lorazaru.

6) a su Baxku nperxonuo tBpheme ako cy f :[-1,1] - Ru g :

[-1,1] — R ¢yurmuje nedpuuucane ca f(x) = arcsin 1?;2 n g(x) =
arctg x?

arcsin n g(x) = arctg x, Tama aKo 3a CBAKU PEAJHU OPOj T BaKU

Pewewe: a) Karko «arcsin 1_25’52 + farctgx = 0 Mopa ma Baskua 3a
cBaku peakHu Opoj x To 3a x = 1 mobujamo 2« + F = 0, Dok 3a
r =13 nobujamo o+ 3 =0, a Taj cucTeM jeIHAUYNHA €KBUBAJEHTAH
jecaa=p3=0.

6) He Baxu.

Kako «arcsin 1_2;2 +(Farctgx = 0 Mopa ma Basky 3a CBAKU peaJiaH
6poj x m3 unTepsana |[—1,1], To 3a = 1 cremu af + 35 =0 &
2a+ 3 = 0. Horaxumo na 3a cBako z € [—1,1]\{0} cniemu 2a+3 =0
1j. mokaszahemo ma (Vz € [—-1,1]) arcsin I_ﬁQ = 2arctgx

Ioka3: Ilpe cBera m JeBa m nOecHa CTPaHA jEeAHAKOCTU KOjY
[OKa3yjeMo cy nedumHUCaHe 3a CBaKO * € R, jep momeH ¢yHKNUje
arctg je R, mok 360r ( 1< 1+ ;s < 1) ((x+1)2 >0A(z—1)% > 0>

. . 2
cilean Oa je 1M arcsin T422

¢yurmuje arcsin je [—1,1].
Cama TpuMEHUMO TEopeMy

neduHrcaHo 3a cBako x € R, jep momen

(ae [_E E} A be [—E,z} A sina:sinb>:>a:b

272 22
TAKO IMITO y3MEMO a4 = arcsin HmQ u b = 2arctgz. IlpBo Tpeba
oka3aTu zaa 3a cBako x € [—1,1] Baxkn
2z T T T T
a = arcsin ——— € u b=2arctgx €
3.2 € ge €53
[IpBa TBpAKma ciaenu u3 came nedpuHunMje GyHrnuje arcsin : [—1,1] —
[— g, g] IOK APYyTa CJeIn U3
€ [~1,1] = arctgz € [~ 7, ) = 2arctgr € [~ 2,75]

Caﬂa je HpGOCTaJIO jomr caMo ma ce mOKaske na je sina = sinb

Tj. nma je sin( 1+ 5) = sin(2arctgz). JleBa crpana ose jen-
2x

HakKaCTu Je O4YnTO Je,lIHaK& 1+ .2, Ia TIOKa;KNMO Oa Je 1 neCHa CTpaHa

Te jeIHAKOCTU jeTHAaKa Suaun nMamo ma je sin(2arctgz) =

1+ T+a2°
1 2x

2 sin(arctg x) cos(arctg x) = 2\/1+m2 i = Tre®

3amaTak ce MHOTO jeqHOCTaBHO pemasa nmomohy msBona! Tpeba
camo mokazaru ma (Vo € [—1,1]) f'(z) = (29(x)) = H% u na je
T

f(z) = 2g(x) 3a mero z, manpumep 3a x = 1 je f(1) = 2¢9(1) = 7,
omakye ciaemu ma je (Vo € [—1,1]) arcsin % = 2arctg .

Pemmutu nejennaumny

10891 4202 (7 — ) 1
log, . 5(21 + 4z —22) 4

Pewewe: OnpennMo Hajupe 3a KOje BPEIHOCTU & aTa HejeTHAUMHA
nma cvucaa (zomeH). Ilorpe6Guu n noBosbHU ycnoBu 3a 1o cy: (I) 7—
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x>0, (1) 21 + 42 — 22 >0, (III) 21 +4x —22#1, (IV) 2+ 3 >0,
(V) 243 # 1 n (VI) log,,5(21+4z —2?) # 0 (ycaos (III) nMmannupa
ycaos (VI)). buxosum pemasamem nobujamo (I) 7>z, (II) 7 >z >
=3, (II) x #24+2v6, (IV) x> -3, (V) z # —2. Onaszne nobujamo
Ia je JOMEH

D=(-3,2—2V6)U(2—2V6,-2) U (=2,2+2V6) U (2 + 26, 7).

3a cako x € D\{6} Bawm logy 4, _,2(7 — ) = oz (211+4x_m2),

Te je mosasHa HejemHaumHa Ha ckymy D\{6} ekBuBasenTHa pemom
ca HejeTHaYUHAMA

1 1
log;_,(21 4+ 4x — 22) - log, , 3(21 + 4z — 22) <1 =
: < ! =
(10g7—x(7 - x)(:z: + 3)) : (10g$+3($ + 3)(7 — l‘)) 4
! < ! —
(1+1log; ,(z+3))-(1+1log, 4(7T—x)) 4
! < 1 <~
(1+m)'(1+bgm+3(7—$)) 4
1 _
ng—l—?)(? :1:) < 1 —
(1+log, 3(7—2))* 4

(1 —log, 3(7 —2))”

4(1 4 log,  3(7 —x))?
Crnemnujaano, Jako mpoBepaBaMo na r = 6 jecTe peleme moJia3He

Hejennauymue. OBUM je DOKa3aHO Oa je CKym pemema Gam D\{2}.

0<

— l#log, 3(T—2) < z#2.

IlokazaTu a y CBaKOM TeETpaeapy HOCTOjI/I TeMeE€ TakBO Ja Ce On
BUII& KOje 13 mera IoJjia3de MOKEe KOHCTPpyHUucCaT!u TpOyrao.

Tanrenra 34, M335

Pewemwe: Heka je ABC'D mpousBosbaH Terpaemap. Y OUUMO HAJIYKY
uBUIlY, HEKa je To Ha mpumep AB. Ilokazahemo ma ce Gap om jemme
oxn tpojku uBuna (AB, AC, AD) nau (BA, BC, BD) Moske KOHCTDY-
ucatu Tpoyrao. Kako je AB Hajay:ka uUBUIA, BaKU

AB > AC, AB > AD, BA > BC, BA> BD,
ma je MOBOJLHO MOKA3aTHU Ja BasKU Oap jemHa O HejeTHAKOCTU
AC+ AD > AB, BC + BD > BA.

N3 tpoyraa ABC umamo na Baxku AC + BC > AB, a u3 Tpoyria
ABD wmvamo ma Baku AD + BD > AB. CabupameMm OBe IBe Hejel-
HAKOCTHU A00mjaMo

(AC + AD) + (BC + BD) > 2AB,
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omakJe 3akmyuyjemo na je AC + AD > AB unmu BC + BD > BA,
mTo je u Tpebajio MoKa3aTH.

OnpenuTu ungaHOBE a1,ds9,ds,ds APUTMETUYKOT u b, bs,bs, by Teo-
METPUjCKOT HU3a aKO je

a1+b1:23 a2—|—b2:21 a3+b3:22 a4—|—b4:29.
Tanrenra 38, cTp. 42

Pewewe: Axo je d pasiauka HaBeIEHOT APUTMETUYKOr HU3A a ¢
KOJUYHUK JaTOT T€OMETPUJCKOT HU3a, TOPHU CUCTEM jeTHAUYUHA je
€KBUBAJIEHTAH Ca

a1+bi =23 a1 +d+big=21 a1+2d+big®> =22 a1+3d+big> = 29.

Onysumamem npBe on apyre, apyre on tpehe u tpehe on yerBpTe
jenmnauuue, mOOMjaMO €KBUBAJIETHU CUCTEM

a1+b; =23 d+bi(qg—1)= -2 d+biglg—1)=1 d+big*(qg—1)="7.

Onysumamem apyre ox tpehe u Tpehe om uerBpre jemHavmHe, moO-
OujaMO €KBUBAJIETHU CUCTEM

a1 +b1 =23 d4+bi(¢g—1)=-2 bi(¢g—1)*>=3 big(¢—1)*=6.

[Tomro cy Bpemuoctu by = 0 u ¢ = 1 UCKIbYUEHE, NCIHEHEM YETBPTE
ca Tpehowm jemHauyumHOM KOHAYHO MOOMjaMO €KBUBAJIEHTAH CUCTEM

a1 +b; =23 d+b(g—1)=-2 b(g—1)* =3 ¢g=2.
Pememe mocaenmer cucrtema je
g=2 by=3 d=-5 a1 =20
olakJe ce nobuja ma cy TpPakeHU HU30BU

aq 220,(12:15,(13:10,(14:5 bl 23,b2 26,b3=12,b4=24.
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