
REXEǋA ZADATAKA

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Prvi razred – A kategorija

Na�i ostatak pri deǉeǌu broja 31000 + 41000 sa 13.1.
Tangenta 38, str. 41.

Rexeǌe: Na�imo ostatke deǉeǌa brojeva oblika 3n pri deǉeǌu
sa 13. Ako je r ostatak dobijen pri deǉeǌu stepena 3n sa 13 onda
je ostatak deǉeǌa broja 3n+1 sa 13 isti kao i ostatak deǉeǌa
broja 3r sa 13. Zaista, po pretpostavci 3n − r je deǉiv sa 13
pa je prema tome 3n+1 − 3r tako�e deǉiv sa 13. Ovim postupkom
dobijamo slede�u tablicu ostataka:

3 32 33 34 35 36 37 . . .
3 9 1 3 9 1 3 . . .

Uoqavamo periodiqnost ostataka i zakǉuqujemo da je ostatak
deǉeǌa 31000 sa 13 jednak 3. Sliqan postupak nala�eǌa peri-
odiqnosti ostatka mo�e se primeniti i na sluqaj stepena 41000.
Alternativno se tra�eni ostatak mo�e odrediti i na slede�i
naqin. Uoqimo da je 43 = 64 = 5 · 13− 1. Odavde zakǉuqujemo da
je

4999 = (43)333 = (5 · 13− 1)(5 · 13− 1) · . . . · (5 · 13− 1) = 13 · k − 1

za neki prirodan broj k. Prema tome ostatak deǉeǌa broja 41000

sa 13 je 9.

Zakǉuqak: Tra�eni ostatak je 12.

Data su dva kruga koji se dodiruju iznutra u taqki A. Ako2.
se iz druge krajǌe taqke B preqnika AB spoǉaxǌeg kruga kon-
struixe prava koja dodiruje unutraxǌi krug u taqki C i seqe
spoǉaxǌi krug u taqki D, dokazati da je prava AC bisektrisa
ugla BAD.

1



Rexeǌe 1: Konstruiximo zajedniqku tangentu u taqki A. Pre-
sek tangente i prave BD je taqka E. Kako je EA = EC (tan-
gentne du�i) to je ^EAC = ^ECA. Iz te jednakosti kao i
iz jednakosti ^EAC = ^EAD + ^DAF sledi ^EAC = ^FCB =
^FAB+^EBA = ^FAB+^EAD (jer je ^EAD = ^EBA). Odavde
sledi da je ^DAF = ^FAB, xto znaqi da je AC bisektrisa ugla
BAD.

Rexeǌe 2: Spojimo S centar unutraxǌeg kruga i C. Tada je
^SCB = 90o (polupreqnik i tangenta), i ^ADB = 90o (ugao
nad preqnikom). Odavde sledi da je ^DAB = ^CSB (uglovi
sa paralelnim kracima), i ^CSB = 2^CAB (centralni i peri-
ferijski ugao). Odatle sledi da je prava AF bisektrisa ugla
DAB.

Za element permutacije ka�emo da je desno minimalan ako je3.
maǌi od svih elemenata koji se nalaze desno od ǌega. Na
primer u permutaciji (2, 1, 4, 6, 3, 7, 8, 5) desno minimalni su
elementi na drugoj i petoj poziciji (elementi 1 i 3). Koliko
ima razliqitih permutacija elemenata skupa {1, 2,..., 8} koje
imaju desno minimalne elemente na drugoj i petoj poziciji (i
mo�da jox na nekim drugim pozicijama)?

Rexeǌe: Na prvoj poziciji permutacije mo�e biti bilo koji
broj, te ga mo�emo izabrati na 8 naqina. Nakon toga, broj na
drugoj poziciji mora biti najmaǌi od preostalih brojeva da
bi bio desno minimalan, pa je odre�en jednoznaqno. Brojeve
na pozicijama tri i qetiri opet mo�emo izabrati proizvoǉno
od preostalih brojeva, na 6 · 5 naqina. Broj koji sledi mo-
ra biti najmaǌi od preostalih, pa je stoga broj na poziciji
pet jedinstveno odre�en. Preostali brojevi mogu se pore�ati
proizvoǉno, na 3 · 2 · 1 naqina. Dakle, ukupan broj permutacija
koje imaju desno minimalne brojeve na drugoj i petoj poziciji
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je 8 · 6 · 5 · 3 · 2 · 1 = 1440.

Uz pretpostavku 0 < b 6 a dokazati nejednakost4.
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Jednakost va�i ako i samo ako je a = b.

U zavisnosti od prirodnog broja n na�i najve�i zajedniqki5.
delilac brojeva n2 + 1 i (n + 1)2 + 1.

Rexeǌe: Neka je d = NZD(n2 + 1, (n + 1)2 + 1). Tada d | (n + 1)2 +
1− (n2 + 1), odnosno d | 2n + 1. Otuda d | n2 + 1− (2n + 1), odnosno
d | n(n − 2). Odavde, kako je d uzajamno prost sa n (jer ako je
k = NZD(n2 + 1, n) dobijamo da k | n2 + 1 − n2, odnosno k = 1),
zakǉuqujemo da d | n− 2. Napokon kako smo dobili da d | 2n+1 i
d | n− 2, to d | (2n + 1)− 2(n− 2), odnosno d | 5. Odavde su jedine
potencijalne vrednosti za d brojevi 1 i 5.

Odredimo sada ostatak pri deǉeǌu broja n2 + 1 sa 5. Lako
nalazimo da ukoliko n ima redom ostatke 0, 1, 2, 3, 4 pri deǉeǌu
sa 5, onda broj n2 + 1 ima redom ostatke 1, 2, 0, 0, 2 pri deǉeǌu
sa 5. Zato je d = 5 akko n pri deǉeǌu sa 5 daje ostatak 2, dok je
u svim ostalim sluqajevima d = 1.
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REXEǋA ZADATAKA

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Drugi razred – A kategorija

Neka je AC tetiva kru�nice polupreqnika R kojoj odgovara cen-1.
tralni ugao φ. Na kru�nom luku koji odgovara ovoj tetivi
(unutar ugla φ) odrediti taqku B tako da zbir du�ina tetiva
AB i BC bude maksimalan. Koliki je taj zbir?

Rexeǌe 1: Neka je ^BAC = α, ^ACB = γ i ^ABC = β. Po si-
nusnoj teoremi AB+BC = 2R(sinα+sin γ) = 4R sin(π

2 − β
2 ) cos α−γ

2 .
Maksimum ovog izraza se posti�e za cos α−γ

2 = 1, tj. α = γ =
π
2 − β

2 . Dakle, AB = BC = 2R sin α
2 = 2R cos β

2 , a maksimalan zbir
iznosi 4R cos β

2 .

Rexeǌe 2: Produ�imo du� AB do taqke E tako da va�i BE =
BC, odnosno AE = AB+BC. Trougao BCE je jednakokrak, a kako
je ^ABC = β spoǉaxǌi za ovaj trougao sledi da je ^BEC =
^ECB = β

2 . Konstruiximo taqku D na zadatoj kru�nici tako
da je AD = DC i ^ADC = β. Ponovimo postupak za taqku D kao
i za taqku B. Konstruiximo taqku F tako da va�i DC = DF ,
odnosno AF = AD + DC. Na isti naqin va�i da je ^DFC =
^FCD = β

2 . Taqke E i F pripadaju geometrijskom mestu taqaka
iz kojih se du� AC vidi pod uglom β

2 (ali sa iste strane prave
AC sa koje su B i D). Geometrijsko mesto taqaka je luk sa
centrom u taqki D. Poxto je preqnik najdu�a tetiva, onda
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sledi da je maksimalan zbir tetiva u sluqaju taqke D odnosno
kada je AB = BC.

Za koje a ∈ R su sva rexeǌa jednaqine2.

3ax2 + (3a3 − 12a2 − 1)x− a(a− 4) = 0

realna i zadovoǉavaju uslov |x| < 1?

Rexeǌe: Diskriminanta date jednaqine je

D = [3a3 − 12a2 − 1]2 + 12a2(a− 4) = [3a2(a− 4)− 1]2 + 12a2(a− 4) =

9a4(a−4)2−6a2(a−4)+1+12a2(a−4) = 9a4(a−4)2 +6a2(a−4)+1 =

= [3a3 − 12a2 + 1]2

pa su nule ove jednaqine (za a 6= 0)

x1/2 =
−3a3 + 12a2 + 1± (3a3 − 12a2 + 1)

6a

tj. x1 = 1
3a i x2 = −a(a − 4). Za a = 0 jedinstveno rexeǌe x = 0

pripada intervalu (−1, 1). Za a 6= 0, nule jednaqine zadovoǉa-
vaju uslov ako i samo ako

∣∣∣∣
1
3a

∣∣∣∣ < 1 ∧ −1 < −a2 + 4a < 1

Druga nejednaqina je ekvivaletna sa

3 < (a−2)2 < 5 ⇔
√

3 < |a−2| <
√

5 ⇔ a ∈ (2−
√

5, 2−
√

3)∪(2+
√

3, 2+
√

5).

Elementi iz prvog intervala ne zadovoǉavaju uslov 1
3 < |a|

odakle konaqno dobijamo da a zadovoǉava uslove zadatka ako i
samo ako je a ∈ {0} ∪ (2 +

√
3, 2 +

√
5).

Neka je f : N −→ N funkcija definisana na slede�i naqin3.

f(n) =
n∑

i=1

NZD(i, n), za svako n ∈ N.

Na�i f(22007).

Rexeǌe: Neka je p prost broj a α nenegativan ceo broj. Odre-
di�emo f(pα). Oqigledno da za svako x, 0 ≤ x ≤ pα va�i da
je NZD(x, pα) = pa, za neko 0 ≤ a ≤ α. Odredimo koliko ima
brojeva x takvih da je NZD(x, pα) = pa za zadato a. Prethodni
uslov je ekvivalentan uslovu pa | x i pa+1 - x. Ovakvih brojeva
ima ukupno pα−a − pα−a−1 ako je a < α, odnosno 1 ako je a = α.
Prema tome imamo da je:

f(pα) = 1 · pα +
α−1∑
a=0

(
pα−a − pα−a−1

) · pa = pα

(
1 + α

(
1− 1

p

))
.
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Ako stavimo p = 2 i α = 2007 dobijamo da je f(22007) = 2009 ·22006.

Da li ima vixe relacija ekvivalencije ili relacija poretka4.
na skupu {1, 2, . . . , n}, gde je n ∈ N?
Rexeǌe: Od svake relacije ekvivalencije mo�emo napraviti
jednu relaciju poretka, tako xto �emo ostaviti samo one el-
emente a ρ b iz relacije ekvivalencije za koje va�i a 6 b. Lako
je proveriti da je ovako zadata relacija R,AS,T, pa je to
relacija poretka. Tako�e nije texko dokazati i da razliqite
relacije ekvivalencije indukuju razliqite relacije poretka.
Kako od pune relacije ekvivalencije (u kojoj je svaki element
u relaciji sa svakim) mo�emo dobiti jox 1 relaciju poretka,
ako uzmemo elemente a>b. Za ovu relaciju se analogno pokazuje
da je relacija poretka, a razliqita je od prethodno odre�enih.
Stoga relacija poretka ima vixe od relacija ekvivalencije na
skupu {1, 2, . . . , n} za n > 1.

Za n = 1 imamo samo 1 relaciju ekvivalencije koja je is-
tovremeno i relacija poretka: ρ = {(1, 1)}. Dakle u ovom sluqa-
ju imamo jednako relacija poretka i relacija ekvivalencije.

Odrediti sve realne brojeve x i y za koje va�i jednakost5.

x2 − 2x cos(xy) + 1 = 0.

Tangenta 41, M474

Rexeǌe: Navedena jednaqina je ekvivalentna sa

x2 − 2x cos(xy) + cos2 (xy) + sin2 (xy) = (x− cos(xy))2 + sin2 (xy) = 0

xto je ekvivalentno sistemu jednaqina

x− cos(xy) = 0 sin (xy) = 0.

Ako je sin (xy) = 0 onda je cos (xy) = ±1 tj. ili je x = 1 ili
x = −1. U prvom sluqaju (x = +1) iz uslova cos y = 1 dobijamo
y = 2kπ za neki ceo broj k. U drugom sluqaju (x = −1) iz
uslova cos (−y) = −1 dobijamo y = (2m + 1)π za neki ceo broj m.
Zakǉuqujemo da je (x, y) rexeǌe polazne jednaqine ako i samo
ako je

(x, y) ∈ {(+1, 2kπ) | k ∈ Z} ∪ {(−1, (2m + 1)π) | m ∈ Z}.
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REXEǋA ZADATAKA

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Tre�i razred – A kategorija

Zamak ima formu nekonveksnog 12-tougla (kao na slici) sa ukup-1.
no 45 kvadratnih odaja. Izme�u svake dve odaje koje imaju za-
jedniqki zid postoje vrata. Turista kre�e iz neke odaje i �eli
da obi�e xto vixe odaja i da se vrati u polaznu odaju, ali tako
da u svaku odaju u�e najvixe jedanput. Koliko najvixe odaja
on mo�e ovako da poseti?

Rexeǌe: Na slici se vidi tura turiste kojom se obilazi 42
odaje. Doka�imo da turista ne mo�e posetiti vixe odaja pod
datim uslovima. Obojimo odaje crno-belo (xahovski) tako da
ima 24 crne i 21 belu odaju. Kako turista prolazi susednim
odajama koje su razliqito obojene na ǌegovoj turi ima isti
broj belih i crnih odaja. Zato na svakoj turi nema vixe od
21 + 21 = 42 odaje.

Na�i sve polinome oblika xn±xn−1±xn−2± ...±x±1 koji imaju2.
sve korene realne.

Rexeǌe: Neka su x1, ..., xn koreni polinoma xn + an−1x
n−1 + ... +

a1x + a0 gde je ai = ±1. U sluqaju n = 1 lako se nalaze dva
rexeǌa x ± 1 pa zato pretpostavimo da je n > 1. Koriste�i
Vietove formule imamo

x2
1+x2

2+...+x2
n = (x1+...+xn)2−2(x1x2+...+xn−1xn) = a2

n−1−2an−2 = 1±2.

Kako su po uslovu zadatka svi koreni realni, zbir kvadrata
mora biti pozitivan, pa imamo da je x2

1 + ... + x2
n = 3, tj. an−2 =

−1. Sliqno je i x2
1x

2
2 · · ·x2

n = a2
0 = 1. Koriste�i nejednakost

izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine dobijamo:

3
n

=
1
n

(x2
1 + ... + x2

n) > n

√
x2

1 · · ·x2
n = 1

odakle je n 6 3, pri qemu jednakost n = 3 va�i akko x2
1 = x2

2 =
x2

3 = 1. Odatle dobijamo za sluqaj n = 3 dva rexeǌa (x2− 1)(x±
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1). U sluqaju n = 2 lako se dobijaju jox dva rexeǌa x2 ± x− 1,
dok u sluqaju n = 1 imamo tako�e dva rexeǌa x± 1.

Na strani BC trougla ABC uoqimo taqku D i uoqimo upisane3.
krugove u trouglove ABD i ACD. Zajedniqka spoǉaxǌa tan-
genta ova dva kruga, razliqita od prave BC, seqe du� AD u
taqki K. Dokazati da du�ina du�i AK ne zavisi od polo�aja
taqke D.

Rexeǌe: Oznaqimo sa A1, B1, D1 taqke u kojima upisani krug
u trougao ABD dodiruje stranice BD, AD, AB; i oznaqimo sa
A2, C2, D2 taqke u kojima upisani krug u trougao ACD dodiru-
je stranice CD, AD, AC. Neka je AC = b, AB = c, BD = u,
DC = v i AD = d. Neka su G i H taqke u kojima zajedniqka
spoǉaxǌa tangenta razliqita od BC dodiruje krugove upisane
u trouglove ABD i ACD.

Tada je

2AK = (AB1 −GK) + (AC2 −HK)
= AB1 + AC2 −GH

= AD1 + AD2 −A1A2

= AD1 + AD2 −DA1 −DA2.

Me�utim, AD1 = c+d−u
2 , AD2 = b+d−v

2 , DA1 = d+u−c
2 , DA2 =

d+v−b
2 . Zamenom dobijamo

2AK =
c + d− u + b + d− v − d− u + c− d− v + b

2
= b+c−u−v = AC+AB−BC,

odnosno AK = (AB + AC − BC)/2, xto zavisi samo od du�ina
stranica trougla ABC. ¤

Na�i sve prirodne brojeve n maǌe od 100 kojima je zbir cifara4.
u dekadnom zapisu jednak zbiru cifara u binarnom zapisu.
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Rexeǌe: Oznaqimo redom sa S10(n) i S2(n) zbir cifara prirodnog
broja n u dekadnom, odnosno binarnom sistemu. Kako je n <
100 < 27, to broj n u binarnom sistemu ima najvixe 7 cifara,
pa je S2(n) 6 7. Neka je a6a5a4a3a2a1a0 zapis broja n u binarnom
sistemu, tako da on mo�e da poqiǌe i odre�enim brojem nula.
Kako je tada n = a6 ·26 +a5 ·25 +a4 ·24 +a3 ·23 +a2 ·22 +a1 ·21 +a0 ·20,
to je n ≡3 (a0 + a2 + a4 + a6) − (a1 + a3 + a5). Odavde, kako je
n ≡3 S10(n) ≡3 S2(n) = (a0 + a2 + a4 + a6) + (a1 + a3 + a5), nala-
zimo da je 2(a1 + a3 + a5) ≡3 0, odnosno a1 + a3 + a5 ∈ {0, 3} (jer
je 0 6 a1 + a3 + a5 6 3). Dakle, za prirodan broj n va�i da su
binarne cifre a1, a3 i a5 jednake me�u sobom. Sada razlikujemo
dva sluqaja:

1◦ a1 = a3 = a5 = 0. Sada je S2(n) 6 4. Zato je a6 = 0, jer bi
u suprotnom bilo n > 64 odakle je S10(n) > 7, xto je nemogu�e.
Dakle, S2(n) 6 3, n 6 24 + 22 + 20 = 21 i n ≡4 a0 ∈ {0, 1}, te je
n ∈ {21, 20, 12, 2, 1}. Proverom dobijamo da su rexeǌa n = 1,
n = 20 i n = 21.

2◦ a1 = a3 = a5 = 1. Zato je n>25 +23 +21 = 42, pa je S10(n)>5.
Primetimo da je a6 = 0, jer bi u suprotnom bilo n > 26 + 25 +
23 + 21 = 106. Zato je i S10(n) 6 6. Iz ovoga zakǉuqujemo da je
n ∈ {60, 51, 42, 50}. Proverom dobijamo da ni jedan broj iz ovog
skupa nije rexeǌe.

Jedine vrednosti prirodnog broja n, n < 100 koji zadovoǉa-
vaju uslov zadatka su n = 1, n = 20 i n = 21.

Na�i sva realna rexeǌa jednaqine
(
2 +

√
3
)x

+1 =
(
2 ·

√
2 +

√
3
)x

.5.

Tangenta 34, M340

Rexeǌe: Uvedimo oznaku a =
√

2 +
√

3 odakle sledi a2 = 2 +
√

3.
Ovom smenom naxa jednaqina dobija oblik

a2x + 1 = (2a)x.

Brojevi 2 +
√

3 i 2 − √
3 su rexeǌa jednaqine x2 − 4x + 1 = 0

odakle dobijamo jednakost

a4 + 1 = 4a2.

Upore�ivaǌem zakǉuqujemo da je x = 2 jedno rexeǌe naxe jedna-
qine. To je i jedino rexeǌe. Zaista, deǉeǌem sa (2a)x dobijamo
da je naxa jednaqina ekvivalentna sa

(a

2

)x

+
(

1
2a

)x

= 1.

Na levoj strani je funkcija od x koja monotono opada; ovo sle-
di iz qiǌenice da je a

2 < 1 i 1
2a < 1. Zakǉuqujemo da mo�e

postojati najvixe jedna vrednost x za koju ta funkcija uzima
vrednost 1.

Zakǉuqak: Jedino rexeǌe naxe jednaqine je x = 2.
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REXEǋA ZADATAKA

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Qetvrti razred – A kategorija

Na strani BC trougla ABC uoqimo taqku D i uoqimo upisane1.
krugove u trouglove ABD i ACD. Zajedniqka spoǉaxǌa tan-
genta ova dva kruga, razliqita od prave BC, seqe du� AD u
taqki K. Dokazati da du�ina du�i AK ne zavisi od polo�aja
taqke D.

Rexeǌe: Oznaqimo sa A1, B1, D1 taqke u kojima upisani krug
u trougao ABD dodiruje stranice BD, AD, AB; i oznaqimo sa
A2, C2, D2 taqke u kojima upisani krug u trougao ACD dodiru-
je stranice CD, AD, AC. Neka je AC = b, AB = c, BD = u,
DC = v i AD = d. Neka su G i H taqke u kojima zajedniqka
spoǉaxǌa tangenta razliqita od BC dodiruje krugove upisane
u trouglove ABD i ACD.

Tada je

2AK = (AB1 −GK) + (AC2 −HK)
= AB1 + AC2 −GH

= AD1 + AD2 −A1A2

= AD1 + AD2 −DA1 −DA2.

Me�utim, AD1 = c+d−u
2 , AD2 = b+d−v

2 , DA1 = d+u−c
2 , DA2 =

d+v−b
2 . Zamenom dobijamo

2AK =
c + d− u + b + d− v − d− u + c− d− v + b

2
= b+c−u−v = AC+AB−BC,
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odnosno AK = (AB + AC − BC)/2, xto zavisi samo od du�ina
stranica trougla ABC. ¤

Za dati prirodan broj n, u skupu pozitivnih realnih brojeva2.
rexiti sistem jednaqina

x1 + 2x2 + ... + nxn =
n(n + 1)

2
x1

1 + x2
2 + ... + xn

n = n .

Rexeǌe: Neka je (x1, x2, ..., xn) rexeǌe datog sistema. Oduzima-
ǌem prve jednaqine od druge i grupisaǌem sabiraka dobijamo

n∑

i=2

(xi
i − 1− i(xi − 1)) = 0. (∗)

Dokazimo da je svaki sabirak leve strane jednaqine (∗) nenega-
tivan.

Prvi naqin: Neka je 2 6 i 6 n. Korix�eǌem nejednakosti
izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine imamo

xi
i + i− 1

i
=

xi
i + 1 + ... + 1

i
> i

√
xi

i · 1 · ... · 1 = xi.

Znak jednakosti va�i akko je xi
i = 1, odnosno xi = 1.

Drugi naqin: Posmatrajmo za fiksirano k ∈ N, k > 1, poli-
nom Pk(x) = xk−1−k(x−1). Kako je P ′k(x) = kxk−1−k = k(xk−1−1)
zakǉuqujemo da se na [0,∞) minimum funkcije Pk(x) dosti�e za
x = 1, pri qemu je Pk(1) = 0.

Ovim smo dokazali da su zaista svi sabirci leve strane u
jednaqini (∗) nenegativni, pa kako je ǌihov zbir jednak nuli,
to dobijamo da i oni moraju biti jednaki nuli. Ovo je jedino
mogu�e u sluqaju x2 = x3 = ... = xn = 1. Sada lako nalazimo da
je i x1 = 1, qime smo dokazali da dati sistem ima jedinstveno
rexeǌe (1, 1, ..., 1).

Neka su m,n i k prirodni brojevi. Poznato je da se pravougaona3.
tablica dimenzija m × n mo�e poploqati (bez preklapaǌa)
pravougaonicima 1 × k. Dokazati da je bar jedan od brojeva
m i n deǉiv sa k.

Rexeǌe: Obojimo jediniqna poǉa table pomo�u k boja i to ”re-
dom” (naizmeniqno). Na tako obojenoj tabli svaki pravougaonik
prekriva taqno jedno poǉe svake boje. Zato je neophodan (ne i
dovoǉan) uslov za poploqavaǌe table da je jednak broj pol-
ja obojen svakom bojom. Pretpostavimo sada da brojevi m i n
nisu deǉivi sa k i neka su ǌihovi ostaci pri deǉeǌu sa k,
redom jednaki a i b, pri qemu je 0 < a, b < k. Uoqimo gorǌi
desni deo poqetne table dimenzije a× b. U ostatku table imamo
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jednak broj poǉa obojenih svakom od k boja. Dokaz bi zavrxili
ako doka�emo da u uoqenom delu nemamo jednak broj poǉa svake
boje. Razmotrimo sluqaj a ≥ b. Uoqimo boju oznaqenu brojem
a. Tada u svakoj vrsti uoqenog dela tablice imamo po jedno
poǉe obojeno bojom a. Ako bi se desilo da su sve boje jednako
zastupǉene, onda bi broj obojenih poǉa u uoqenom delu bio kb,
xto nije mogu�e jer ih je taqno ab. Sliqno ovom razmatra se
sluqaj a < b (tada svaka kolona uoqenog dela sadr�i jedno pol-
je boje b). Ovim smo dobili kontradikciju, te zakǉuqujemo da
pretpostavka nije bila taqna.

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina4.

x + y = 1

(x4 + y2)(x2 + y4) = 85.

Rexeǌe: Neka je xy = a. Tada koriste�i x + y = 1 dobijamo

85 = (x4 + y2)(x2 + y4) = x6 + y6 + x4y4 + x2y2 =

= (x2 + y2)(x4 − x2y2 + y4) + x4y4 + x2y2 =

= (x2 + y2)((x2 + y2)2 − 3x2y2) + x4y4 + x2y2 =

= (1− 2a)((1− 2a)2 − 3a2) + a4 + a2 =

= a4 − 2a3 + 10a2 − 6a + 1,

odnosno a4−2a3+10a2−6a−84 = 0. Jedno rexeǌe ove jednaqine je
a = −2, odakle se lako dobija a4−2a3+10a2−6a−84 = (a+2)P (a),
gde je P (a) = a3−4a2 +18a−42. Kako je P ′(a) = 3a2−8a+18 > 0 za
svako a ∈ R, to je P (a) rastu�a funkcija, pa jednaqina P (a) =
0 ima najvixe jedno rexeǌe. Kako je P (a) polinom neparnog
stepena, to on ima bar jednu realnu nulu. Dakle, jednaqina
P (a) = 0 ima taqno jedno realno rexeǌe. Kako je P (1)P (4) < 0,
zbog neprekidnosti, zakǉuqujemo da je to rexeǌe iz intervala
(1, 4). Za ovu vrednost a va�ilo bi x2+y2 = (x+y)2−2xy = 1−2a <
−1, xto nije mogu�e. Ovim smo dokazali da je jedina mogu�nost
a = −2. Tada je lako ustanoviti da su rexeǌa polaznog sistema
ure�eni parovi (2,−1) i (−1, 2).

Na�i sva realna rexeǌa jednaqine
(
2 +

√
3
)x

+1 =
(
2 ·

√
2 +

√
3
)x

.5.

Tangenta 34, M340

Rexeǌe: Uvedimo oznaku a =
√

2 +
√

3 odakle sledi a2 = 2 +
√

3.
Ovom smenom naxa jednaqina dobija oblik

a2x + 1 = (2a)x.
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Brojevi 2 +
√

3 i 2 − √
3 su rexeǌa jednaqine x2 − 4x + 1 = 0

odakle dobijamo jednakost

a4 + 1 = 4a2.

Upore�ivaǌem zakǉuqujemo da je x = 2 jedno rexeǌe naxe jedna-
qine. To je i jedino rexeǌe. Zaista, deǉeǌem sa (2a)x dobijamo
da je naxa jednaqina ekvivalentna sa

(a

2

)x

+
(

1
2a

)x

= 1.

Na levoj strani je funkcija od x koja monotono opada; ovo sle-
di iz qiǌenice da je a

2 < 1 i 1
2a < 1. Zakǉuqujemo da mo�e

postojati najvixe jedna vrednost x za koju ta funkcija uzima
vrednost 1.

Zakǉuqak: Jedino rexeǌe naxe jednaqine je x = 2.
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REXEǋA ZADATAKA

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Prvi razred – B kategorija

Na�i ostatak pri deǉeǌu broja 31000 + 41000 sa 13.1.
Tangenta 38, str. 41.

Rexeǌe: Na�imo ostatke deǉeǌa brojeva oblika 3n pri deǉeǌu
sa 13. Ako je r ostatak dobijen pri deǉeǌu stepena 3n sa 13 onda
je ostatak deǉeǌa broja 3n+1 sa 13 isti kao i ostatak deǉeǌa
broja 3r sa 13. Zaista, po pretpostavci 3n − r je deǉiv sa 13
pa je prema tome 3n+1 − 3r tako�e deǉiv sa 13. Ovim postupkom
dobijamo slede�u tablicu ostataka:

3 32 33 34 35 36 37 . . .
3 9 1 3 9 1 3 . . .

Uoqavamo periodiqnost ostataka i zakǉuqujemo da je ostatak
deǉeǌa 31000 sa 13 jednak 3. Sliqan postupak nala�eǌa peri-
odiqnosti ostatka mo�e se primeniti i na sluqaj stepena 41000.
Alternativno se tra�eni ostatak mo�e odrediti i na slede�i
naqin. Uoqimo da je 43 = 64 = 5 · 13− 1. Odavde zakǉuqujemo da
je

4999 = (43)333 = (5 · 13− 1)(5 · 13− 1) · . . . · (5 · 13− 1) = 13 · k − 1

za neki prirodan broj k. Prema tome ostatak deǉeǌa broja 41000

sa 13 je 9.

Zakǉuqak: Tra�eni ostatak je 12.

Bisektrisa unutraxǌeg ugla ^ACB trougla ABC ujedno je i2.
bisektrisa ugla koji obrazuje preqnik CD opisanog kruga i
visina konstruisana iz temena C. Dokazati!
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Rexeǌe: Neka je dat trougao ABC. Opixemo oko ǌega krug
i konstruiximo bisektrisu ugla C. Ona seqe kru�nu liniju
u taqki G. Taqka G je sredina luka AGB (jednaki perifer-
ijski uglovi). Konstruiximo preqnik CD i visinu CE qiji
produ�etak seqe kru�nu liniju u taqki F .

Prvi dokaz: Ako poka�emo da je ^ACD = ^BCF , onda �e
va�iti i ^DCG = ^FCG. ^ADC = ^ABC (nad istom tetivom).
Trougao DAC je pravougli (CD je preqnik). Trougao BEC je
pravougli (E je podno�je visine). Iz ovih qiǌenica sledi
jednakost uglova ^ACD = ^BCF . Ovim je dokaz zavrxen.

Drugi dokaz: Ako poka�emo da su lukovi AD i BF jednaki
onda �e i periferijski uglovi biti jednaki. ^AEC = 90o (pod-
no�je visine) ^DFC = 90o (nad preqnikom CD). Odavde sledi
da su tetive AB i DF paralelne xto znaqi da su lukovi AD i
FB jednaki.

Za element permutacije ka�emo da je desno minimalan ako je3.
maǌi od svih elemenata koji se nalaze desno od ǌega. Na
primer u permutaciji (2, 1, 4, 6, 3, 7, 8, 5) desno minimalni su
elementi na drugoj i petoj poziciji (elementi 1 i 3). Koliko
ima razliqitih permutacija elemenata skupa {1, 2,..., 8} koje
imaju desno minimalne elemente na drugoj i petoj poziciji (i
mo�da jox na nekim drugim pozicijama)?

Rexeǌe: Na prvoj poziciji permutacije mo�e biti bilo koji
broj, te ga mo�emo izabrati na 8 naqina. Nakon toga, broj na
drugoj poziciji mora biti najmaǌi od preostalih brojeva da
bi bio desno minimalan, pa je odre�en jednoznaqno. Brojeve
na pozicijama tri i qetiri opet mo�emo izabrati proizvoǉno
od preostalih brojeva, na 6 · 5 naqina. Broj koji sledi mo-
ra biti najmaǌi od preostalih, pa je stoga broj na poziciji
pet jedinstveno odre�en. Preostali brojevi mogu se pore�ati
proizvoǉno, na 3 · 2 · 1 naqina. Dakle, ukupan broj permutacija
koje imaju desno minimalne brojeve na drugoj i petoj poziciji
je 8 · 6 · 5 · 3 · 2 · 1 = 1440.

Uz pretpostavku 0 < b 6 a dokazati nejednakost4.

1
8

(a− b)2

a
6 a + b

2
−
√

ab 6 1
8

(a− b)2

b
.

Pod kojim uslovima neka od nejednakosti prelazi u jednakost.

Rexeǌe:
a + b

2
−
√

ab =
(
√

a−
√

b)2

2
=

(a− b)2

2(
√

a +
√

b)2

1
8

(a− b)2

a
=

(a− b)2

2(2
√

a)2
6 (a− b)2

2(
√

a +
√

b)2
6 (a− b)2

2(2
√

b)2
=

1
8

(a− b)2

b

Jednakost va�i ako i samo ako je a = b.
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Poznato je da je povrxina trougla P = 15
4 kao i da va�e jed-5.

nakosti a + c = 8 i β = 30◦. Na�i stranice a, b, c ovog trougla.
Tangenta 38, str. 43

Rexeǌe: Neka je x = BD i y = CD gde je D podno�je visine
iz A na stranu BC (slika). Poxto je β = 30◦ zakǉuqujemo da
je h = c

2 . Odavde sledi P = 15
4 = a·h

2 = a·c
4 pa za odre�ivaǌe

du�ina a i c imamo jednaqine

a + c = 8 a · c = 15.

Rexeǌa a = 3, b = 5 i a = 5, b = 3 mogu se u ovom sluqaju lako
i pogoditi. Alternativno se kvadriraǌem prve jednaqine i
korix�eǌem druge dobija a2 + b2 = 34. Odavde sledi a2 − 2ac +
b2 = (a− c)2 = 4 tj. a− c = ±2 itd.

Prvi sluqaj: a = BC = 5, c = AB = 3 odakle sledi h = c
2 = 3

2 .

U ovom sluqaju iz pravouglog trougla ∆ABD nalazimo da je
x = 3

√
3

2 < BC = a (slika (a)) i y = 5 − 3
√

3
2 . Iz pravouglog

trougla ∆ADC nalazimo

b = AC =
√

h2 + y2 =

√√√√9
4

+

(
5− 3

√
3

2

)2

=
√

34− 15
√

3.

A

B B CCD D

A

x

x

y

y

h h

b b

(b)(a)

Drugi sluqaj: a = BC = 3, c = AB = 5 odakle sledi h = c
2 = 5

2 .

U ovom sluqaju iz pravouglog trougla ∆ABD nalazimo da je
x = BD = 5

√
3

2 > BC = a (slika (b)) i y = x − a = 5
√

3
2 − 3. Iz

pravouglog trougla ∆ADC nalazimo

b = AC =
√

h2 + y2 =

√√√√25
4

+

(
5
√

3
2

− 3

)2

=
√

34− 15
√

3.
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REXEǋA ZADATAKA

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Drugi razred – B kategorija

Odrediti ostatke pri deǉeǌu1.

(1) broja 31000 + 41000 sa 13,

(2) broja 9222 + 4333 sa 5.

Tangenta 38, str. 41.

Rexeǌe: (prvi deo zadatka) Na�imo ostatke deǉeǌa brojeva ob-
lika 3n pri deǉeǌu sa 13. Ako je r ostatak dobijen pri deǉeǌu
stepena 3n sa 13 onda je ostatak deǉeǌa broja 3n+1 sa 13 isti
kao i ostatak deǉeǌa broja 3r sa 13. Zaista, po pretpostavci
3n − r je deǉiv sa 13 pa je prema tome 3n+1 − 3r tako�e deǉiv sa
13. Ovim postupkom dobijamo slede�u tablicu ostataka:

3 32 33 34 35 36 37 . . .
3 9 1 3 9 1 3 . . .

Uoqavamo periodiqnost ostataka i zakǉuqujemo da je ostatak
deǉeǌa 31000 sa 13 jednak 3. Sliqan postupak nala�eǌa peri-
odiqnosti ostatka mo�e se primeniti i na sluqaj stepena 41000.
Alternativno se tra�eni ostatak mo�e odrediti i na slede�i
naqin. Uoqimo da je 43 = 64 = 5 · 13− 1. Odavde zakǉuqujemo da
je

4999 = (43)333 = (5 · 13− 1)(5 · 13− 1) · . . . · (5 · 13− 1) = 13 · k − 1

za neki prirodan broj k. Prema tome ostatak deǉeǌa broja 41000

sa 13 je 9. Konaqan zakǉuqak je da je tra�eni ostatak deǉeǌa
broja 31000 + 41000 sa 13 broj 12.

(Drugi deo zadatka) Sliqnim rasu�ivaǌem kao i u prvom delu
zadatka nalazimo da je ostatak deǉeǌa broja 9222 = (10 − 1)222

sa 5 jednak 1 kao i da je ostatak deǉeǌa broja 4333 = 4 · 4332 =
4 · (15+1)166 sa 5 jednak 4. Odavde nalazimo da je broj 9222 +4333

deǉiv sa 5, tj. tra�eni ostatak je 0.

Centar upisanog kruga i centar opisanog kruga trougla ABC2.
simetriqni su u odnosu na stranicu AB. Izraqunati unutrax-
ǌe uglove trougla ABC.
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Rexeǌe: Neka je O centar upisanog kruga, a S opisanog kruga.
Prava OS je simetrala du�i AB pa je OA = OB, odakle sledi
da je α/2 = β/2, odnosno α = β. Sledi da je ∆ABC jednakokrak,
pa teme C pripada pravoj SC. Kako je SA = SC (polupreqnik
opisanog kruga) i SB = SC to je ^OAC = ^OBC. Odavde sledi
da je 3α/2 = γ/2, odnosno α = β = γ/3, odakle se lako nalazi da
je γ = 108◦, α = β = 36◦.

U zavisnosti od realnog parametra a, odrediti broj razliqi-3.
tih realnih rexeǌa jednaqine

|x2 + x + a| = x.

Rexeǌe: Data jednaqina ekvivalentna je disjunkciji (I) ∨ (II),
gde su (I) i (II) slede�i sistemi jednaqina i nejednaqina:

(I):
{

x > 0
x2 + x + a = x

(II):
{

x > 0
x2 + x + a = −x

Iz druge jednaqine sistema (I) dobijamo da je x2 = −a. Zbog toga
(I) za a > 0 nema rexeǌa, dok za a 6 0 ima jedinstveno rexeǌe.

Reximo sada sistem (II). Ako je ax2+bx+c = 0 kvadratna jed-
naqina (a, b, c ∈ R), koriste�i Vietove formule, lako zakǉuqu-
jemo da je u sluqaju c

a < 0 taqno jedno ǌeno rexeǌe pozitivno,
dok su u sluqaju c

a > 0 oba rexeǌa istog znaka ili su pak kon-
jugovano kompleksni brojevi. Primeǌuju�i ovaj zakǉuqak na
drugu jednaqinu sistema (II), x2 + 2x + a = 0, zakǉuqujemo da on
za a < 0 ima taqno jedno pozitivno rexeǌe, dok za a > 0 nema
pozitivnih rexeǌa (ako su rexeǌa realna, onda su istog znaka,
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ali im je zbir jednak −2, te su oba negativna). Za a = 0, rexeǌe
sistema (II) je x = 0.

Iz druge jednaqine sistema (I) i druge jednaqine sistema
(II) zakǉuqujemo da je jedini realan broj koji bi mogao da bude
zajedniqko rexeǌe navedenih sistema x = 0. On zaista i jeste
zajedniqko rexeǌe samo u sluqaju a = 0.

Konaqno, ovim smo dokazali da data jednaqina ima dva re-
xeǌa za a < 0, jedno rexeǌe za a = 0, dok u sluqaju a > 0 nema
rexeǌa.

Rexiti nejednaqinu
√

4x− x2 − 3 >
√

x2 − 7x + 12−√x2 − 5x + 6.4.

Rexeǌe: Oblast definisanosti izraza je [1, 2]∪{3}. Nejednakost
se mo�e napisati u obliku

√
(x− 1)(3− x) +

√
(2− x)(3− x) >√

(3− x)(4− x). Broj 3 je, oqigledno, rexeǌe. Za x < 3 nejed-
nakost se mo�e ”skratiti” sa

√
3− x i dobija se

√
x− 1 +

√
2− x >

√
4− x

⇔ 2
√

(x− 1)(2− x) > 3− x

⇔ 5x2 − 18x + 17 6 0.

U ovom sluqaju nema rexeǌa. Dakle, jedino rexeǌe je x = 3.

Odrediti sve realne brojeve x i y za koje va�i jednakost5.

x2 − 2x cos(xy) + 1 = 0.

Tangenta 40, M474

Rexeǌe: Navedena jednaqina je ekvivalentna sa

x2 − 2x cos(xy) + cos2 (xy) + sin2 (xy) = (x− cos(xy))2 + sin2 (xy) = 0

xto je ekvivalentno sistemu jednaqina

x− cos(xy) = 0 sin (xy) = 0.

Ako je sin (xy) = 0 onda je cos (xy) = ±1 tj. ili je x = 1 ili
x = −1. U prvom sluqaju (x = +1) iz uslova cos y = 1 dobijamo
y = 2kπ za neki ceo broj k. U drugom sluqaju (x = −1) iz
uslova cos (−y) = −1 dobijamo y = (2m + 1)π za neki ceo broj m.
Zakǉuqujemo da je (x, y) rexeǌe polazne jednaqine ako i samo
ako je

(x, y) ∈ {(+1, 2kπ) | k ∈ Z} ∪ {(−1, (2m + 1)π) | m ∈ Z}.
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REXEǋA ZADATAKA

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Tre�i razred – B kategorija

Neka je AC tetiva kru�nice polupreqnika R kojoj odgovara cen-1.
tralni ugao φ. Na kru�nom luku koji odgovara ovoj tetivi
(unutar ugla φ) odrediti taqku B tako da zbir du�ina tetiva
AB i BC bude maksimalan. Koliki je taj zbir?

Rexeǌe 1: Neka je ^BAC = α, ^ACB = γ i ^ABC = β. Po si-
nusnoj teoremi AB+BC = 2R(sinα+sin γ) = 4R sin(π

2 − β
2 ) cos α−γ

2 .
Maksimum ovog izraza se posti�e za cos α−γ

2 = 1, tj. α = γ =
π
2 − β

2 . Dakle, AB = BC = 2R sin α
2 = 2R cos β

2 , a maksimalan zbir
iznosi 4R cos β

2 .

Rexeǌe 2: Produ�imo du� AB do taqke E tako da va�i BE =
BC, odnosno AE = AB+BC. Trougao BCE je jednakokrak, a kako
je ^ABC = β spoǉaxǌi za ovaj trougao sledi da je ^BEC =
^ECB = β

2 . Konstruiximo taqku D na zadatoj kru�nici tako
da je AD = DC i ^ADC = β. Ponovimo postupak za taqku D kao
i za taqku B. Konstruiximo taqku F tako da va�i DC = DF ,
odnosno AF = AD + DC. Na isti naqin va�i da je ^DFC =
^FCD = β

2 . Taqke E i F pripadaju geometrijskom mestu taqaka
iz kojih se du� AC vidi pod uglom β

2 (ali sa iste strane prave
AC sa koje su B i D). Geometrijsko mesto taqaka je luk sa
centrom u taqki D. Poxto je preqnik najdu�a tetiva, onda
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sledi da je maksimalan zbir tetiva u sluqaju taqke D odnosno
kada je AB = BC.

Za koje vrednosti realnog parametra p jednaqina2.

log px

log(x + 1)
= 2

ima jedinstveno rexeǌe?

Rexeǌe: Jednaqina je ekvivalentna sa

px > 0, x > −1, x + 1 6= 1, px = (x + 1)2,

tj. sa
px > 0, x > −1, x2 + (2− p)x + 1 = 0. (∗)

Imamo dva sluqaja:
Prvi sluqaj: Kvadratna jednaqina ima jedinstveni koren tj. (2−
p)2 = 4, odakle je p = 0 ili p = 4. Rexeǌe p = 0 ne zadovoǉava
prvi uslov, a za p = 4 imamo jedinstveno rexeǌe x = 1.
Drugi sluqaj: Kvadratna jednaqina ima dva korena x1, x2, od ko-
jih samo jedan zadovoǉava uslove (*). Iz uslova da je diskrim-
inanta kvadratne jednaqine D = (2− p)2 − 4 ve�a od nule, dobi-
jamo p > 4 ili p < 0. Rexavaǌem kvadratne jednaqine dobijamo
rexeǌa x1,2 = 1

2 (p − 2 ±
√

(p− 2)2 − 4). Kada je p > 4, imamo
da su oba rexeǌa pozitivna, pa oba zadovoǉavaju uslove (*) i
tada nemamo jedinstveno rexeǌe. Kada je p < 0 imamo da su
oba rexeǌa negativna, me�utim kako je f(−1) = p < 0, gde je
f(x) = x2 + (2− p)x + 1, imamo da je −1 izme�u korena jednaqine,
tj. samo jedno rexeǌe zadovoǉava drugi uslov (*), pa u tom
sluqaju polazna jednaqina ima jednistveno rexeǌe.

Dakle rexeǌe je p ∈ (−∞, 0) ∪ {4}.

Neka je AB = 6
√

2 ivica kvadratne osnove pravilne piramide3.
ABCDV i TV = 3 ǌena visina, gde je T presek dijagonala
kvadrata ABCD. Izraqunati ugao izme�u prave ` odre�ene sa
du�i TH i ravni α trougla ABV , gde je H ortocentar trougla
ABV .

Rexeǌe 1: Ako je S sredina stranice AB, tada redom imamo
da je AS = 3

√
2, AV = 3

√
5, V S = 3

√
3 i iz sliqnosti trouglova

HSA i ASV sledi HS
AS = AS

V S tj. HS = 2
√

3 i HV = SV −HS =
√

3.
Kako je ugao <)TV S zajedniqki za trouglove STV i THV i kako
je
√

3 = SV
TV = TV

HV =
√

3 sledi da su trouglovi STV i THV
sliqni, pa je tra�eni ugao <)THV =<)STV = π

2 .

Rexeǌe 2: Postavimo datu piramidu u koordinatni sistem tako
da je na primer A(6, 0, 0), B(0, 6, 0), V (0, 0, 3) i T (0, 0, 0). Kako je
AH⊥BV i AC⊥BV to je ravan β = β(A,C, H)⊥BV . Analogno je i
γ = γ(B,D, H)⊥AV . Prema tome ortocentar H mora pripadati
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svakoj od ravni α, β i γ tj. H ∈ α ∩ β ∩ γ. Kako je α : x +
y + 2z = 6, β : −2y + z = 0 i γ : −2x + z = 0, to rexeǌe ovog
sistema jednaqina predstavǉa koordinate otocentra H, pa je
H(1, 1, 2). Sada imamo da skalarni proizvod vektora

−−→
TH i

−→
SV

je
−−→
TH · −→SV = (1, 1, 2)(−3,−3, 3) = 0, xto znaqi da je

−−→
TH⊥−→SV tj.

`⊥α, pa je tra�eni ugao π
2 .

Rexeǌe 3: Za svaku pravu pravilnu qetvorostranu piramidu
va�i da je tra�eni ugao π

2 . Kako je AC⊥BV to postoji ravan
β koja sadr�i AC i normalna je na BV i ǌoj oqevidno pripada
visina trougla ABV koja polazi iz temena A. Kako je AC⊥BV
to postoji ravan β koja sadr�i BD i normalna je na AV i ǌoj
oqevidno pripada visina trougla ABV koja polazi iz temena B.
Prema tome ortocentar H trougla ABV pripada preseku ravni
α i β. Kako su obe ravni α i β normalne na ravan trougla ABV
tj. na ravan α, to je i ǌihova preseqnica normalna na α, a ǌoj
oqevidno pripada ortocentar H pa je tra�eni ugao π

2 .

Rexiti sistem jednaqina4.

a1+b1 = 23 a1+d+b1q = 21 a1+2d+b1q
2 = 22 a1+3d+b1q

3 = 29.

gde su a1, b1, d i q nepoznati realni brojevi.
Tangenta 38, str. 42

Rexeǌe: Oduzimaǌem prve od druge, druge od tre�e i tre�e od
qetvrte jednaqine, dobijamo ekvivaletni sistem

a1+b1 = 23 d+b1(q−1) = −2 d+b1q(q−1) = 1 d+b1q
2(q−1) = 7.

Oduzimaǌem druge od tre�e i tre�e od qetvrte jednaqine, do-
bijamo ekvivaletni sistem

a1 + b1 = 23 d + b1(q − 1) = −2 b1(q − 1)2 = 3 b1q(q − 1)2 = 6.

Poxto su vrednosti b1 = 0 i q = 1 iskǉuqene, deǉeǌem qetvrte
sa tre�om jednaqinom konaqno dobijamo ekvivalentan sistem

a1 + b1 = 23 d + b1(q − 1) = −2 b1(q − 1)2 = 3 q = 2.

Rexeǌe posledǌeg a time i naxeg sistema je

q = 2 b1 = 3 d = −5 a1 = 20.

Rexiti nejednaqinu5.

sin 2x− cos 2x + 1
sin 2x + cos 2x− 1

> 0.

Tangenta 38, str. 43
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Rexeǌe: Iz adicione teoreme za sinus nalazimo da je

sin 2x−cos 2x =
√

2 sin (2x− π

4
) i sin 2x+cos 2x =

√
2 sin (2x +

π

4
).

Razlomak je pozitivan ako i samo ako su mu i brojilac i ime-
nilac istog znaka.

Prvi sluqaj:

sin (2x− π

4
) > −

√
2

2
i sin (2x +

π

4
) >

√
2

2
.

Prva jednaqina je ekvivaletna sa

kπ < x <
3π

4
+ kπ (k ∈ Z)

a druga sa
mπ < x <

π

4
+ mπ (m ∈ Z).

Oba uslova su zadovoǉena ako i samo ako je x ∈ (kπ, π
4 + kπ) za

neki k ∈ Z.

Drugi sluqaj:

sin (2x− π

4
) < −

√
2

2
i sin (2x +

π

4
) <

√
2

2
.

Prva jednaqina je ekvivaletna sa

3π

4
+ kπ < x < π + kπ (k ∈ Z)

a druga sa
π

4
+ mπ < x < π + mπ (m ∈ Z).

Oba uslova su zadovoǉena ako i samo ako je x ∈ (3π
4 + kπ, π + kπ)

za neki k ∈ Z ili xto je ekvivaletno ako i samo ako je x ∈
(−π

4 + kπ, kπ) za neki k ∈ Z.
Rexeǌe:

x ∈ (kπ,
π

4
+ kπ) ∪ (−π

4
+ kπ, kπ) (k ∈ Z).
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REXEǋA ZADATAKA

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Qetvrti razred – B kategorija

Upisani krug u trougao ABC dodiruje strane BC, AC, AB1.
trougla u taqkama A′, B′, C ′. Na opisanom krugu trougla ABC
oznaqimo sa A′′ sredixte luka BC koji ne sadr�i taqku A, sa
B′′ sredixte luka AC koji ne sadr�i taqku B, sa C ′′ sredixte
luka AB koji ne sadr�i taqku C. Dokazati da se prave A′A′′,
B′B′′, C ′C ′′ seku u jednoj taqki.

Rexeǌe: Oznaqimo sa O i S centre opisanog i upisanog kruga
i sa R i r polupreqnike ovih krugova. Ako je trougao ABC
jednakostraniqan, prave A′A′′, B′B′′, C ′C ′′ prolaze kroz centar
O trougla, pa je tvr�eǌe ispuǌeno. U suprotnom, taqke O i S
se ne poklapaju. Oznaqimo M = A′A′′ ∩OS.

Kako su du�i SA′ i OA′′ normalne na stranicu BC, one su
me�usobno paralelne. Prema Talesovoj teoremi je

(1)
MS

MO
=

SA′

OA′′
=

r

R
.

Tako�e, taqke A′ i A′′ su sa iste strane prave OS, pa se taqka
M nalazi van du�i OS. Analogno se dokazuje da prave B′B′′ i
C ′C ′′ seku pravu OS u taqki za koju va�i (??) i koja se nalazi
van du�i OS. Kako je taqka M sa ova dva uslova jednoznaqno
odre�ena, zakǉuqujemo da prave A′A′′, B′B′′, C ′C ′′ sve sadr�e
taqku M .

a) Ako su f : R → R i g : R → R funkcije definisane sa f(x) =2.
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arcsin 2x
1+x2 i g(x) = arctg x, tada ako za svaki realni broj x va�i

α arcsin 2x
1+x2 + β arctg x = 0, onda je α = β = 0. Dokazati.

b) Da li va�i prethodno tvr�eǌe ako su f : [−1, 1] → R i g :
[−1, 1] → R funkcije definisane sa f(x) = arcsin 2x

1+x2 i g(x) =
arctg x?

Rexeǌe: a) Kako α arcsin 2x
1+x2 + β arctg x = 0 mora da va�i za

svaki reakni broj x to za x = 1 dobijamo 2α + β = 0, dok za
x =

√
3 dobijamo α + β = 0, a taj sistem jednaqina ekvivalentan

je sa α = β = 0.
b) Ne va�i.
Kako α arcsin 2x

1+x2 +β arctg x = 0 mora da va�i za svaki realan
broj x iz intervala [−1, 1], to za x = 1 sledi απ

2 + β π
4 = 0 ⇔

2α+β = 0. Doka�imo da za svako x ∈ [−1, 1]\{0} sledi 2α+β = 0
tj. dokaza�emo da (∀x ∈ [−1, 1]) arcsin 2x

1+x2 = 2 arctg x
Dokaz: Pre svega i leva i desna strana jednakosti koju

dokazujemo su definisane za svako x ∈ R, jer domen funkcije

arctg je R, dok zbog
(
−1 ≤ 2x

1+x2 ≤ 1
)
⇔

(
(x+1)2 ≥ 0∧(x−1)2 ≥ 0

)

sledi da je i arcsin 2x
1+x2 definisano za svako x ∈ R, jer domen

funkcije arcsin je [−1, 1].
Sada primenimo teoremu

(
a ∈

[
− π

2
,
π

2

]
∧ b ∈

[
− π

2
,
π

2

]
∧ sin a = sin b

)
⇒ a = b

tako xto uzmemo a = arcsin 2x
1+x2 i b = 2 arctg x. Prvo treba

pokazati da za svako x ∈ [−1, 1] va�i

a = arcsin
2x

1 + x2
∈ [−π

2
,
π

2
] i b = 2 arctg x ∈ [−π

2
,
π

2
].

Prva tvrdǌa sledi iz same definicije funkcije arcsin : [−1, 1] →
[−π

2 , π
2 ], dok druga sledi iz

x ∈ [−1, 1] ⇒ arctg x ∈ [−π
4 , π

4 ) ⇒ 2 arctg x ∈ [−π
2 , π

2 ].
Sada je preostalo jox samo da se doka�e da je sin a = sin b

tj. da je sin(arcsin 2x
1+x2 ) = sin(2 arctg x). Leva strana ove jed-

nakasti je oqito jednaka 2x
1+x2 , pa poka�imo da je i desna strana

te jednakosti jednaka 2x
1+x2 . Znaqi imamo da je sin(2 arctg x) =

2 sin(arctg x) cos(arctg x) = 2 x√
1+x2

1√
1+x2 = 2x

1+x2 .
Zadatak se mnogo jednostavno rexava pomo�u izvoda! Treba

samo pokazati da (∀x ∈ [−1, 1]) f ′(x) = (2g(x))′ = 2
1+x2 i da je

f(x) = 2g(x) za neko x, naprimer za x = 1 je f(1) = 2g(1) = π
2 ,

odakle sledi da je (∀x ∈ [−1, 1]) arcsin 2x
1+x2 = 2 arctg x.

Rexiti nejednaqinu3.

log21+4x−x2(7− x)
logx+3(21 + 4x− x2)

<
1
4
.

Rexeǌe: Odredimo najpre za koje vrednosti x data nejednaqina
ima smisla (domen). Potrebni i dovoǉni uslovi za to su: (I) 7−
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x > 0, (II) 21 + 4x− x2 > 0, (III) 21 + 4x− x2 6= 1, (IV) x + 3 > 0,
(V) x+3 6= 1 i (VI) logx+3(21+4x−x2) 6= 0 (uslov (III) implicira
uslov (VI)). ǋihovim rexavaǌem dobijamo (I) 7 > x, (II) 7 > x >
−3, (III) x 6= 2± 2

√
6, (IV) x > −3, (V) x 6= −2. Odavde dobijamo

da je domen

D = (−3, 2− 2
√

6) ∪ (2− 2
√

6,−2) ∪ (−2, 2 + 2
√

6) ∪ (2 + 2
√

6, 7).

Za svako x ∈ D\{6} va�i log21+4x−x2(7 − x) = 1
log7−x(21+4x−x2) ,

te je polazna nejednaqina na skupu D\{6} ekvivalentna redom
sa nejednaqinama

1
log7−x(21 + 4x− x2) · logx+3(21 + 4x− x2)

<
1
4
⇐⇒

1
(log7−x(7− x)(x + 3)) · (logx+3(x + 3)(7− x))

<
1
4
⇐⇒

1
(1 + log7−x(x + 3)) · (1 + logx+3(7− x))

<
1
4
⇐⇒

1
(1 + 1

logx+3(7−x) ) · (1 + logx+3(7− x))
<

1
4
⇐⇒

logx+3(7− x)
(1 + logx+3(7− x))2

<
1
4
⇐⇒

0 <
(1− logx+3(7− x))2

4(1 + logx+3(7− x))2
⇐⇒ 1 6= logx+3(7− x) ⇐⇒ x 6= 2.

Specijalno, lako proveravamo da x = 6 jeste rexeǌe polazne
nejednaqine. Ovim je dokazano da je skup rexeǌa bax D\{2}.

Dokazati da u svakom tetraedru postoji teme takvo da se od4.
ivica koje iz ǌega polaze mo�e konstruisati trougao.

Tangenta 34, M335

Rexeǌe: Neka je ABCD proizvoǉan tetraedar. Uoqimo najdu�u
ivicu, neka je to na primer AB. Dokaza�emo da se bar od jedne
od trojki ivica (AB,AC, AD) ili (BA, BC, BD) mo�e konstru-
isati trougao. Kako je AB najdu�a ivica, va�i

AB > AC, AB > AD, BA > BC, BA > BD,

pa je dovoǉno dokazati da va�i bar jedna od nejednakosti

AC + AD > AB, BC + BD > BA.

Iz trougla ABC imamo da va�i AC + BC > AB, a iz trougla
ABD imamo da va�i AD + BD > AB. Sabiraǌem ove dve nejed-
nakosti dobijamo

(AC + AD) + (BC + BD) > 2AB,
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odakle zakǉuqujemo da je AC + AD > AB ili BC + BD > BA,
xto je i trebalo pokazati.

Odrediti qlanove a1, a2, a3, a4 aritmetiqkog i b1, b2, b3, b4 geo-5.
metrijskog niza ako je

a1 + b1 = 23 a2 + b2 = 21 a3 + b3 = 22 a4 + b4 = 29.

Tangenta 38, str. 42

Rexeǌe: Ako je d razlika navedenog aritmetiqkog niza a q
koliqnik datog geometrijskog niza, gorǌi sistem jednaqina je
ekvivalentan sa

a1+b1 = 23 a1+d+b1q = 21 a1+2d+b1q
2 = 22 a1+3d+b1q

3 = 29.

Oduzimaǌem prve od druge, druge od tre�e i tre�e od qetvrte
jednaqine, dobijamo ekvivaletni sistem

a1+b1 = 23 d+b1(q−1) = −2 d+b1q(q−1) = 1 d+b1q
2(q−1) = 7.

Oduzimaǌem druge od tre�e i tre�e od qetvrte jednaqine, do-
bijamo ekvivaletni sistem

a1 + b1 = 23 d + b1(q − 1) = −2 b1(q − 1)2 = 3 b1q(q − 1)2 = 6.

Poxto su vrednosti b1 = 0 i q = 1 iskǉuqene, deǉeǌem qetvrte
sa tre�om jednaqinom konaqno dobijamo ekvivalentan sistem

a1 + b1 = 23 d + b1(q − 1) = −2 b1(q − 1)2 = 3 q = 2.

Rexeǌe posledǌeg sistema je

q = 2 b1 = 3 d = −5 a1 = 20

odakle se dobija da su tra�eni nizovi

a1 = 20, a2 = 15, a3 = 10, a4 = 5 b1 = 3, b2 = 6, b3 = 12, b4 = 24.
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