
REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23.02.2008.

Prvi razred , A kategorija

Lema. Ako neka prava seqe kru�nicu u taqkama P i S, a ǌoj paralelna prava u taqkama Q1.
i R, tada je PQ = RS.

Dokaz. PQ i RS su ili kraci ili dijagonale jednakokrakog trapeza (prava koja prolazi
kroz centar kru�nice, a normalna je na uoqenu pravu je osa simetrije).
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Iz prethodne leme primeǌene na k1 sledi CD = AB, dok se primenom na k2 dobija AB =
EF , odakle je CD = EF .
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(a) Dvocifranih brojeva ima 99−9 = 90, pa parova dvocifrenih brojeva ima
(

90
2

)
= 4005,2.

a parova uzastopnih dvocifrenih brojeva 90 − 1 = 89. Dakle, dva nesusedna dvocifrena
broja se mogu izabrati na 4005 − 89 = 3916 naqina.

(b) Mesta na kojima se nalazi cifra 5 se mogu izabrati na
(

5
2

)
naqina, preostale 3

cifre iz uoqenog skupa na
(

6
3

)
naqina i na preostala tri mesta se mogu rasporediti na

3! naqina, pa je tra�eni broj je
(

5
2

)
·
(

6
3

)
·3! = 1200 (Tangenta 46, str. 39, Pismeni zadaci,

zadatak 1).

Na tabli 5 × 4, pri uslovima zadatka, se mo�e postaviti 6 topova (videti sliku).3.

Neka je na toj tabli raspore�en najve�i
mogu�i broj topova, tako da su ispuǌeni
uslovi zadatka. Po prethodnom primeru taj
broj nije maǌi od 6. Ako se u svakoj koloni
nalazi najvixe jedan top, broj topova na
tabli je najvixe 4, pa postoji kolona koja
sadr�i bar dva topa. Kako se oni me�usobno
napadaju, u toj koloni, kao i u vrstama u
kojima se nalaze ova 2 topa, ne sme biti
drugih topova, tj. svi se nalaze u preostale
3 vrste i preostale 3 kolone (na preostalih
9 poǉa).
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Analogno, ako se u svakoj od preostale 3 kolone nalazi najvixe 1 top, ukupan broj topova
na tabli je najvixe 2 + 3 = 5, pa se u nekoj od ǌih nalazi bar dva topa. Kako se oni
me�usobno napadaju, u toj koloni, kao i u vrstama u kojima se nalaze ova 2 topa, ne sme
biti drugih topova, tj. svi se nalaze u preostala 2 poǉa, pa je najve�i mogu�i broj
topova 2 + 2 + 2 = 6.
Dakle, tra�eni broj je 6.

Algebarskim transformacijama dobija se da je polazna jednakost ekvivalentna sa4.

(x − y)(y − z)(z − x) = x + y + z. (∗)

Ako bi x, y i z davali razliqite ostatke pri deǉeǌu sa 3, tada bi ǌihovi ostaci pri
deǉeǌu sa tri bili 0, 1 i 2 (u nekom redosledu), pa je x + y + z ≡ 0 + 1 + 2 ≡ 0 (mod 3),
a (x − y)(y − z)(z − x) �≡ 0 (mod 3), tj. neka dva od x, y i z moraju dati isti ostatak pri
deǉeǌu sa 3.
Neka je, bez gubǉeǌa opxtosti, x ≡ y (mod 3). Me�utim, tada 3 | (x− y)(y− z)(z −x), pa je,
na osnovu (∗), 0 ≡ x + y + z ≡ 2x + z ≡ −x + z (mod 3), odnosno x ≡ z (mod 3). Dakle, svaki
umno�ak u (x − y)(y − z)(z − x) je deǉiv sa 3, tj. 33 | (x − y)(y − z)(z − x), pa iz (∗) sledi da
27 | x + y + z.

Neka je �ABC takav da je AB = 3, BC = 4 i CA = 2 (takav trougao postoji).5.

Neka su K, L, M sredixta stranica BC,
CA, AB, redom, N sredixte du�i LM , a P
sredixte du�i CK.
Tada je ML = 2 i ML ‖ BC (sredǌa linija
�ABC), pa je MN = NL = 1 i MN ‖ NL ‖
BC. Po konstrukciji je CP = PK = 1 (i,
naravno, CP ‖ PK ‖ BC). Analogno (KM je
sredǌa linija �ABC) je KM = CL = NP =
1
2
· AC i KM ‖ PN ‖ CL ‖ AC.
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Sledi da su qetvorouglovi NMKP i LNPC podudarni paralelogrami (rombovi stranice
1), kao i da je �AML ∼= �MBK (AM = MB, AL = MK, ML = BK), pa poligoni MBPN
i AMNPC imaju jednake povrxine (oba se ,,sastoje“ od jednog romba stranice 1 i jednog
od gore pomenutih trouglova).

Dakle, poligonalna linija sastavǉena od du�i MN i NP zadovoǉava uslove zadatka.

Prvi razred , B kategorija

Da ne bi doxlo do deǉeǌa nulom, mora biti |2x − 3| − 5 �= 0, a kako je i |x − 3| + 2 > 0 za1.
svako realno x, sledi da je nejednaqina iz zadatka ekvivalentna sa |2x − 3| − 5 < 0.

Za x � 3
2

ona je ekvivalentna sa 2x − 3 < 5, tj. x < 4 (odnosno rexeǌa su x ∈
[

3
2

, 4
)
), a za

x <
3
2

sa 3 − 2x < 5, tj. x > −1 (odnosno rexeǌa su x ∈
(
−1,

3
2

)
).

Dakle, rexeǌe je x ∈ (−1, 4) (Tangenta 44, str. 33, Pismeni zadaci, zadatak 2(a)).

Neka su M,N,P,Q sredixta du�i AF , CE, BF i DE, redom, i �a =
−−→
DA, �b =

−−→
DB i �c =

−−→
DC.2.

Tada je

−−→
MN =

−−→
DN −−−→

DM =
1
2
·
(
�c +

−−→
DE

)
− 1

2
·
(
�a +

−−→
DF

)

=
1
2
·
(

�c +
�a +�b

2

)
− 1

2
·
(

�a +
�c

2

)
=

1
4
·
(
−�a +�b + �c

)
i, analogno,

−−→
QP =

−−→
DP −−−→

DQ =
1
2
·
(
�b +

−−→
DF

)
− 1

2
· −−→DE

=
1
2
·
(
�b +

�c

2

)
− 1

2
· �a +�b

2
=

1
4
·
(
−�a +�b + �c

)
,
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tj.
−−→
MN =

−−→
QP , odakle sledi da je MNPQ paralelogram.

Sre�ivaǌem izraza iz zadatka dobija se3. (
a2 − 6a + b + 2

)
+
√

2 · (2a − 6) = 0.

Me�utim, kako je broj
√

2 iracionalan, sledi da je p+
√

2 · q = 0 za p, q ∈ Q ako i samo ako
je p = q = 0, pa je a2 − 6a + b + 2 = 2a − 6 = 0, odakle je a = 3, b = 7 (Tangenta 45, str. 38,
Pismeni zadaci, zadatak 5).
Videti rexeǌe prvog zadatka za prvi razred A kategorije.4.
Videti rexeǌe drugog zadatka za prvi razred A kategorije.5.

Drugi razred , A kategorija

Jednaqina je definisana za svako x ∈ R. Neka je y = 3
√

a − x . Tada je x = a−y3, pa jednaqina1.
postaje y3 + y = a3 + a, tj. (y − a)(y2 + ya + a2 + 1) = 0. Kako je y2 + ya + a2 + 1 > 0 (kvadratna
funkcija sa vode�im koeficijentom pozitivnim i diskriminantom a2 − 4 · 1 · (a2 + 1) =
−3a2 − 4 < 0), jedino rexeǌe posledǌe jednaqine je y = a, odakle je 3

√
a − x = a, tj. jedino

rexeǌe je x = a − a3 (Tangenta 50, str. 10, M673, Nagradni zadaci).

Napomena. Da jednaqina ima najvixe jedno rexeǌe se moglo videti i bez rastavǉaǌa, na
osnovu strogog rasta funkcije y → y3 + y.

Po uslovima zadatka, qetvorougao MCAB je tetivan, pa, po Ptolomejevoj teoremi, sledi2.
MA · BC = MB · AC + MC · AB. Kako je �ABC jednakostraniqan, sledi BC = AC = AB,
odakle je MA = MB + MC.

Drugo rexeǌe. Neka je R rotacija sa ce-
ntrom u B, koja slika taqku C u taqku A (po
uslovima zadatka, ova rotacija je ili za 60◦

ili za −60◦, u zavisnosti od orijentacije
�ABC) i neka je R(M) = D.
�BMD je jednakostraniqan (BM = BD i
�DBM = 60◦), pa je MB = MD. Tako�e,
MC = DA (jer je R(M) = D i R(C) = A).
Pritom je i �BDA = �BMD = 120◦ (jer je
R(�BMC) = �BDA), a kako je �MDB =
60◦, sledi da su taqke M , D i A kolinearne.

M
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D
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Dakle, MA = MD + DA = MB + MC.

Iz datih ograniqeǌa za α i β sledi da je
π

2
< α + 2β <

3π

2
.3.

Neka je t = tg β. Tada je sin 2β =
2 tg β

1 + tg2 β
=

2t

1 + t2
, cos 2β =

1 − tg2 β

1 + tg2 β
=

1 − t2

1 + t2
, a, po

uslovima zadatka, sin α =
2t

1 + t2
.

Sledi da je cos2 α = 1 − sin2 α = 1 −
(

2t

1 + t2

)2

=
(1 − t2)2

1 + t2
. Kako je α oxtar, sledi da je

cos α > 0, a kako je t = tg β � 1 (jer je β ∈
[ π

4
,
π

2

)
), sledi da je cos β =

t2 − 1
1 + t2

, pa je

sin(α + 2β) = sinα cos 2β + cos α sin 2β

=
2t

1 + t2
· 1 − t2

1 + t2
+

t2 − 1
1 + t2

· 2t

1 + t2
= 0,

odnosno, α+2β = kπ, za neko k ∈ Z. Iz gorǌeg ograniqeǌa, sledi da mora biti α+2β = π.

Sistem a − b = α ∧ ab = β > 0 po nepoznatima a i b ima uvek dva rexeǌa4.

(a1, b1) =

(
α +

√
α2 + 4β

2
,
−α +

√
α2 + 4β

2

)
i (a2, b2) =

(
α −

√
α2 + 4β

2
,
−α −

√
α2 + 4β

2

)
.

3



1. ako je α > 0, sledi max(a1, b1) = a1 i max(a2, b2) = a2, pa je x2 − αx − β kvadratni
polinom qiji su koreni a1 i a2 (odnosno x2 − |α|x − β);

2. ako je α < 0, sledi max(a1, b1) = b1 i max(a2, b2) = b2, pa je x2 − αx − β kvadratni
polinom qiji su koreni su b1 i b2 (odnosno x2 − |α|x − β).

Dakle, tra�eni polinom je x2 − |α|x − β (tj. p = |α| i q = −β).

Lift se (bez ikakvih uslova) mo�e isprazniti na 55 = 3125 naqina, jer svaka od tih 55.
osoba mo�e si�i na bilo kom spratu od 1. do 5.

Neka je N broj naqina na koji oni mogu izlaziti iz lifta tako da Aca i Ceca ostanu
sami. Duxan, Luka i Nataxa mogu napustiti lift do k-tog sprata tako da bar neko si�e
na k-tom spratu na k3 − (k − 1)3 naqina (tada su Aca i Ceca ostali sami u liftu). Svako
od ǌih dvoje mo�e da iza�e na nekom od preostalih 5−k spratova. Kako k mo�e biti bilo
koji sprat od 1. do 4. (jer Aca i Ceca moraju da ostanu sami) to je

N =
4∑

k=1

[(
k3 − (k − 1)3

) · (5 − k)2
]

= 42 + 7 · 32 + 19 · 22 + 37 · 12 = 192.

Umesto Ace i Cece tu mo�e ostati bilo koji muxko-�enski par, a takvih parova ima(
3
1

)
·
(

2
1

)
= 6, pa je broj naqina da ovih 5 osoba napusti lift, tako da ni u jednom

trenutku muxkarac i �ena nisu sami u liftu jednak

55 −
(

3
1

)
·
(

2
1

)
· N = 3125 − 6 · 192 = 1 973.

Drugi razred , B kategorija

Mora biti |1− iz| �= 0. tj. z �= −i. Ako je z = x + iy, x, y ∈ R, sledi x2 + y2 = |z|2 = |1− iz|2 =1.

|(1 + y) − ix|2 = (1 + y)2 + x2, odakle je y = −1
2

.

Dakle, skup rexeǌa je
{

z | Imz = −1
2

}
(tj. svi brojevi oblika x − i · 1

2
za x ∈ R).

Videti rexeǌe prvog zadatka za drugi razred A kategorije.2.

Mora biti a �= 3
2

(inaqe jednaqina nije kvadratna). Po uslovima zadatka, jednaqina ima3.

realna rexeǌa, pa joj je diskriminanta nenegativna, tj. 0 � 4(a + 1)2 − 4(2a − 3)(a + 7) =
−4(a + 11)(a − 2) = 4D1, tj. mora biti a ∈ [−11, 2 ].
Dakle, treba razmotriti situacije:

1.
3
2

< a � 2; tada je maǌi koren jednaqine α =
a + 1 −√

D1

2a − 3
, pa treba ispitati da

li je α > 1, xto je ekvivalentno sa
√

D1 < 4 − a, pa kako su obe strane posledǌe
nejednakosti (u ovom sluqaju) nenegativne, posledǌe je ekvivalentno sa (a+2)(2a−3) >
0, xto je taqno;

2. −11 � a <
3
2
; tada je maǌi koren jednaqine α =

a + 1 +
√

D1

2a − 3
, pa treba ispitati da li

je α > 1, xto je ekvivalentno sa
√

D1 < a− 4, a posledǌe nije taqno, jer je
√

D1 � 0,
a (u ovom sluqaju) a − 4 < 0, tj. u ovom sluqaju nema rexeǌa.

Dakle, oba korena jednaqine (2a − 3)x2 − 2(a + 1)x + a + 7 = 0 su ve�a od 1 ako i samo ako

je a ∈
(

3
2

, 2
]

(Tangenta 49, str. 29, Pismeni zadaci, zadatak 4).

Prava koja ne sadr�i temena uoqenog 2008-ugla seqe du� odre�enu sa neka dva ǌegova4.
temena ako i samo ako se ona nalaze u razliqitim poluravnima odre�enim tom pravom.
Dakle, ako se u jednoj od tih poluravni nalazi x temena, u drugoj se nalazi 2008 − x,
odnosno broj uoqenih du�i koje seqe ta prava je x(2008 − x).
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Kako je, na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, x(2008− x) �(
x + 2008 − x

2

)2

= 10042, sledi da je taj broj ne ve�i od 10042 i dosti�e se kada se u svakoj

od poluravni odre�enih tom pravom nalazi 1004 temena uoqenog 2008-ugla.

Videti rexeǌe drugog zadatka za drugi razred A kategorije.5.

Tre�i razred , A kategorija

Kako je DE ‖ AC, sledi da je �DAC = �EDA. Kako je AD simetrala �BAC, sledi1.
�DAC = �EAD. Dakle, �EDA = �EAD, pa je �ADE jednakokraki, odakle je AE = DE.

Kako je DE ‖ CF i EF ‖ CD, qetvorougao DEFC je paralelogram, pa je i DE = FC.

Dakle, AE = DE = FC.

A B

C

D

E

F

OK08 3A1

Za k ∈ {1, 2, . . . , 29} va�i tg(k + 1)◦ =
tg k◦ + tg 1◦

1 − tg k◦ · tg 1◦
, pa ako je tg k◦ ∈ Q sledi tg(k + 1)◦ ∈ Q.2.

Iz prethodnog, ako je tg 1◦ ∈ Q, sledi da su racionalni, redom, tg 2◦, tg 3◦, . . . , tg 30◦, xto je

kontradikcija, jer je tg 30◦ =
√

3
3

iracionalan broj.

Iz dobijene kontradikcije sledi da je broj tg 1◦ iracionalan.

Iz uslova zadatka sledi:3.

a2
1 � a2

1

3a2
2 � a2

2 + 2a1a2

5a2
3 � a2

3 + 2a1a3 + 2a2a3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(2n − 1)a2

n � a2
n + 2a1an + . . . + 2an−1an,

odakle je, sabiraǌem,

a2
1 + 3a2

2 + 5a2
3 + . . . + (2n − 1)a2

n � (a1 + a2 + . . . + an)2 = 1.

Svaka od strana kocke ne mo�e biti strana tetraedra, pa na ǌu nale�u osnovama bar dve4.
strane tetraedara na koje je razlo�ena, tj. ivice ovih tetraedara razla�u svaku stranu
kocke na bar 2 trougla.
Bez umaǌeǌa opxtosti, neka je strana kocke
1. Neka se kocka ABCDA1B1C1D1 mo�e
ise�i na 4 tetraedra. Tada na strane
ABCD i A1B1C1D1 nale�u sva 4 tetrae-
dra, pa sva 4 za osnovu imaju jednakokrako-
pravougli trougao kraka 1 (kvadrat se
pravom mo�e razlo�iti na 2 trougla jedino
ako se ta prava poklapa sa nekom od dijago-
nala kvadrata), dok im je visina koja odgo-
vara toj osnovi ne ve�a od 1. Sledi pa je za-
premina svakog od ovih tetraedara na ve�a

od
1
3
· 1
2
· 1 =

1
6

, pa je ukupna zapremina ova

4 tetraedra ne ve�a od 4 · 1
6

=
2
3

, xto je
nemogu�e, jer je zapremina kocke 1.

A B

CD

A1
B1

C1D1

OK08 3A4
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Kocka se mo�e ise�i na 5 tetraedara (slika OK08 3A4; to su tetraedri ABDA1, BCDC1,
A1B1C1B, A1C1D1D i BDA1C1) (Tangenta 43, str. 43, Nagradni zadaci, M543, rexeǌe u
Tangenti 44, str. 29)

Jedan L-trimino postavǉen na uoqenu tablu mo�e imati zajedniqkih poǉa sa najvixe5.
jednim od qetiri ugaona kvadrata 2 × 2 (slika OK08 3A5-1). Sledi da je 3 L-trimina
nedovoǉno, jer su tada nepopuǌena sva qetiri poǉa u jednom od tih ugaonih kvadrata, pa
se mo�e dodati (u taj kvadrat) jox jedan L-trimino.

OK08 3A5-1 OK08 3A5-2

Qetiri L-trimina su dovoǉna. Zaista, na slici OK08 3A5-2 su na tablu 5×5 postavǉena
4 L-trimina, a ne mo�e se postaviti vixe nijedan L-trimino.

Tre�i razred , B kategorija

Da bi jednaqina bila definisana, mora biti x �= 3,
x + 1
x − 3

> 0 i log 1
2

x + 1
x − 3

> 1, tj. (loga-1.

ritamska funkcija sa osnovom maǌom od 1 je opadaju�a)

0 <
x + 1
x − 3

< 1 ⇔
(

x + 1
x − 3

> 0 ∧ 4
x − 3

< 0
)

,

odakle sledi da mora biti x ∈ (−∞,−1).
Kako je logaritamska funkcija rastu�a ako joj je osnova ve�a od 1, a opadaju�a ako joj je
osnova maǌa od 1, za x ∈ (−∞,−1) sledi

log2 log 1
2

x + 1
x − 3

� 1 ⇔ log 1
2

x + 1
x − 3

� 2 ⇔ x + 1
x − 3

� 1
4
⇔ 3x + 7

4(x − 3)
� 0,

tj. (za x ∈ (−∞,−1) je x − 3 < 0) x � −7
3

, pa je rexeǌe ove jednaqine x ∈
[
−7

3
,−1

)
(Tangenta 47, str. 36, Pismeni zadaci, zadatak 5).

Kako je �x · �y = |�x| · |�y| · cos �(�x, �y) (specijalno, �x · �x = |�x|2 i �x · �y = �y · �x), po uslovima zadatka2.
sledi da je

0 = �m · �n = (2�a −�b) · (�a + 5�b) = 2 |�a|2 + 10�a ·�b −�b · �a − 5
∣∣�b∣∣2

= 2 · 22 + 9 · |�a| · ∣∣�b∣∣ · cos �(�a,�b) − 5 · 32 = −37 + 9 · 2 · 3 · cos �(�a,�b),

odakle je cos �(�a,�b) =
37
54

, tj. ugao izme�u �a i �b je arccos
37
54

(Tangenta 50, str. 33, Pismeni

zadaci, zadatak 2).

Videti rexeǌe tre�eg zadatka za drugi razred A kategorije.3.

Videti rexeǌe prvog zadatka za tre�i razred A kategorije.4.

Videti rexeǌe petog zadatka za tre�i razred A kategorije.5.
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Qetvrti razred , A kategorija

Neka je f(x) = (x − a)(x − b) + (x − b)(x − c) + (x − c)(x − a) i neka je a � b � c (bez umaǌeǌa1.
opxtosti). Ako je a = b ili b = c, tada je f(b) = (b−a)(b− c) = 0, pa se mo�e pretpostaviti
da je a < b < c. Kako je f(b) = (b− c)(b− a) < 0 i f(a) = (a− b)(a− c) > 0, postoji nula f koja
je izme�u a i b (postoji i izme�u b i c, jer je i f(c) > 0) (polinom je neprekidna funkcija).

Neka su a, b i c koreni jednaqine iz zadatka, koji su stranice pravouglog trougla i2.
neka je (bez umaǌeǌa opxtosti) c2 = a2 + b2. Iz Vietovih pravila je a + b + c = 12
i ab + bc + ca = m, pa je 2c2 = a2 + b2 + c2 = (a + b + c)2 − 2(ab + bc + ca) = 144 − 2m,
tj. m = 72 − c2. Kako je i c3 − 12c2 + mc − 60 = 0 (c je koren ove jednaqine), sledi
0 = c3 − 12c2 + (72 − c2)c − 60 = −12c2 + 72c − 60, tj. 0 = c2 − 6c + 5 = (c − 5)(c − 1).
Ako je c = 1, sledi a + b = 11 i a2 + b2 = 1, pa je, na osnovu nejednakosti izme�u kvadratne
i aritmetiqke sredine (kao stranice trougla, a i b su pozitivni brojevi), 1 = a2 + b2 �

2 ·
√

a + b

2
= 2 ·

√
11
2

> 1.

Iz dobijene kontradikcije sledi da je c = 5 i tada je m = 72− 52 = 47 (proverom se dobija
da su za m = 47 koreni date jednaqine 3, 4 i 5) (Tangenta 44, str. 45, Pismeni zadaci,
zadatak 5).

Neka su M i N , redom, sredixta du�i AB i PQ. Iz podudarnosti trouglova OAP i3.
OBQ (AP = QB, OA = OB, �OAP = 90◦ = �OBQ) sledi �OPQ ∼ �OAB (OP = OQ,
OA = OB, �AOB = �AOP + �POB = �BOQ + �POB = �POQ), odakle je �OMN ∼ �OAP
(OM : ON = OA : OP , �MON = �PON − �POM = �AOM − �POM = �AOP ). Dakle,
�OMN = 90◦ = �OMB, pa A,B i N le�e na istoj pravoj.

A

PB

Q

O

M
N

OK08 4A3

Neka su A i B taqke neke kru�nice, a P i Q taqke, takve da su prave AP i BQ tangente3.
na tu kru�nicu, AP = BQ i prava PQ nije paralelna sa pravom AB. Dokazati da prava
AB polovi PQ.

Neka je f definisana na skupu prostih brojeva sa:4.

f(2) = 32, f(3) = 22, f(p) = p2, za p > 3,

a za proizvoǉan (slo�en) n ∈ N sa

f(n) = f(p1)α1f(p2)α2 · . . . · f(ps)αs ,

gde je n = pα1
1 pα2

2 · . . . · pαs
s (kanonska faktorizacija broja n).

Ova funkcija zadovoǉava uslove zadatka.

Neka se nizu koji zadovoǉava uslove zadatka na kraj dodaju jox dve nule (tako se dobija5.
niz du�ine 12). Uslovi zadatka zadovoǉeni ako i samo ako se (u novodobijenom nizu) nakon
svake jedinice nalaze dve nule. Drugim reqima, svakoj jedinici se mo�e pridru�iti blok
du�ine tri (koji sadr�i jedinicu i dve naredne nule), takvi blokovi se ne preklapaju, i
izvan tih blokova su sve nule.
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Ako jedinica u nizu ima k, takvih nizova ima
(

12 − 2k

k

)
(kombinacije k blokova i 12− 3k

nula), pa je ukupan broj ovakvih nizova

4∑
k=0

(
12 − 2k

k

)
=

(
12
0

)
+

(
10
1

)
+

(
8
2

)
+

(
6
3

)
+

(
4
4

)
= 60.

Qetvrti razred , B kategorija

Polinom x2 +x+1 ima dve razliqite nule, pa je dovoǉno pokazati da je (α+1)p−αp−1 = 0,1.
gde je α nula polinoma x2 + x + 1, tj. va�i α2 + α + 1 = 0 i 0 = (α2 + α + 1) · (α − 1) = α3 − 1
(odnosno α3 = 1).
Iz ovih veza i kako je p neparan sledi da je (α+1)p−αp−1 = (−α2)p−αp−1 = −(α2p+αp+1).
Kako je svaki prost broj ve�i od 4 ili oblika 6k + 1 za neko k ∈ N ili oblika 6k + 5 za
neko k ∈ N0, sledi:

1. ako je p = 6k + 1 za neko k ∈ N, tada je α2p + αp + 1 = α12k+2 + α6k+1 + 1 = α2 + α + 1 = 0,
tj. (α + 1)p − αp − 1 = 0;

2. ako je p = 6k +5 za neko k ∈ N0, tada je α2p +αp +1 = α12k+10 +α6k+5 +1 = α+α2 +1 = 0,
tj. (α + 1)p − αp − 1 = 0.

Kako je �x · �y = |�x| · |�y| · cos �(�x, �y) (specijalno, �x · �x = |�x|2 i �x · �y = �y · �x), i kako je, po uslovima2.
zadatka, |�a| =

∣∣�b∣∣ = |�c| = 1, odnosno kako je ugao izme�u bilo koja dva razliqita vektora iz

ovog skupa
π

3
, sledi

∣∣�a +�b + �c
∣∣2 =

(
�a +�b + �c

)2

= |�a|2 + |�b|2 + |�c|2 + 2 · |�a| · |�b| · cos �(�a,�b)

+ 2 · |�b| · |�c| · cos �(�b,�c) + 2 · |�c| · |�a| · cos �(�c,�a)

= 3 + 2 ·
(
cos �(�a,�b) + cos �(�b,�c) + cos �(�c,�a)

)
= 6.

Dakle,
∣∣�a +�b + �c

∣∣ =
√

6.

Ako se i kuglice i kutije razlikuju, svaka kuglica se, nezavisno od ostalih, mo�e raspo-3.
rediti u proizvoǉnu od 7 kutija, pa je odgovor na pitaǌe dela (a) 74 = 2401.
Ako se ne razlikuju ni kutije ni kuglice, tra�eni broj je jednak broju neure�enih razbi-
jaǌa broja 4 na 7 delova (tj. broj rexeǌa jednaqine x1 + x2 + . . . + x7 = 4 pri uslovima
x1 � x2 � . . . � x7 � 0). Za ove brojeve se ova razbijaǌa lako mogu ispisati (u pitaǌu su
,,mali“ brojevi):

7 = 4 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 3 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 2 + 2 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0
= 2 + 1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 = 1 + 1 + 1 + 1 + 0 + 0 + 0,

tj. odgovor da pitaǌe dela (b) je 5 (Tangenta 48, str. 14, Nagradni zadaci, M626(a)(g),
rexeǌe u Tangenti 49, str. 16).

Videti rexeǌe prvog zadatka za qetvrti razred A kategorije.4.

Videti rexeǌe drugog zadatka za qetvrti razred A kategorije.5.
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