PEIIEIHA 3AIJATAKA OKPYRHOI' TAKMUWYEILEIHLA N3
MATEMATHWRE YYEHVUKA CPEIILNX IIIKOJIA, 20.02.2010.

Ilpeu pa3pen, A rareropuja

Kaxko je 3zyz > 0, cnemu x > y, 2, omakdie je 4z > 2(y+2z) = 2%, 1j. x < 4. U3 22 =2(y+2) caemn
2 | z, ma mopa 6utu x = 2. Tana mopa 6utu y = z = 1, a 0Ba TPOjKa U 3aT0BOHABA CUCTEM U3
3amaTka U OpuTtoM je x +y+ z =4.

Axo je tBpbheme 3amarka Ttauno, 3a n = 11 ciaemu ma mocroju npupomaH 6poj x uuju je 30up
mudapa (s(x)) jemnak 11, koju je mesmus ca 11 u koju npu nememy ca 100 maje ocrararx 11. Hera
cy n(z) u p(x) 36upoBu nupapa Ha HEHAPDHUM, OAHOCHO HAPHUM MO3UIUjaMa IEKAILHOT 3aIuca
6poja z, pemom. Kaxko je z memus ca 11 saxn 11 | n(x) —p(z), a raro je 11 = s(z) = n(x) + p(x),
caemm na je jenau n(z) u p(x) jennar 0, a apyru 11. Oso mmje moryhe, jep je 2 = 11 (mod 100)
(tj. n(x),p(x) > 1).

Iakne, 3a n = 11 He moCcTOju T ca 3aXTEeBAHMM OCOOMHAaMa, Ia TBpheme u3 3amaTKa HUje TAYHO.

Heka je O uenrap kpyskuune k. Kako je <BNA = <BMA = 90° (yrao HaJ OIPEYHUKOM), CJIE€AU
IMAN = <CAN = 90° — «<BCA, na je <MON =2 -<MAN = 180° — 2 - <BC'A (uenTpannu u
nepudepujcku yrao). Kako cy PM u PN rtanrenre Ha k, cnemu <PMO = <ONP = 90°, yeTBO-
poyrao NPMO je rerusasn, na je <NPM = 180° — (180° —2- <BCA) = 2-<«BCA. Kpyxuuna ca
uenTpoMm y P u nonynpeunuka PN canpsku M (je1HAKOCT TAHMEHTHUX LYHKHU), & IO IPETXOILHOM
u C (uenrpaunu u nepudepujcku yrao). Kako je u PC = MN, cnemu PM = MN = NP, 1j.
APMN je jemnakocrpannuan. lakmae, <BCA =<NCM = % -<NPM = 30° (Taureura 57, cTp.
15, Harpanau 3amamu, M821).

OK101A3 OK101A4

Hexka je x = OX sax € {a,b,c,h,t,d,p,q,r,u} (Tj. MATMM JATUHUYIHAM CJIOBOM j€ O3HAUEH BEKTOD
KOJU CTlaja MEeHTap OMUCAHE KPY/KHUIE U TAYKY O3HAYEHY MCTUM BEJVUKUM JATUHUYHUM CIOBOM ).
Tana je t = % ,h=a+ b+ c (ocobune Teskumra u oproueHrpa), d = “T'H’ (cpemumre nysxu),
p=—2tte g = —(a+b+c) (mo cumerpujm), r = & - (a+b+q) =2 - (a+b—a—-b—c) = —%
(teskumre AABQ).

Hexka je V reskumre ADPT. Tana je v = oV = % (d+p+t)= % . (QTH’ — % + %b*") = “T'H’.
Kako je v = % , ciemu O—V — D; kaxro je 2(v—r) = 2- (“T'H’ + %) = % =t—r, cnemu R—V —T;
nakiae, V npunana npasama OD u RT, na je U=V (u3 BC # CA canenu OD # RT).

Lpyzo pewewe. Ha ocuoBy ocobuna Ojnepose npase je % =2, na je % = 2; KaKo je u % =2

(TeskumTe menum TeRUMHY Ky y omHocy 2 : 1), ciemm PR || OD u OD = g - PR. Kaxro je O
cpemnumre TP, OD je cpemma nunuja APRT, na je OU = % -PR = % -0OD, Tj. % = 2. Cnemn
na je U rasxumre ADPT.

Axo ce mBa cycemHa MecTa Ha KOjUMa Iap CeAu mocMaTpa Kao OJIOK, Kala Ceé CBU CMECTE y PEeLy

he Outu 6 GiokoBa M 8 Mpa3HUX MeCTa.

BraorkoBu m mpasma mecta MOry ce y pen mopebaru Ha (164) HAUMHA; [IapOBU C€ NPUAPYKY]Y

GiokoBMMa Ha 6! HAUMHA; CBAKM Map MOKe cecTU y u3abpaHu OJIOK Ha ABa HaumHa (mTo naje 2°
moryhnocTn).

Ilakne, ykynan Opoj pacmopena je (164) -6!- 26,



Ilpeu paspen, b kareropuja
1. Kako je |a|=a3a a>0wu|a| = —a3aa<0, cneqm:

1° Arko je x < —1, jenmaumna mocraje —(2z + 1) — (z — 1) = 2 — z, onaxie je x = —1 (wmro je
Mame O f%)

2° Axo je —1 < z < 1, jemmauuna mocraje (2z + 1) — (z — 1) = 2 — 2, onaxriue je x = 0 (mro
OpUIANa CKYILY [f% , 1))

3° Ako je x > 1, jemmaumnma mocraje (22 + 1) + (z — 1) = 2 — 2, onakne je v = . Mebyrum,

2
KaKO % ¢ [1,00), OBO HUje pereme.

Iakne, pememe je © € {—1,0}, Tj. jennauuna uma nsa pemema (Taunrenra 56, crp. 25, [lucmenn
3amany, 3anaTak 8).

2. Kako je <DEC = <EBC = <ABC (rerusHu

U TAHMEHTHU yrao) u kako je <AFEC = 180° —
<CEB = 90° (yrao Ham OPEYHUKOM), CJI€AN
<AED = 90° — «<DEC = 90° — <ABC =
<CAB = <DAFE, tj. ADAFE je jemHakorpaku
(Taurenra 58, crp. 31, ucmenu 3anamu, 3a-
maTtak b).

OK101B2

3. Kaxro je 112 = 121 = 21 (mod 100), 11* = 212 = 441 = 41 (mod 100), 118 = 412 = 1681 = 81
(mod 100), 11'° = 112-11%8 = 21-81 = 1701 = 1 (mod 100), cmemu 201127 = 112°° = 1 (mod 100),
ma je mudpa meceruna 6poja 20112010 jemmaxa 0.

4. Kaxko nocroju mocera uszmebhy Ame u Bebe, jenna on mux ase je Ilamy mocerusaa yjyTpo, a OApyra
yBeue. Kako Ama muje mocermisa lany u npe Becue u npe 'one, caemu na je Anunaa mocera
ouma yBeue. [lakae, bebuna mocera je 6umna yjyrpo, ma cy Becua u ['oma Jlany moceTusne HakOH
we. [Tomrro Becna uuje nmoceruna Hany usmeby Bebe u one, caenu na je [Nomuua nocera Guia
yjyTpo, a Bebuna yseue.

ITakne, penocaen nocera je beba—IT'ona—Ana—Becna.

5. Bumneru pememe nmpBor 3amaTka 3a IpBu paspen A kareropuje.
Ilpyru pa3pern, A kareropuja

1. Hera je AB = a (crpanuna neroyrna ABCDE), a A1 By = x (crpanuna neroyraa Ay B1C1D1Ey).

3-180°
5 = 108°. Cnemu <FAB = 108°, a xako

YHyTpammyu yrao TPaBUIHOT METOYTIIa je

je AFEAB jemmakokpaku, ciaemu <ABE;
< EA = BCS1080 = 360, Comuno, AEAE,
je jemmarokpaku, ma ciuemu <FAF; = 36°,
omHOCHO (cmosHU yrao y Tpoyriay) <BEjA =
<F1EA+ <FAFE, = 72°. Karo je u AAA1E;
jemmakokpaku, ciaemu ANABFE; ~ FE{AA; n
AB = BE1 = BA1 + A1E1 = AA1 + A1E1 =

AFE,+ A E,. V3 ciuyHOCTH Clequ 1’4451 = 1’441%1.
Haxne, AE; = a —z, %= = %, onakzue je
(8)°-3-2+1=0,1j. (jepje & > 1) 2 = 3£/5. OK102A1

Kako ce moBpmune ciuyHux Gurypa ogHoce Kao KBaIpaTW OArOBapajyhnx JuHeapHUX ejeMe-

P(ABCDE) <3+2\/3)2 _ T35 (

HaTa, Clenu =
P

(A1 B1C1D1Ey)
M781).

Tanrenra 55, crp. 28, Harpanuu 3amamny,



Urpauu A u B cy omurpasu k4§ napruja, rae je d = 0 ako cy A u B ogurpasau naprujy, a § = 1

(n—2)(n—3) : i (n=2)(n—3) _
ako nucy. Ilpeocramu urpaum cy omurpanu ——5—— mapruja, na je —5—— +k + 0 = 55,
omHOCHO N — Hhn 4+ 2k +26 = 104. Kaxo je k> 1u § > 0, crequ n? — 5n + 2k + 26 > n? — 5n + 2,
OJakKie je n? —5n < 102, a karo jen € N, ciiemu n < 12. Kako je k <n—3u § < 1, caeau
n? —5n+2k+26 < n? —b5n+2n—6+2, onaxie je 108 < n? —3n, a Kaxo je n € N, cremu n > 12.
IIpuTom, ako je k < n —3 mwmu 6 < 1, y mocienmoj HejemHakocTu ce mobuja 108 < n? — 3n, Tj.
n > 12, ma y 0BOj CUTyanuju HeMa pellema.

Harne, n =12, k=n—-3=10u d =1, tj. A u B Hucy urpanau Mebyco6H0.

Hera je TP =a, TN =b. Kako je TN cumerpana <PTM, ciaenu M = NP =2, 1j. TM = 2a.
Kako je TP cumerpana <QT'N, cnemu 7 E = PQ =3, 1j. TQ = 3b.

IIpumenom kocunycue teopeme Ha ATMN,

ATNP, ATPQ cnemn , I .
a
40> + bV* — 4dabcosa = 16, 9
a®> + b — 2abcosa = 4, M 4 N2P 6 Q
a®> + 9»® — 6abcosa = 36.
Pemasamem oBor cucrema (CUCTEM JTMHEAPHUX OK102A 3
jemmaumua 1o a?,b?, abcosa) mobuja ce
a? = 30 p2 = 32 gbcosa = 2, omaxme (a,b > 0) crem a = 22 h = &y cosa = 24
) 5 5 ) N V5 5(lb
24 1 . o
W = ﬁ , T). @ = 45°.

3a cBaka qBa pasanuuTa Heaa 6poja a u b u p € Z[z] Baxku a — b | p(a) — p(b). Aro je n caoxen
Opoj KOju 3aM0BOJLABA YCJIOBE 3a0aTKa, HEKa je d meros mesumial TakaB ma je 1 < d < n; cuemum

n—d|p(n)—p(d) =1-7%, omrocuo L—% = —é € Z. Kaxko je d > 1, ciemu |——‘ <1, ma je —l ¢ 7.
Axo je n mpoct 6poj, momuaoMm p(z) = —x + n + 1 € Z[z] 3amosomasa p(l) = n u p(n) = 1, Tj.

npoctu 6pojeBn Cy pemema 3amartka. Kako je To u n = 1 (Mmoke ce y3zeru p(x) = 1), cremn na
Cy IpUPOIOHU OpPOjeBU KOjU 3aM0BOJLABA]Y HaBeAEHE yCJIOoBe 1 W CBU MpOCTU OpPOjeBU.

Axo je a2 +b% =1, cienn

a4+ bt = (a® +0?)?% - 2% = 1 — 2021,
a® 4+ = (a® +0?)° —3a*h?*(a® +b%) =1 — 3a*h?, ma je
at+b* -1  —24%° 2
a®+b6 -1  —3a22 3’
f4t -1
Axo je @t , cienu

aS+6—1 3

0 = 3(a*+b*) —2(a®+0° -1

= 3(a® 4+ b*)? - 6a%* — 2(a® + V%)% + 6a%b*(a® + %) — 1

= 2(a* +bvH)2(1 —a® = b*) + (a® + V*)* — 1 — 6a*b*(1 — a® — b?)

= (1-a* =% (2(a®* +b%)?—1—a® - b* — 6a’b?),
ma je moBosbHO mokazatu ma je S =2(a?+b%)? —1—a? —b? —6a?b? #03a a> +b> =t #1. Tana
je S =2t2—t—1-6a%b? = (t —1)(2t +1) — 6a%b%. Aro jet <1, cremu S < 0. Axo je t > 1, Tama
jead’®>t—1ed(t-d®)>t—1e0<d’t—t+1—a*=(1-a®)(~t+1+a?) =(1-a*)(1-b?),
mro je Tauwo (a,b € (0,1), ma je 1 —a? 1 —b% > 0). 360r a,b € (0,1) jeut=a?+1b*> <2, na
Basku S = (t —1)(2t+ 1) — 6a?b* < (t —1)(2t+1) —6(t — 1) = (t — 1)(2t — 5) < 0.

Ilpyru paspen, B kareropuja

Kako je M cpemumre BC, cnemu =+ = 2. Kako je P cpemumre AS u AS = SB, caenu B—S =2.



Baxu n <BCM = 90° = <BSP (mmjaronaie
KBaJpaTa Ce CeKy MOX IpPaBUM yIJOM), Ta je
ABCM ~ ABSP. Coeunjamuo, <PBS =
<M BC (Tamreura 52, crp. 47, Iucmenn
3amany, 3a0aTaK b).

OK102B1

Axojet =22 +x+1 = (:ch %)2 + % > 0, jemnauumna je meduHmMcana 3a cBako £ € R m oBom
cmenoM mocraje i =2 —t. 3at > 2 oHA HeMa pemema (cTpaHe Cy pa3IMYUTUX 3HAKA), a 32
t <2 je exuBasnentHa cat = (2—t)2 =4 -4t +4 < 0=1t>-5t+4=(t—1)(t —4). 360r t <2
ciemu 2>+ +1=t=1&22+2=0% 2 € {-1,0} (Tanrenta 55, ctp. 44, [lucmenu 3amnamm,

3amaTak 2).

U3 yenosa 3amatka je (x+y+1)2 = (22 +9y?) + 1+ 2@ +ay+y) =11+6vV2=(3+2)%

1° Akoje x+y+1=-3—vV2, 1j. s+y=—4—V2umay=2+3V2—(—4—V2)=6+4V2, zy
cy KOperu KBaapaThe jemnaumne t2+ (4++/2)t+ (6 +4y/2) = 0. MebyTum, muckpuMusanTa
oBe jemmaunue je (4++1/2)2—4-(64+4v2) = —6—8y/2 < 0, na OHa HeMa, PEATHMX PEIICHA.

2° Akoje x4+ y+1=3+vV2, 1. c+y=2+V2uay=2+3V2-(24+V2)=2V2, zmycy
KOpeHu KBagpaTHe jemaaumbe t2 — (24 v/ 2)t +2v/2 =0 (1j. 2 u V2).
Haxne, pememe je (z,y) € {(2,V2),(V2,2)}.

Urpaun A u B cy omurpasau 10 maprtuja ako cy urpanu mehycobuo, omnocuo 11 maprtuja ako

(n—2)(n—3)
2

HuCcy urpaiu MelhycoOHO, a mpeocTasu Urpadm Cy OIUTDAJIA mapTuja.

1° Ako A m B Hucy omurpaJu mapTujy, cjIemn ("_2)2& +11 = 55, 1j. n? —5n—82 = 0.
MebyTuMm, oBa jemnauuwHa HEMa METOOPOJHUX PEIIeHA.

2° Ako cy A u B omurpanu nmapTtujy, cienu %2(”73) +10=55,Tj. n2—5n—-84=0<nc
{=7,12}, omrocuo n =12 (jep je n € N).

Harse, Ha TypHUDPY je yduecTBOBaso 12 urpaua, a A u B cy urpaau mebycoGuo.
Heka je k 6poj Ilepunume xyhe.

1° Ako 3 | k, ma ocuoBy npse u3jase je 50 < k < 59, 1j. mopa ouru k € {51,54,57}. Kako
HUjenaH ox Tux OpojeBa Huje memuB ca 4, HA OoCHOBY apyre m3jase je 60 < k < 69. Karo
He Moske Outu kK < 59 u k > 60, cienu ma je oBa curyanuja Hemoryha.

2° Axo 31k, rama 61k, na, na ocuoBy tpehe usjase, ciemu 70 < k < 79. Takobe 4 | k, unaue
6u, no apyroj musjasu, ciaenuio 60 < k < 69, 1j. k<69 u k > 70, mro je memoryhe.

Hakne, 70 < k<79, 3tk, 4| k. Jennau 6poj Koju 3am10BOmABA IPETXOAHE OCOOUHE je 76
(mameby 70 u 79 mocroje mBa Gpoja memusa ca 4 — to cy 72 u 76, anu je 72 memus ca 3).

Haxkne, 6poj Ilepurnune xkyhe je 76.

Tpehu pa3pen, A kareropuja

n—3
Heka je m = Z(kz -k!). Tana je
k=1
n—3 n—3 n—3
Sk-E) =Y ((k+1-1)-E)=> ((k+ 1! —k)=(n-2)! -1
k=1 k=1 k=1

Axo je n cnoxen 6poj, momro 3a n > 4 Baxku 5 < n—2, nocroju d > 1 Tako na d|nud<n—2,

na d | (n—2)! ud{m, onnocro n { m. Ako je n mpoct 6poj, Ha OocHOBY BuicoHOBe Teopeme



n|n—1)+1=m-1)m+mn, tj. n| (n—1)m. Karo je (n,n—1) =1, onasne u n | m (Taurenra
56, ctp. 8, Harpanuu 3amanm, M792).

Kaxo je z; (3ai € {1,2,...,2010}) myna momroma 2910 +20x+2, cnemm 2219 = —20x; —2, omaxme
2010
je 22911 = —202? — 2z,. Ha ocmoBy Bumerosux ¢opmyna caemm E z; =0m g ziz; =0,
i=1 1<i<j<2010
mna je
2010 2010 2010 2010

Z I?Oll _ Z (_20$12 — 2x1) =—-20- Z I,L2 -2 Z Ty
i=1 = .

i=1

2010 2 2010
= —20- (Zx) 2 Y mm | -2 ) m
=1 =1

1<i<5<2010
= -20-(0*-2-0)—-2-0=0.

Ako je n = 3, Bawku 21 + 20 = —z3, omakie je |z3|2 = |21 + 22|2 = |21]? + |22]? + 2122 + Z122, T
217 + 7122 = —|z12. Cuemn |21 — 22° = |21|* + |22]? — (2172 4+ Z122) = |21]? + |22* + [21]? = 3 [21]2.
Amasnorso je |22 — 23| = 3 - |21)? = |23 — 21|%, omakye je |21 — 22| = |22 — 23] = |23 — 21|, Tj. Taure
ompebene 6pojeBuMa 21,29 U 23 YMHE je THAKOCTPAHUYAH TPOYTao.

Axo je n > 3 mapau 6poj, n = 2k, k > 2, Hera cy 21, 22, . . . , 2k pa3auunTu 6pojeBu Momyia 1, HeKa
npunaznajy yuyrpamsoctu npsor ksaapanTta (Rez;,Imz; > 0 3a i € {1,2,...,k}; TakaB u3zbop
MOCTOJM) W HEKA je zp4i = —2; 3821 € {1,2,...,k}. Bamu |z1]| = |22| = ... = |z2k| m 21422+, . 420 =
0. Yroauko je 2k-toyrao onpeben oBuM TaukaMa IPABUIAH, OH C€ POTAIMjaMa OKO CBOT IIEHTPA
(0) 3ai- % (3ai€{l,2,...,2k}) couka y cebe, ma MOMTO MMa TAYKy y YHYTPANIHOCTH TPBOT

KBAApaHTa, MOPA je UMaT/ U Yy YHYTPAIIlkbOCTU CBAKOr KBaapaHTa (jep je k > 2, ma je % omTap

yrao). Mebyrtum, o kocTpyKuuju OH HeMa Tadyaka y yHYTPAIIHOCTU APYTOT KBAADAHTA, I1a He
MOKe OUTU MPABUIIAH.

Axo je n > 3 memapan 6poj, n = 2k+3,k > 1, Heka cy 29,23, ..., Zk+1 PA3ANUIUTU OPOjEBU MOAYIA
1, mera npunanajy yayTrpammoctu npsor ksaapanta (Rez;,Imz, > 03a ¢ € {2,3,...,k+1}) u
HeKa je % > Rezo > Rezs > ... > Rezp41 (rakaB us3bop mocroju). Heka je zpiop; = —2; 3a
1€{2,3,...,k+1} nueka je 21 = —1, 240 = %Jrz\@, Zkt3 = %,Zé Baxu |21 = |2z2| = ... =
|zok+3] M 21+ 22+ ...+ 22k13 = 21 + 242 + 2k+3 = 0 1 0BO je CKym pa3nuunTux tadaka (Zpis je y
YHYTPAMBOCTA YeTBPTOT KPAAPAHTA, a Zk+3 & {22,23,...,2k+1}, jeD je Rezpia = %) YEoIuKO
je (2k + 3)-yrao onpeben oBuMm Taukama mpasuiaH, OH ce poranmjaMa oko csor nentpa (0) 3a

i- 2213 (a1 € {1,2,...,2k + 2}) cnura y cebe, ma mOMTO UMa TAYKY y YHYTPAIIHBOCTU NPBOT
KBaApaHTa, MOPA je UMATU U y YHYTPAIIKOCTU CBakor kBaapanta (jep je k > 1, ma je 2,313
omrap yrao). MebyruMm, 10 KOCTPYKIMjU OH HEMa Tavyaka y YHYTPAIIBOCTU APYTOT KBAAPAHTA,

ma He MOsKe OUTU MpaBUIAH.

Ilakne, TBpbheme je Tauno 3a n = 3, uHaYe HUje.

Heka je b(n) (3a n € N) 6poj noackynosa ckyna {1,2,...,n} KOju He canp:ke TPU Yy3ACTOMHA
npupoaua 6poja. Heka je n >4, P moackyn ckyna {1,2,...,n} KOju He CAAP!KUA TPU y3ACTOMHA
npupoasaa 6poja u m = max {{1,2,...,n}\ P} (3a n > 4 nperxomau MakcuMyM je DoOpo nedu-
mucan). Mopa 6utu m € {n —2,n — 1,n} (umave n—2,n—1,n € P).

1° Axko je m =n, P je nomckyn ckyna {1,2,...,n—1} Koju He caap3u TpU y3aCTONHA IPUPOTHA
6poja. Mebytum m cBakm Takas monckyn ckyma {1,2,...,n — 1} jemnosmauno ozmpebyje
noackyn ckyna {1,2,...,n} KOju He cagp:Ku TPU y3aCTONHA HPUPOLHA Opoja U 3a Kora je
m = n (3anpaso, uctu taj nonckyu). akime, 6poj oBakBux ckymnosa je b(n — 1).

2° Axo je m=n—1, P canpsxu n, a P\ {n} je moackyn ckyna {1,2,...,n— 2} roju me caup:xu
Tpu y3acTonHa npupoaHa 6poja. MebyTum n cBaku takas noackyn ckyma {1,2,...,n—2} je-
mHo3HAUHO onpebyje moxckyn ckyma {1,2,...,n} Koju He canp:EN TPU Y3ACTONHA IPUPOTHA
6poja u 3a rora je m =n — 1 (uctm Taj mMOACKYN KoMe ce moma erxeMent n). Ilakiue, 6poj
OBaKBUX CKymoBa je b(n — 2).

3° Ako jem=n—2, P cagpsrun—1un, a P\ {n—1,n} je nonckyn ckyna {1,2,...,n— 3}
KOjU He camp:Ky TPU y3aCTOIHA NpupomHa Opoja. MebhyTum u cBaky TakaB MOICKYI CKyIIa



{1,2,...,n — 3} jemmosmauno oapebyje momckyn ckyna {1,2,...,n} koju HE campku TPU
y3aCTOmHa IpupoaHa Opoja u 3a kKora je m = n — 2 (MCTU Taj MOACKYI KOME Ce IOmajy
esemenTy 1 — 1 u n). Iakie, 6poj oBakBux ckymnosa je b(n — 3).

Haxkae, b(n) = b(n — 1) + b(n — 2) + b(n — 3) 3a cearo n > 4. Kako je b(1) = 2,b(2) = 4,b(3) =T,
Y3aCTONMHOM IpUMeHOM (opmyite ce nobuja b(10) = 504.

Heka cy rauke A’, B', C', D' u E’ pacnopebene kao Ha ciaunu (pememe je aHAJOTHO U Y APYTUM
curyanujama). Kako je wersopoyrao BPsC’'C reruBan, caenu <P P3sC’' = <BP;C' = <P,CC' =
<PyDC’" = 180° — «C'DPy, na cy tauke P, P3, C' u D Ha ucrtom kpyry. 360T cUMeTpUje TOM
kpyry npunana u E'. Kopucrehu tetusnoct uersopoyraa AA’'B’'B u kKako Cy yTJIOBA HaJ UCTOM
TTUBOM jeITHAKU, CJIeIn

<A'B'C’ = <A'B'B+<BB'C' = <A’ AP, + <BP;C’
AE' P +<PPsC' =P E'C' —<A'E'C' + <P, P:C.
Kako je uwerBopoyrao Py P3;C’'E’ terusan, Baszku <P E'C’' + <P P3C’' = 180°, na je <A'B'C’ =

180° — < A’E'C’, omnocuo tauke A', B', ! u E’' npunanajy nctom Kpyry, a 360r CUMETpUjeé TOM
kpyry npunazga u D’.

Hanomerna. OBo tBpheme je moznaTo u kao MuresnoBa meHTarpamM TeopeMa.

OK103A5

Tpehu paspen, b kareropuja

BacBe Tu ¥ je TXT =0T XY =—yXT,Majeun TX Y+ T XY+YXT =10 X7Y.
Cuemn

(F+@)x(@+0) = TxT+Txb+aTxD,

(6’+?> (?+?> = XD+ ATXCHD X,

(7+?> (?Jr?) = IxCHOXT+CXT,

omakie ce cabupameMm nobuja tBpbheme 3amartra (Tamremra 54, ctp. 45, Ilucmenu 3anamm,
3a1aTaK 3).

IIpecer kyme 1 paBHEU KOja CaIp:KU OCY KyIe WM MPEYHUK OCHOBE KyIIe je jemMHAKOKPAaKU TPOyrao
ocHoBurle 2r, BucuHe H, Kpaka $ u mosymnpedvHuKa ynucaHe Kpysxkauine p. 3 ¢opmymna 3a mo-
BPIIMHY TOT TPOYTJIa CJeIn 27'2'H = p(2r + 2s).

Cremu r(H — p) = ps, a kako je s2 = r>+ H?, nobuja ce r*(H —p)? = p?>(H?+1%) = p’H? + p*r? &
1 H?-2H 12
r2 (H2 - 2Hp) =H?p? & 5= WQP = F - p_H (Tamrenra 56, crp. 34, Mucmenu 3ananmy,

3amaTak 1).



T

OK10352

cosT 9 sin x

3a xz,y € (0,%) je siny,cosy # 0, ma je cuUCTeM EKBUBAJIEHTAH Ca -
cosy siny

2sin?y. CabupameM OBe IBe jegHaumHe no6uja ce Sslinn(;ic—gsy; =2, 1j. sin(z +y) = sin2y &
2sin%cos%3y =0. Us0<2,y< ¥ cremn —§ <5 < 7, ma ako je sin “5¥ = 0 crenu = = y;
MebhyTuM, Tama m3 MOTA3HUX jeqHAUWHA CIEnu Sinr = 2sin’z < sinz = % S x =7 (jep je
sinz > 0); rama jey =5 . U3 0 < z,y < § cremu 0 < %71 < T, ma aKo je cos# =0 caemmn
x+ 3y = 7; mehyruMm, Tana us nonasnux jenHauuna ciaenu sin3y = sin(w — 3y) = sinx = 2sin’y &
3siny — 4sin®y = 2sin®y < siny = 2sin’y < siny = % <y =7 (jep je siny > 0); Tana je

=T
r=7z.

. . .
IIpoBepom, £ =y = — je pememe, Ia je OBO jeAUMHO PeEIIehe CUCTEMA M3 33 0aTKA.

4

Buneru pememe rpeher 3anartka 3a apyru paspen A kareropuje.

Bunmeru pememe meror 3amatka 3a apyru paspen b rareropuje.
YerBpTH paspen, A kareropuja

Buneru pememe npsor 3anatka 3a tpehu paspen A kareropuje.

746+t
B+
= —% < —=1). Crnemn f(b) = max{|g(—1),9(1)|} =

3 3 3 3 3
21> 2 : _2) =2 ; 2
max{|b|, 'b+ 2'} > Kaxo je f( 4) 1 cuenn gnelﬂrgf(b) 1

2
Heka je sinz =t u g(t) = t+3—+t+b. g je mudpepenunjabunna na (0,1) u Basku g’ (t)

na je g pacryha ma [—1,1] (M < =643

ai-...-Qm

by-...-b,
OpUMEHOM OBUX omepanuja mMoryhe moburu camo mapose (C,D) 3a koje je J(C,D) = J(A, B).
Ca mpyre crpane, ako cy C = (¢1,...,¢m) u D = (dy,...,d,) Taksu ma je J(C,D) = J(A, B),

Heka je J(A,B) = [Mpumenom omepamuja 1°,2° 3° Bpennoct J ce HE Mema, Tj.

Y3aCTOIHOM IPUMEHOM omnepanuje 3° Ha ¢1,d; U 2 = Z_j- (3a cBako j € {1,...,n}, penom), a HAKOH
TOra y3aCTONHOM IPUMEHOM omepamuje 1° Ha ¢1,¢; U 2z = Z—j (3a cBako j € {2,...,n}, pemom) ce
monasu 1o C' = (d},...,c,) u D' = (d},...,d,) rakBux na Baxu ¢, =a; 3a j € {2,....,n} ud, =
3a j €{1,...,n}; mehyrum, 360r J(C',D’) = J(C, D) = J(A, B) mopa butu u ¢; = a;.

Ilaxne, on (A, B) ce mose moburu (A, B) ako u caMo ako je (;;11.”7'.? eR.

Oyurmmje f(r) =2®> +kr+k—1 (3a k€ {2,3,...,n}), f(x) =222 +42+2u f(z) =2> + 42 +4

3a/10BOJbABA]Y YCIOBE 3anaTka, ma je p(n) = n+ 1> n.

p(4) =5 <42, p(5) =6 < 52, p(6) = 10 < 62, ma 3a n € {4,5,6} Bawu u Apyra HejemHAKOCT. AKO

f(z) = a(z+x1)(z + x2) uma Tpaskena cBojcTBa, Opojesu a, a(xy +x2) n axixe cy u3 {1,2,...,n},
n

na je xo < P oJakKJe je
1

< — = —N Z=n(1+2+...+=
P Y > == ) =) ”< to ot )
zr1=1a=1 x1=1 a=1



. . 1 1 )
IHakme, moBosmHO je mokasaTu ma je 1+ 5 +...+—<+/n3an>T7; tokaz UHAYKIUjOM; 3a N =7
n

11y 1 1 1 9 3 9 3
Je§ (+ +3+6)+4+5+7 t o5t 2% 55+ 5g = 26 < V7. Hera je

1 1 1
TBp}jeH,e TaYHO 3a Nn; Baxku 1+ — 5 +...+—4+—— < +vn+——, na je 1OBOJBHO NOKA3ATU 1A je
n

n+1 n+1’

1 1
+— n+l & —<Vn+l-yn=—=——7
v n+1 n+1 v vn+l4+yn

1 1
<
n+1l " 2yn+1

Buneru pememe meror 3amartka 3a Tpehu paspen A kareropuje.

S2<vVn+lesn>b.

UYerBpTHu pa3pen, b kareropuja

Hexa je x mpBu, a y apyru 6poj. Tana je z+vy = ¢ u Tpeba onpeautu HajBehy BpeanocT u3pa3sa
23y? npu ycnosy x,y > 0, +y = ¢, ogHOocHO Tpeba ompemuTu HajBehy BpemHOCT GYHEIM]jE
flx) = 23(c —2)?, 2 € (0,¢). f je madepermujabunna dynrmaja. Kako je f'(x) = 3x2(c — x)% +
2% 2(c—2) - (1) = 2%(c — 2)(3c — 5z), caemu ma je f'(z) > 03a z € (0,2-¢) u f'(z) <0 3a

3 3%.22 5
5 55 €

T € ( -c, c) Ia ce MaKCUMyM OBe (yHKIUje NOCTIKE 3a T = £ - ¢ U u3Hocu f (% . c) =

(Tamrenra 58, crp. 28, [lucmenu 3amanu, 3anarar 3).

Bunpern pememe apyror 3amatka 3a tpehu paspen b kareropuje.

Heka je o = arctg \/% , 3 = arcsin 4/ % . Kaxo je \/% Y. % >0, o u B cy omTpU yriOBU U Ba:KU

tga = 3—\1/,_3,51116: 1/ 2%. Cremu cos 3 =+/1—sin’ 3 =,/ g—g = \/% (B je omrap yrao), omakie

je tg g = snb — @, Ia BasKU

cosf3
1 V3
te(a+ ) = tgat+tgl  3mTs 1 g7
1—t t _ 1 V3 e
ga-tgh 1 s % V'3

Kako je a+f € (0,7), ciem a+ 3 = & (jemuun yrao us (0,7) 4uju je TaHreHC jeaHAK % je &),

HajeaL_‘_B:6€N.

(a) Hera rommnercroM Gpojy z omrosapa rtauka T, (3a z € {a,b, 21, 22,21 + 22,0}). Ba a,b e C
nszpa3 |a — b| jennax je myskmmm nysxu T,Tp, ma u3 |[(z1 + 22) — 0| = |21 + 22| = |21 — 22| cuenm
Ty 420T0| = T2 15, |. Harne, uerBopoyrao ToTy, Ty 42,15, j€ napasesorpaM KOMe Cy IUjaroHae
jeoHaKUX IysKUHA, ONHOCHO IpaBOyraoHuk, na je AT, TyT,, npaBoyrin.

(6) Ako je 21 = 1,20 = 1 +4, Tanma je AT, ToTs, npasoyrmu (<ToTs, Tz, = 90°) u |21 + 22| = V5 #

1= |21 — 22|, Tj. He MOpa Butu |21 + 22| = |21 — 22|
Lpyeo pewewe. (mena (a)) Kako je |z j:22|2 |21|2 + |22]? £ (2122 + Z122), U3 |21 + 22| = |21 — 22]
u 2129 # 0 cuenu z1Z3 = —Z120 & £ 5 = —(z—;), Tj. 6pOJ Je YUCTO MMATMHAPAH, IITO 3HAYMU Oa

BEKTOPM KOjU OArOBapajy OpojeBuMa 2] U 2o 3aKjamajy npaB yrao.

Ha ocuoBy Tabnure ciaenu na CBaku CTYIEHT nMa 6ap jemaH 3ajeHUYKA OAroBop | —L ca HekuMm
opyruM crynearoM. CTora ako HEKU CTYIEHT UMa CBUX D TAYHUX OATOBOPA, OHAA CBAKU CTYIEHT
uMa 6ap 1 Tavan omrosop. Kako cTymeHTH mMajy pa3auduT OpOj TAYHUX OACOBOPA, CIEIUA Ia
je yrymau 6poj rtaunux oarosopa 5 +4+ 3+ 2+ 1 = 15. V3 rabaune cienu na je MakCUMaJIaH
6poj Taurux omrosopa 2+ 2+ 4+ 4+ 3 = 15 (wa opso murame ¢ uam b, HA APYTO a uiau b, Ha
tpehie T, ma werspTo T m Ha mero T). 36or T—L nurama ciaequ Ou CBe TauHE OIrOBOPE MMAO
Ana, anu 6u tana Beba u ['ona umanu mo aBa TauHa oarosopa, a Becua u Iloku mo Tpwu, mTO
OIPOTUBPEYN YCJIOBY 3aJAaTKA & CBU CTYAEHTU MMA]jy pas3anduT Opoj TayHmux oxroeopa. lakie,
He MOCTOjU CTYHOEHT KOjU MMa CBE TayHE OArOBODE.

Yxynau 6poj taunux ogrosopa je 4+3+2+ 1+ 0= 10. Yronuko Ou Tauynu oarosopu Ha 3. u 4.
nurame 6mmu L m 1, opga 6u makcumanaaH O6poj Taynmux oxroeopa 6wo 2+2+4+1+4+1+3=9 < 10,



mTo Huje Moryhe. YKoumkO Ou TayHM onroBopu Ha 3. um 4. nutame Omam | m |, oHZA Ou
MUHUMAaJaH 6poj Taynux oarosopa 6mo 1+ 1444442 =12 > 10, mro #uje moryhe.

Hanomewna. Tlom ycmoBuma 3amaTka, MOTyhe je OOpeouTH IITa jé TaYaH OArOBOP HA CBAKO O
IeT IUTAaHka, Tj. y MOTIYHOCTU OAPEIUTH IITa C€ MOTOAUIO. JAWCTA, W3 MPETXOMHOr CIeIu IOa
Aua, Becna u Iona (koju cy Ha Ha 3. u 4. nuTame OATOBOPUIM C& | U | ) HE MOI'Yy OUTHU CTYAEHT
KOjU MMa CBe HeTadyHe OArOBODe, Ia je Taj cryneHT Leba uunu loku.

Ako Beba Hema TayHOr OAroBOPA OHAA Cy TadyHU oAroBopu Ha T—L1 murama: 3. L (jaBma ce 1
nyt), Ha 4. T (jaBma ce 4 myra) u Ha 5. L (jaBma ce 2 myra). Tana Becuna, lona u Ioku nmajy
Oap 2 Tauna omrosopa, ma Ama mma Tavan 1 omroBop u to he Outm 4. T. Kako cy u Anuna
u Bebuna nurama ca BUMIECTPYKUM OATOBOPOM HETAUHAa, CJEAU Oa Cy OATOBOPU Ha NIPBa ABA
murama: 1. ¢ (jaBma ce 1 myt) u 2. ¢ (jaBma ce 1 myr). MebyTum, tana je ykynau 6poj Taunux
omroopa 1+1+14+4+42=29, a me 10, na Beba Huje cTymeHT KOju MMa CBe HETAYHE OATOBODE,
Hero lloxu.

Kako [loku Hema TayHOr OArOBOpa, TaYHM OAroBOpu Ha |—L murtama cy: 3. T (jaBma ce 4
nyra), na 4. L (jaBma ce 1 nmyt) m ma 5. L (jaBma ce 2 myra). Tana Beba, Becua u ['ona umajy
Gap 2 Tauna oaroesopa, na Ama uma tayan 1 ogrosop u 1o 3. T. Kako cy u Anuna u lokujesa
OUTaKma Ca BUNIECTPYKUM OATOBOPOM HETadHA, OArOBODU Ha NIPBa IBa muTama cy: 1. b (jaBma
ce 2 myra) u 2. b (jaBma ce 2 myra) miau ¢ (jaBma ce 1 nyr). Kako je ykymam Gpoj taunux
omroopa 10=2+1+4+4+ 1+ 2, cienu na je Tayan oaroBop 2. c.

Iakmne, Taunu omrosopu cy: 1. b, 2. ¢, 3. T, 4. L u 5. L (oHm cy y Tabauou yOKBUPEHU—Y
[OCJIeH0] KOJIOHU je YKYIaH OpPOj TAYHUX OATOBOPA CBAKOL O CTYIEHATA).

I | II|II | IV | V
Ana ala ||T|| T | T|1
Beca |[o]] o [[T T |3
Becwa | a | b || T T 1] 2
Toma |[b] T 7 [[L]]4
ok | ¢ | a | L | T | T 1|0




