PEIIEILA 3AITATAKA
OIINITNHCKO TAKMMNYEILE I3 MATEMATHURE
28.01.2006.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

Ha kosnuko mauwmua ce 3 Toma MOTY MOCTABUTU HA IMIAXOBCKY TabIy
mumensuja 6 x 2006 Tako ma ce ysajamHO He TyKy (Tj. ABa TOma ce
HE MOT'Y MCTOBpeMeHO Hallu y MCTOj BPCTU WJIM UCTOj KOJIOHU)?

Pewemwe: TIpBu Tom ce Ha TabIy MOKE MOCTABUTU HA OUIIO KOj€ MoJbe,
nakiae Ha 6-2006 saumea. Ciuenehn Ton ce MOke IOCTABUTU HA HEKO
OJ OoJba KOja Ce He HaJla3€ Y UCTO) BPCTU MU KOJOHU Ca TPETXOTHO
Beh mocraBmenuMm tomoMm. [lpyrum peumma “npenpramo’ 3abpa-
BEHY KOJIOHY U BPCTY W IOCTABUMO IPYTW TOI HA HOBOLOOUjeHY
MaxoBCKy Tabuy muMmensuja 5 X 2005, To ce Moke ypaauTu HA 5 -
2005 maumua. CuMyHO, MOCHETHM TOI CE€ MOMKE IIOCTABUTU Ha 4 -
2004 mauwuna. Ilopenmak craB/hama TOMOBa HUje OUTAH, HAKJIE UCTA
no3unuja ce mojasiyje 3! = 6 myra. Konmauan oarosop je

(6-2006 -5 -2005 -4 -2004) : 6 = 20 - 2006 - 2005 - 2004.

Hanomena: Pememe ce Moxke GpopMmynmcary Ha Buile Haumaa. Hop.
Moryhe je mzabpaTu 3 KOJIOHE M HE3ABUCHO 3 BPCTe y KojuMma he
ce TOIMOBU HAJA3UTU, TO CEe MOKE M3BECTU HA (20306) . (g) HAYWHA.
Y m3abpane KOJOHE M BPCTE Ce TOMOBU MOry mocrtaButu Ha 3! = 6

Ha4YlHa WUTO.

Onpemu majsehu 3ajemamuru menmman Gpojesa 22000 — 1y 22004 1,

Pewewe: H3Il s3amanux OpojeBa je m meaumial HUXOBE Pa3JIUKe
22006 _ 92004 — 9200492 _ 1) = 22004 . 3" Tlomro cy 3amatu Gpoje-
BU HemapHu, ocrtaje na ce nposepu aa ju je H3/1 1 unm 3. Jlako ce
nokasyje ma je 22" — 1 yBek gesmus ca 3. 3awmcra, 22" —1 =4" —1
na To ciaemu HUp. u3 upentuteta " —1 = (x —1)(z" 1 +...+x+1).
Tauan onrosop je H3I = 3.

306up 49 nmpupomaux OpojeBa jemnak je 999. Hahwu majsehy moryhy
BPEIHOCT HBUXOBOI HajBeher 3ajeqHnukor meauona. (M388)

Pewewe: Heka je d najpehu 3ajenanuku nenumnan tux 49 npupoaHux
opojeBa. Tana Baku
d|999 =337

1 Kako Mopa outm d < % < 21, cnemu d € {1,3,9}. Bpemuoct 9
ce MOKe IMoCTHhu, HIIp.

9+9 -+ 94567 = 999
48




v tana je NZD(9,9,...,9,567) = 9.

OnpenuTtu yrioBe jeIHAKOKPAKOT TPOYIJIA Y KOME je NY:KUHA CUMe-
TpaJjie yrja Ha OCHOBUIM jeTHAKA ABOCTPYKO] OYy:KUHU BUCUHE KOja
OAroBapa OCHOBWUIIU. (M362)

Pewewe: Hera je AABC (caumka 1) mocMarpaHy jeIHAKOKDaKA
tpoyrao, C'Cy meroBa BucuHa Koja omroBapa ocuounu AB, AA;
cuMeTpaJia yraa A m o Mepa yrioBa Ha OCHOBUIIM.

C

A C, B

Cauxra 1.

Oszuaunmo ca D cpemumre ny:xku BA;. Tana je CiD cpenn-
ja suauja AABA;, na je C1D = % u C1D || AA;, omakiue je
<BC1D = <BAA; = 5. llo ycnosy zanatka je AA; = 2 - CCh,
ma je Ha ocHoBy mnperxoxnor CCy; = C1D. Ilpema tome, ACC1D
je jemmarokpak, ma je <DCC; = <CDC; = 90 — «, omaxie je
<CC1D = 2a. Kaxo je <CC1D + <DC1B = 2a + § = 90°, 3a-
kmpyayjemo ma je a = 36°, Tj. yraosu y AABC cy 36°, 36° u 108°.

Moske nu ce jemHakKoCcTpaHUYHU Tpoyrao momesutu Ha 2006 jen-
HAKOCTPAHUYHUX TPOYILJI0BA? (M327)

Pewewe: TIpon3BOBHE TPOYTao YBEK MOMKEMO MONEIUTU HA N2 IIO-

nynapeux Tpoyraosa (cmmka 2) (1+3+5+ -+ (2n — 1) = n?).

Cnuka 2.

OprosapajyhuMm cnajamem 1o 4 unu 9 TakBuxX TPOyrioBa mnodu-
jamo Takobe Tpoyrao cimvyaH MOJIA3HOM, & YKyIaH OpOj TpPOyTrJoBa
ce ymamyje 3a 3, omgocHo 8. Kako je 452 —-2-8—-1-3=2025—-19 =
2006, 3akmyduyjeMo ma je Moryhe mpOW3BOJLHU TPOYTao IOAECTUTH
Ha 2006 Tpoyr/ioBa KOjU Cy My CJIUYHU.

(Hanomena: Tlocroje u MuOTa Apyra pemremal)



PEINTEIHA 3AITATAEKA
OIIINITVNHCKO TAKMMNYEILE 3 MATEMATURE
28.01.2006.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

Onpenutu 6poj meBerormdpeHux OpojeBa MebUBUX ca 225, KO KO-
juxX cy cBe mudpe paszamuuTe a muppa CTOTUHA UM je 7.
(Taun36, crp. 26)

Pewewe: Younmo nma je 225 = 25-9. V3 nemuBoctu ca 25 3aKmbydy-
jeMo nma cy mocienmme nBe mudpe TpaskeHor opoja 00,25,50 mmm 75.
Cayuaj 00 Huje moryh jep cBe mudpe Mopajy OuTu pasiauumre, Kao
(u3 uctux passiora) Hu ciayuaj 75 jep je undpa croruna 7. Tpakenu
O6poj je memuB ca 9 u cBUX meBerT mudapa cy My paznuuute. [lomro
je 0+1+2+4+...4+9 = 45, nzbanuBameM jeIHOT OJ OBUX OpoOjeBa
ce nmobuja 6poj memuB ca 9 camo ako je m3bauvenu 6poj mau 0 wium
9. Axko je m3bauena uudpa 0, mociaemme Tpu nudpe Mopajy ouru
725 a mpeoctane nudpe ce mory mszabparm Ha 6! Haumaa. Axo je
n3bavena mudpa 9, ouga cy moryha oba cayuaja 25 u 50 ma makie
uma 2 - 6! oBakBux OpojeBa. Komauan onrosop je 3 - 6!.

Ha romumko HaumHa ce 3 Toma MOTY MOT'Y HOCTABUTU Ha MIaXOBCKY
Tabuy mumensuja 6x 2006 Tako ma ce y3ajaMHO He TYKY (Tj. ABa Toma
ce He MOT'y MCTOBpeMeHO Halin y MCTOj BPCTU MM MCTOj KOJIOHU)?

Pewemwe: Bunern pereme MCTOT 3aJaTKa 3a NpBU pa3pen y A kar-
eropuju (3amarak 1.).

Heka je S = {a,b,c}. Komuro nma ¢pysrmuja f: S — S 3a koje Baku
f(f(z)) = x 3a cBako z € S?

Pewewe 1: Ycnos 3amataka kaxke na ako je f(r) = y 3a Heke ese-
MeHTe T U Y ma oHma Baxku u f(y) = x. Pysrumja “unentmrer”
Tj. QyHKIUja KOja 3aM0BOJbaBa ycJoB na je f(r) =z 3a cBaku x je
jemHo permieme. 3a CBAKO APYTro pememe ce Mory Hahu T # y TakBu
na je f(x) =y u f(y) = z. Axo je mop. {z,y} = {a,b} ouma je
f(¢) = ¢. Canuno, ako je {z,y} = {b,c} ouna je f(a) = a u ako je
{z,y} = {c,a} ouna je f(b) = b. OmaBme cnemu na uma ykymHo 4
TakBe (QyHKIN]eE.

Pewemwe 2: Iloraxxkumo Hajupe na je ¢yurnuja f Oumjerrnuja. Axko je
f(x) = f(y) 3a mere x,y € S, onna je z = f(f(z)) = f(f(y) =y
OBumMm cMmo mokazanu na je ¢pyurmuja ’1-17. Pynruumja f je n "Ha”
HOINITO ce 3a cBaku x € S nobuja kao ciauka ox f(x) (3aTo mwro Baku
f(f(x)) = z. Hocroju 3! = 6 Bujekunja ckyna S u TO Cy

a b c a b c a b c
fl:(a b c)f2:<a c b)f?’:(b a c>



a b c a b c a b c
f4:<b c a>f5:(c a b)fG:(c b a)

On maBenmenux camo ¢yuruuje fi, fa, f3 u fg 3amoBobaBajy 3amatu
ycaoB. Tpaxennx pysrmuja narae mma 4.

Hahu cBe ypebene mapose peannux Gpojesa (x,y) KOjU 3aIT0BOJ-
jaBajy jeqHaunHe (M324)

v +y—4|=5 [z-3|+|y—1=5.

Pewemwe: VI3 naror cucrema ciemu na je |t +y—4| =z —3+y—1| =
|z — 3| + |y — 1|, a oBo je Tauno camo ako cy = —3 u y — 1 mcror
suaka. Jlakie, pemema tpeba tpaxkutu y obmactuma Dy = {(z,y) |
r>23,y=>1tu Dy={(x,y) |z <3, y<1}.

Y obnactu D cucreMm je eKBUBaJIEHTaH jeqHauuuau x+y—4 = 5, na
je ckym pemema y toj obmactu Ry = {(x,y) |y =9 —z, 3 <z < 8}.
Y obnactu Dy cucTeM je eKBUBAJIEHTAH jeHAYWHU & +y = —1, ma je
CKyH pemiewma y 0Boj obnactu Ry = {(z,y) |y = —1—x, -2 < x < 3}.
Ilakne, ckyn pemema mojgas3Hor cucreMa je R = Ry U Ro.

36up 49 mpupomaux OpojeBa jemnak je 999. Hahwu majsehy moryhy
BPEIHOCT HBUXOBOT HajBelier 3ajeqHnuKor meauona. (M388)

Pewewe: Buneru perreme UCTOr 3aJaTKa 3a NPBU paspeln y A kare-
ropuju (3azmarak 3.).



PEIIEILA 3AITATAKA
OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATURE

28.01.2006.

Ilpyru paspem — A Kareropuja

Onpenutu cBe nese GpojeBe a 3a koje cy m3pa3u 96 +a m 5+ a
Ky0oBHU 1eaux 6pojesa. (M405)

Pewemwe 1: Hexa je a meo 6poj Takas ma je 96+a = x2 u 5+a = 12, 3a
Heke meste 6pojese ¥ m y. Tama je 28—y = (z—y)(2? +ay+y?) = 91.

Heka je x —y = m, 3a Hekum 1meo 6poj m (ouuriemso m €

91
{£1,47,4+13,491}). Tama jez=m+y un 22 + 2y +y? = —, ma je

91 . 91
(m+y)2+(m+y)y+y2: oo Tj. 3y2+3my—|— <m2—E) =0.

. 3
JluckpuMuHaHTa TOcHenme jenHayune, D = — (364 — m3), Mopa
m

3
OUTHU TOTIIYH KBaAPaT. 3a m > 7 mMaMo ma je — >0 u 364—m? <
m

3
0, ma je D < 0. Takobe, 3a m < 0 umamo — <0 u 364 —m3 > 0,

ma je, moHoso, D < 0. akme, 0 < m <m7, ma je m = 1 unm
m=17 3a m =1 D = 1089 = 332, ma y € {—6,5}, ommocHO
a€{-221,120}. 3a m =7, D=9=3% na y e {-3,—4}, ommocHO
a € {—32,—69}.

Taxne, a € {—221, —69, —32,120}.

Pewewe 2: Kao n y npBoM pelneny, 3a1aTak Ce CBOIU HA PENIaBame
(y memmm 6pojesuma) jemrauunne 12 —y° = (v —y) (2% + 2y +y?) = 91.
Nmajyhu y Bumy ma je x > y 3akpbydyjeMo Oa je r — y jemaH on
no3utuBHUX nenunana o0poja 91. ITocroje 4 moryhuoctu,

=y = 1 =y = 7

?4ay+y? = 91 2 4ay+y? = 13

T—y = 13 r—y = 91

?+ay+y? = 7 > +ry+y? = 1
[IpBu cuctem mma jemuo pereme r = 6,y = 5 U APYyro © = —H,y =
—6. Ilpyru cucrem mMma pemewa r = 3,y = —4duzx =4,y = —3.

Tpehu m uerBpTU HeMajy pemema y neauMm OpojeBuma. Omnasne
ce MOBPATHO MO0OMjajy BPEIHOCTU 3a G U OATOBOP KAO U Y IPBOM
pereny.



Moske snm ce jemHakoCTpaHUYHM Tpoyrao moxenutu Ha 2006 jen-
HAKOCTPAHUYHUX TPOYTJIOBA? (M327)

Pewemwe: Bunern pereme MCTOr 3aaTKa 3a NpBU pa3pen y A kar-
eropuju (3amarak 5.).

Hahu <ACB omrpoyriaor AABC ako je nosuaro ma my:x HN, Koja
crnaja nomHoxkja Bucuna AH u BN, mnoaosu cumerpaay <{ACB.
(M436)

HC NC
Pewemwe: Kako je qC =87 = 55 (y = <ACB), 3akmyuyjemo na
cy tpoyraosu HCN u ABC cauunu ca KO€PUIjEHTOM CIUYHOCTU

k = cosvy (camka 1). Cumerpana yrua 7 tpoyriaa ABC ucrtospe-
MeHO je m cumerpadtia yria y tpoyray HCN. Ilo ycmoBy 3amarka

OHOC OY:KWHA CHUMeTpaJa y jeIHOM M APYTrOM TPOYILIy je 2 Kako

je omHOC omroBapajynmx my:KUHCKUX eJleMeHaTa Yy CINYHUM TPOY-

TJIOBUMA jeNHAK KOEe(PUIUjEeHTY CJIWYHOCTU, TO je k = cosvy = 3
omakine je v = 60°.
C
N,
H
A B
Cnuka 1.
Hahu cBe = € R 3a koje je HejemmaumHa
(1) (2—a)z® + (1 —2a)x® — 62+ (5 +4a —a?) <0

TayHa Oap 3a jemHy BpemHocT a € [—1,2].

Pewewe: Hanumumo neBy crpany HejemHauunse (1) Kao KBaIpaTHy
GYHKIIUIjY 1O a,

(2) f(a) = —a® + a(4 — 22 — 23) + 22% + 2% — 62 + 5.

[Ipumerunmo na je f(a) yBer roukasua ¢yurmmja! OTyma 3akmydy-
jeMo ma ce TpaskeHU & MOKe Hahu ako m caMo ako je UCIyHeH dap
jemaH on ycioBa

f(-1)<0  wmm  f(2)<O0.

Cayuaj f(—1) < 0 je exsuBasentan ca z(r? + x — 2) < 0 mTO BOM
Ka pemewy z € (—oo,—2) U (0,1).



Cayuaj f(2) < 0 je exBuBasentan ca 2 + 2z — 3 > (0 mTO BOIM Ka
pemeny z € (—oo, —3) U (1, +00).

Konauno pememne je x € (—oo,—2) U (0,1) U (1, 400).

Ha cioumu je ckuma rpa¢usa dymssmmje y = ax® + bx? + c. Kaxse
3HaKe MMajy KoepuuujeHtu a, b u c?

f(x) = az* +bx? + ¢

Pewewe 1: RoedpunujeHT a HUje HyJa, jep CKUOUpPAHU I'padUK HU-
je HuU mapaboJsia HM XOpU3OHTAJHaA IpaBa. Kako je, 30or y =
r*(a+b/x? + c/z*), 3a jako Benuke T 3HAK (YHKIMje MCTU KAO 3HAK
koepunujenra a, mopa ouru a > 0. Kako je ¢ = f(0), npema crunm
je ¢ < 0. Hokaxumo na je b < 0. Y cynporaom je —b/{2a} < 0, na je
arcrca TemeHa rpaduka ¢yarmmje f(z) = ar?®+bxr+ c HEMO3UTUBHA.
360r a > 0, pyuruuja f(z) pacre ma [0,00).

Ogarine cienu na n gata GyHKOUja § pacTe HA UCTOM MHTEPBAILY,
mToO mpeMa ckuni Huje tavno. [lakmae b < 0.

Pewewe 2: Jlako ce youaBa ma je a > 0 (3a JOBOJBHO BEJIMKO T MOpa
6utn f(r) > 0). Ca rpadura Bumumo ga je f(0) < 0, u Kako je
¢ = f(0) 3armyuyjemo u na je ¢ < 0. Tarobe ca rpadpura ce Bumn
na mocroju xo > 0 3a koje je f(zg) < ¢. U3 mocamenmme penamuje
nobujamo ma je axg + bxd < 0 mTo je Moryhe camo y ciaydajy Kama
je b< 0. Hakmxe mopa outu a > 0,b < 0,c < 0.



PEIIEILA 3AITATAKA
OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATURE
28.01.2006.

Ilpyru pa3spen — b kareropuja

OpxpenuTu cBe KOMIUIEKCHE OpojeBe z = r+1y, 3a KOje Baxku |z —2| =
2+ 2| u |z + 2| = |z — 2i. (Tan. 41, ctp. 27, IL5.)

Pewewe: VN3 mpBor ycnosa ce mobuja |(z — 2) + iy| = |z + (y + 2)i]
omakie ce nmobuja (x —2)2+y? =22+ (y+2)? 1j. v +y = 0. Ipyrm
yciaoB je exkBuBaseHTtaH ca |(x + 2) 4+ iy| = |z + (y — 2)i| onakmne ce
nobuja (z +2)? +y? = 22 + (y — 2)? mTO je omeT eKBUBAJIEHTHO ca
r+y = 0. 3armpyuar je 1a TpaskeHa CBOjJCTBA UMA]y CBU KOMILIEKCHU
OpojeBu oOMUKa 2z = & — ix, TOE je T peajiaH OpPOj.

3a KOjy BPEIHOCT mapaMeTpa m y jeTHAYNHU
22— 2max + 3m? — 38m + 156 = 0

je jemno pememe Behe on apyror?  (camuan ca Tan. 34, ctp. 49)

Pewewe: YcnoB je ekBuBaJjieHTaH yciyioBy na je D > 0 rme je D
oucKkpuMuHaHTa jennaunHe. OBa HejaHaumHa ce mocie cpebuBama
cBoau Ha Hejemmaumuay m? — 19m + 78 < 0. Oarosapaajyhe myme cy
6 u 13 omakie ciemu na je ckymn pemiema uaTepsad (6,13).

Hahu <ACB omrpoyriaor AABC ako je no3uaro ma ny:x HN, Koja
crmaja momuoxkja Bucuna AH u BN, monosu cumerpany <ACB.
(M436)

Pewewe: BumeTu pemene UCTOT 3aaTKa 3a APYTU paspeny A kate-
ropuju (3amarak 3.).

Ilorazaru na 3a m,n € N Baxu (N.T.)
nvm—1+mvn—1<mn.

Pewewe: 3a n > 1 je —”:L_l < % 3aucra, cMeHOM n — 1 = t2, rae

je mpema yciyoBy t > (0, HaBeqeHA HEjeTHAKOCT je €KBUBAJIEHTHA Ca

# < % IMTO je €KBUBAJEHTHO ca 2t < t2 + 1 omaocuo 0 < (t — 1)2.

Bes yBoberba CMEHE OBO C€ MOXKEe OJOKa3aTr 1M OBAaKO

2y/n—1-n+1-1 _ —(y/n—1-1)
2n - 2n

cabupameM OBUX HEjeTHAKOCTU mobuja ”;L_l + ”Zl_l < 1 omakie
ciaenm TpakeHa HejeTHAKOCT.

n—1 1 _

n 2
g%nace

[

m—
m

< 0. CauusHO Bayku u




5.

[TorazaTtu ma mocToju OECKOHAYHO MHOTO YETBOPKU MEJIUX TO3U-
TUBHUX OpojeBa x,Yy,z,t 3a KOje BayKU:

24yt =251

Pewewe: IloBomuo je Hahm OECKOHAYHO MHOTO peNIeHma jeTHAUYNHA

23 = 2% mw y* =% Y nmpsom ciayuajy ce pememe Moe TOTPAKUTH
y obsnuky = aP u z = a rge je a mo3uTuBaH 1€0 Opoj. JemHauwmua
23 = 25 je 3amoBosena ako je 3p = 5¢ mMTO je MCIYHEHO aKo je

p = 5u a ¢ = 3u 3a HEKU UpupomaH 6poj u. [lakige NpBy jenHaunHy
3a,10BOJbaBa GECKOHAUHO MHOI'O mapoBa = a°% u z = a>*. Cauyno,
IPYTY jemHAUMHY 3aJ0BOJbABAjy CBU mapoBu y = bV m t = b%¥ 3a
HEeKe mpupoaHe Opojese b u v.



PEIIEILA 3AITATAKA
OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATURE

28.01.2006.

Tpehu pazpen — A kareropuja

Pemutu cucrem jenmmauumna

logobx + log,y + logyz = 2
logsy + loggz + loggx = 2
log, 2 + logigxz + logi sy = 2.

Pewemwe: 360r mepuHMCAHOCTHU JOTApUTMa UMaMO I,Yy,z > 0. latu
CUCTEM jeTHAUMHA j€ €KBUBAJIEHTAH Ca CUCTEMOM

r/yz = 4
yWezr = 9
zy/ry = 16.
MHOemeM cBe TpH jemHakocTu nobujamo (ryz)? = 242 Tj. xyz = 24.

OmaBne m m3 TPETXOMHUX jeAHAUMHA JIAKO ce mobuja ma je x =
2/3,y=27/8 u z = 32/3.

Hahu cBe ypebene napose peasnnux 6pojesa (a,b) Takse na je

(a+ bi)?°%% = a — bi.

Pewewe: Axo yBememMo O3HaKy z = a + bi jenHaudmna mpeJsasu y
obmuk 22996 = z.  ¥Ysumajyhm Momyn JeBe M HeCHe CTpaHe Io-
oujamo [2]?°%6 = |z|. Cama mmamo mse moryhmoctu. Wmm je
|z| = 0, y koM cayuajy momasumo mo pemema zg = 0+ 0i, uau je
22995 =1 = |2| = 1. Y apyrom ciyuajy TMOMHOXEMMO obe CTpaHe

jenmaunne 22000 = 7 ca z uuMe HaBeneHA jemHAUMHA TpeNa3n y jel-

maunnay 22997 = zz, ommocHo jemmaummy 22°°7 = 1. Opasne mobu-
jaMo pelnema 2z = COS % + isin%“—(j; 3a k =1,2,...,2007. Ilakie

TPaKEHN! IIapOBU Cy €JIEMEHTU CKYIIa

2km . 2kmw

k=1.....2007}.
2007 ™ 2007 | )+ 2007}

{(0,0)} U {(cos

Axo crpanune Tpoyria 3aI0BoJbaBajy pesaamujy a —b=b—c >0
MOKa3aTU Aa APYTHU MO BEeJIWYMHU yrao He npenasm 60°. (M470)



Pewewe: Tlomro je a > b > ¢, npyru no Bequumau yrao je 3. Ilpema
KOCWUHYCHO] TEOPEMU BaKU:

cos 3 = = = —

9 9 a-+c
a® + c — b? @ e ( 2 ) 3<a+0)_1
2ac 2ac 8 4’

C a

| w

. a c . .
W3 mosmare Hejemnakoctu — + — > 2, mobujamo ma je cos( >
a

c
1 1
2 — 1= omakJyie ciaenu na je [ < 60°.

Heka je a + b+ ¢ = 1 u "era cy a,b,c ny:uHe cTpaHUIla TPOYIJIA.
Hokazaru na je a® +b% + % < %

Pewewe: W3 Kocunycre Teopeme ciemu a’ + b? + ¢ = 2abcos~y +
2bccosa + 2cacos f < 2(ab + bc + ca) mTo 3ajeqHO ca peranujoM
2(ab+bc+ca) = (a+b+c)? = (a®+0*>+ ) =1— (a® +b* + ¢?) naje
nejenmarocT a’ + b2 + ¢ <1 — (a? + b? + ¢?) exBUBaJIeTHY TPaKEHO]
Heje THAKOCTU.

(Tam. 34, ctp. 8)

[TocToje nu nmpupomau 6poOjeBU T,y U 2 3a KOje BAKU:

23 4yt = 257

Pewemwe: Ilorpasxkumo pememe y obmury z = 2P,y = 29 u z = 27
y3 momataHu yciaoB 3p = 4q. llocaemmu ycnoB Ham oMoryhyje ma
TpasKeHy jeqHAUYMHY CBEAEMO Ha jeHaumHy obmuka 2P 4 244 = 257
Tj. Ha jemmaunmy 2°Pt! = 257

Ilaxkne moBoJsbHO je Hahu pemema cuctema jemHauyuHa 3p = 4q u
3p+ 1 = 5r. IlpBa jemnaunna mMa O€CKOHAYHO MHOTIO pPeIIEHma P =
4t,q = 3t roe je t mpuponan 6poj. pyra jemHaumHa je 3aI0BOJHEHA
ako je 12t+1 = 5r Tj. ako je Hup. t = 5k + 2 3a HeKu TpUpoIaH OPOj
k. OmaBne mobujamMo 3a CBaku IpuUpomaH Opoj k pememe

g = 920k+8  _ oIBk+6 o 912k45



PEIIEILA 3AITATAKA
OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATURE

28.01.2006.

Tpehu pazpen — B kareropuja

Pemutu cucrem jemmauumna

logobx + log,y + logyz = 2
logsy + loggz + loggx = 2
logyz + logigx + logigy = 2.

Pewewe: Buneru pememe ucror 3amaTtka 3a rpehu paspeny A rar-
eropuju (3amarak 1.).

Jemnaroctpanuuau tpoyrao ABC, crpanuie a, poTupa OKO ImpaBe
Koja canp:ku Teme A u mapasiesnna je BucuHU Kpo3 Teme B. V3pauy-

HATYW MOBPIIVHY U 3aIlPEMUHY NOOMjEHOT POTAIMOHOT TEJIA.
(Tan. 37, crp. 37, 111.2.)

Pewewe: Ananuzom ciauke 1 Buau ce ma je TpaskeHO POTAIMOHO TEJIO
NOOMjeHo TaKO MITO Ce U3 JeTHAKOCTPAHNYHE KYIIe TTOJIyITPEYHNKA OC-
HOBE @ McCede ABOCTPYKAa Kylla IMOJyHpedvHuKa ocHoBe a/2. Popmyie
3a MOBPIIMHY WM 3alpEMUHY jeTHAKOCTPAHUYHE KyIe Cca HOJIyIped-
HUKOM OCHOBE ' CY

3
P, =3r’r V. = gr?’w.

D

Cauxra 1.



Onasne ce nobuja pesyarar
3 3 3 3
P =3d’n VZ%(I?)T(—Q% (a) T V3 3

Axko cTpaHUIle TPOYTJIa 3aI0BOJHABAJY PeIaIl]y
a—b=b—c>0

OOKa3aTU Aa APYTU MO BeJIWYMHU yrao He mpesaasu 60°. (M470)
Pewewe: Bumeru pememe ucror 3anatka 3a Tpehu paspeny A rar-
eropuju (3amarak 3.).

4 3

OpeInTy CKyll pelera Hejennaunue sin® z + cos* z < 1

(Tan. 40, cTp. 56)

Pewewe: W3 jemmaxoctu sin*z + cos*z = (sin®z + cos?x)? —

2sin®zcos?z = 1 — Lsin®(2z) cnemu ma je maBemema mejenmaxocT

eKBUBAJIEHTHA ca 1 — %sin2(2x) < %. ITocne cpebuBama mobu-
jaMo HejeTHAUNHY % < sin?(22) OOHOCHO eKBUBAJICHTHY HejemHAU-

nHY ? < |sin(2z)|. OpaBme ce nobuja exkBUBAJeTHA peJsanuja

T+Hkr <2z < ?ﬂf + k7, k € 7 onarye ce mobuja M KOHAYHO PeEIIeHe

T k7 3r  km
-+ =<z —+ —,keZ
8+2 T 8+2 IS

Ha mrkoackoj Tabau cy ciuke npaBuiHOr 12-yriaa m npaBuiHOr 15-
yraa. Oba moJuroHa Cy ynmcaHa y KPY:KHUIE jeTHAKUX MOJIYIIPed-
Huka. AHa je oOum 12-yria moMHOMKMIIA Ca TOBPIUHOM 15-yria a
Mapuja je obum 15-yraa momMuO:kMIa ca moBpmuaoM 12-yraa. Koja
on ®mUX nBe je mobuaa Behu 6poj?

Pewemwe: Osznaummo ca Pjo moBpmmuy 12-yria a ca Pjs TOBpHIUHY
15-yrna. Cuauuno, meka je Q12 obum 12-yraa a O15 obum 15-yraa.
Anun 6poj je Oq2 - P15 a Mapujun 6poj je O15 - Pio. 3amarak je na
ce ymopene oBu OpojeBu, Tj. ma ce ymopemne OpojeBu

Pa3bujameM IOJIUIOHA HA JeJHAKOKPAKE TPOYIJIOBE JIAKO Ce HAJIA3U
nma je A= hi5/2u M = hi2/2 rne cy his = rcos{z u hip = rcos {5
Bucune oarosapajyhmx tpoyraosa. IlomTo cy Epamu oBUX jen-

HAKOKPAKUX TPOYIJIOBA jelHAKWU, 3akpbydyjemo na je A > M.



PEIIEILA 3AITATAKA
OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATURE
28.01.2006.

YerepTtH; pa3pen — A kareropuja

Heka je ¢ymrmuja f : R — R zamara ¢opmymnom f(x) = 3sinz +
4 cosx. OgpenuTu MAKCUMAJTIHY ¥ MUHUMAJHY BPEAHOCT OBEe (DYHKIIM-
je.

Pewewe 1: Youumo na je
3 . 4 .
flx) = 5(5 sinz + = cosz) = 5sin(z + «)

rae je a yrao oapeben ycmosom cosa = 3/5,sina =4/5,0 < a < 7/2.
OpnaBne ce onmax nobuja ma cy MakCUMyM (MUHUMYM) OBe (yHKIZje
5 (omHOoCHO —5).

Pewewe 2: Tlpsu uzson ¢pyuruuje f je f'(r) = 3cosz —4sinz. Hyne
M3BOJA Cy HyJe jenHadumse tgr = 3/4 u y HEKUM OJ OBUX Tavyaka
GyHEOMja OOCTIKE MAKCHUMAJHY & Y HEKMM MWHHMAJHY BPETHOCT
(oBme ce ocimamamo Ha mepruoandvHOCT GyHkuuje). Ako je tgxr = 3/4
OHIA ce TOoKa3yje ma cy oarosapajyhe BpemHOCTU CUHYCA U KOCU-
Hyca sinz = 3/5,cosx = 4/5 nnu sinx = —3/5,cosx = —4/5. OnaBne
3e 3aKpbyuyje Ja Cy MaKCUMyM X MUHUMYM ¢(yHEIUje f pemom b u
—5.

Hanomena: Mowxe ce aHanm3upaTy U OPYTY U3BOA (PYHKIUjE aIud
ce OIeT 3aK/bydak la je jemaH Ol JOKAJHUX MaKCUMyMa (MUHUMY-
Ma) U TI00ANHA MAKCUMYM (MUHUMYM) U3BOIY U3 IIE€PUOIUIHOCTU

dhyHEKOUTje.

Hahwu najBehy BpemnocT ¢yHKIUje

T n 1
2 4+9 22 —6x+21

+ cos 27w

fz) =

Ha nHTepBaady (0,+00). ( M375)

Pewemwe: TlocmaTpajMo mpBO CBe cabupke mojeanHavHO. Kako je

r 1 11
x2+9_x+%\2 9 6’

T
T

3ak/pydyjeMo na je HajBeha BpemHocT mpBOr cabupka %

NOCTUKE 38 * = 3, HOOK U3

1 OHa Ce

1 1
= < —
2 —6r+21  (z—3)24+12 12’




3aK/bydyjeMo na je HajBeha BpemHOCT APYror cabupka 1—12 u 1ma ce
ona noctwke 3a = 3. Hajseha Bpennoct tpeher cabupka je 1 u
OHa Cce MOCTWXKE 3a CBaKO nesiobpojHo z, ma u 3a x = 3. Ilakie,
HajBeha BpemHOCT (yHKIUje

x 1

— 2
f(z) :1;2+9+:1:2—6:1:+21+COS ™

Ha uaTepsaiy (0,400) je % + 1—12 +1= % U TOCTWKE ce 3a & = 3.

[IpernocraBumo ma cMo peasHy (QYHKIUjY 1 yBeau Ha cienehm
HAa4YMH

T, T>2,
Y(z) = 2, 1<z<2,
22, x < 1.

(a) Pemuru mejennauuny () < x;
(6) Peumrru jemmaumny o(x) + (1 —z) + ¢ (¢(z)) = 2. (M359)
Peweme:

(a) OuurnenHo, CKym pemema HejeJHaUYMHE je MOACKYN WHTep-
Basa (—o0, 1], ma pemasamo HejemHauumny 2z < z. Ilakie,
x € (—00,0).

(6) Ompennmo npso ¢yrrmuje (1 —x) n (¢ (x)). Ha ocroBy mare
nepuHUNUje QyHKIUje 1) nobujamo

l—2z, z<-1 dx, $<%
Y(l—z) = 2, -1<z<0 u @)= 2, <z
2—-2x, =0 T, T>2

Cama, jemHOCTaBHMM PaYyHOM MOJA3UMO IO pellema T €

[2,+00) U{0}.

Hahu cBe ¢ynrmuje f : R — R, TakBe ma 3a mpou3BOJbHE peajiHEe
6pojese = m y Bawu jemHaroct f(r—y) = f(z)+ f(y) — 2zy.
( M403)

Pewewe: Hera je x =y, Tama, Mo ycJIOBY 3aAaTKa, BAKUA j€THAKOCT

f(0) = f(z) + f(z) — 22°,

omaocHO f(x) =a*+%, rzme je a = f(0). Ao je z =y = 0, nobujamo
na je a = 2a, tj. a = 0. Hakxe, f(r) = 2? je jenuam kammagaT 3a
takBy ¢QyHEnujy. Hemocpemna mpoBepa mokasyje ma oBa (QyHKIUja
3a1CTa U 33J0BOJLABA HABENEHU YCJOB.

[TocToje nu mean mo3uTuBHU OPOjEBU T, Y, 2 32 KOje BAKU:
z? 4yt =25

Pewewe: Bumeru pememe mcrTor 3amaTra 3a 3. paspen y A kare-
ropuju (3amarak 5.).



PEIIEILA 3AITATAKA
OIIIIITNHCKO TAKMMNYEILE I3 MATEMATHWURE

28.01.2006.

UerBpTH; pa3pen — b kareropuja

Pemutu cuctem jenmnauumna

logobx + log,y + logyz = 2
logsy + loggz + loggx = 2
log,z + logigz + logisy = 2.

Pewewe: Bunern pemen.e ucror 3anarka 3a tpehu paspeny A kar-
eropuju (3amarak 1.).

Heka je ¢ymrmuja f : R — R 3amara ¢opmymnom f(x) = 3sinz +
4 cosx. OapenuTu MAKCUMAJIHY ¥ MUHUMAJHY BPEAHOCT OB€ (DYHKIIN-
je.

Pewewe: Bumeru pememe mcrtor s3amatka 3a 4. paspem y A kare-
ropujy (3amarak 1.).

Hahwu BpemrocTy mapamerpa p 3a Koje jemmaumua x* — (3p+2)z2 +
p? = 0 UMa deTwpM peasHA pellemna Koja 00pa3yjy apUTMETHUKY

nporpecujy. (M332)

Pewewe: IlaTa jemnavwmna je OMKBaIpaTHA, Ia CYy HEHA pPelleHha CU-
METPUYHA Y OJHOCY Ha KOOPAWHAHTHU MOYETaK, a KAaKO W 00pa3y]y
ApUTMETUUKY MTPOTPECU]jy, OHa Cy ODJIMKA

VRV
2 2 2 2

Axo yBememo cmeny t = x? mosasHa jemHaumHa mocTaje t2—(3p+2)t+

p? =0, u pemema oBe jefHAUMHE Cy 1] = %dQ u ty = %dQ. Cana,
nomohy BumeroBux ¢popmyia 3a KBaJapaTHe jeTHAYWHE HOOMjaMO
1 9 1 9
—d? 4 2d* =3p+2, —d®-—d® =y’
171 L

OJHOCHO

5 9
Sd? =3p+2, —d*=p’
5 p+2, ¢ p

W3 nperxonue nse jemnauune nobujamo 9p+6 = 10|p|, ma cy Tpaskene

BpEIHOCTHU 3a mapameTrap p OpojeBu 6 u —1—69.

Hahwu majBehy Bpemnoct dyHKIUje



€T 1
— 2
f(z) :z:2+9+372—6:c+21+cos e

Ha nHTepBaay (0,+00). ( M375)
Pewewe: Bumeru pememe mctor 3amatka 3a 4. paspem y A kare-

ropuju (3amarak 2.).

[IpernocTraBuMo na cMoO peadHy (GYHKIUjy ¢ yBeau Ha ciaexehwm
HA4YWH

T, T>2,
P(x) = 2, 1<xz<2,
2¢, x < 1.

(a) Peumnru mejennaunny () < x;
(0) Pemnru jemuauwny ¢ (z) + (1 —x) +¥(¢¥(z)) = 2. (M359)

Pewewe: Bumeru pememe mcrtor 3amatka 3a 4. paspem y A kare-
ropuju (3amarak 3.).



