
REXEƫA ZADATAKA

OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

28.01.2006.

Prvi razred – A kategorija

Na koliko naqina se 3 topa mogu postaviti na xahovsku tablu1.

dimenzija 6 × 2006 tako da se uzajamno ne tuku (tj. dva topa se
ne mogu istovremeno na�i u istoj vrsti ili istoj koloni)?

RexeƬe: Prvi top se na tablu moжe postaviti na bilo koje poƩe,
dakle na 6 ·2006 naqina. Slede�i top se moжe postaviti na neko
od poƩa koja se ne nalaze u istoj vrsti ili koloni sa prethodno
ve� postavƩenim topom. Drugim reqima “precrtamo” zabra-
Ƭenu kolonu i vrstu i postavimo drugi top na novodobijenu
xahovsku tablu dimenzija 5 × 2005, to se moжe uraditi na 5 ·
2005 naqina. Sliqno, posledni top se moжe postaviti na 4 ·
2004 naqina. Poredak stavƩaƬa topova nije bitan, dakle ista
pozicija se pojavƩuje 3! = 6 puta. Konaqan odgovor je

(6 · 2006 · 5 · 2005 · 4 · 2004) : 6 = 20 · 2006 · 2005 · 2004.

Napomena: RexeƬe se moжe formulisati na vixe naqina. Npr.
mogu�e je izabrati 3 kolone i nezavisno 3 vrste u kojima �e
se topovi nalaziti, to se moжe izvesti na

(
2006

3

)
·
(
6
3

)
naqina.

U izabrane kolone i vrste se topovi mogu postaviti na 3! = 6
naqina itd.

Odredi najve�i zajedniqki delilac brojeva 22006 − 1 i 22004 − 1.2.

RexeƬe: NZD zadanih brojeva je i delilac Ƭihove razlike
22006 − 22004 = 22004(22 − 1) = 22004 · 3. Poxto su zadati broje-
vi neparni, ostaje da se proveri da li je NZD 1 ili 3. Lako se
dokazuje da je 22n − 1 uvek deƩiv sa 3. Zaista, 22n − 1 = 4n − 1
pa to sledi npr. iz identiteta xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + . . .+x+1).
Taqan odgovor je NZD = 3.

Zbir 49 prirodnih brojeva jednak je 999. Na�i najve�u mogu�u3.
vrednost Ƭihovog najve�eg zajedniqkog delioca. (M388)

RexeƬe: Neka je d najve�i zajedniqki delilac tih 49 prirodnih
brojeva. Tada vaжi

d | 999 = 33 · 37

i kako mora biti d 6
999
49 < 21, sledi d ∈ {1, 3, 9}. Vrednost 9

se moжe posti�i, npr.

9 + 9 + · · · + 9
︸ ︷︷ ︸

48

+567 = 999



i tada je NZD(9, 9, . . . , 9, 567) = 9.

Odrediti uglove jednakokrakog trougla u kome je duжina sime-4.
trale ugla na osnovici jednaka dvostrukoj duжini visine koja
odgovara osnovici. (M362)

RexeƬe: Neka je △ABC (slika 1) posmatrani jednakokraki
trougao, CC1 Ƭegova visina koja odgovara osnovici AB, AA1

simetrala ugla A i α mera uglova na osnovici.

A C
1

B

A
1

C

D

a

Slika 1.
Oznaqimo sa D sredixte duжi BA1. Tada je C1D sredn-

ja linija △ABA1, pa je C1D = AA1

2 i C1D ‖ AA1, odakle je
∢BC1D = ∢BAA1 = α

2 . Po uslovu zadatka je AA1 = 2 · CC1,
pa je na osnovu prethodnog CC1 = C1D. Prema tome, △CC1D
je jednakokrak, pa je ∢DCC1 = ∢CDC1 = 900 − α, odakle je
∢CC1D = 2α. Kako je ∢CC1D + ∢DC1B = 2α + α

2 = 900, za-
kƩuqujemo da je α = 360, tj. uglovi u △ABC su 360, 360 i 1080.

Moжe li se jednakostraniqni trougao podeliti na 2006 jed-5.
nakostraniqnih trouglova? (M327)

RexeƬe: ProizvoƩni trougao uvek moжemo podeliti na n2 po-
dudarnih trouglova (slika 2) (1 + 3 + 5 + · · · + (2n− 1) = n2).

Slika 2.
Odgovaraju�im spajaƬem po 4 ili 9 takvih trouglova dobi-

jamo tako�e trougao sliqan polaznom, a ukupan broj trouglova
se umaƬuje za 3, odnosno 8. Kako je 452 − 2 · 8− 1 · 3 = 2025− 19 =
2006, zakƩuqujemo da je mogu�e proizvoƩni trougao podeliti
na 2006 trouglova koji su mu sliqni.
(Napomena: Postoje i mnoga druga rexeƬa!)



REXEƫA ZADATAKA

OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE
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Odrediti broj devetocifrenih brojeva deƩivih sa 225, kod ko-1.
jih su sve cifre razliqite a cifra stotina im je 7.

(Tan36, str. 26)

RexeƬe: Uoqimo da je 225 = 25 · 9. Iz deƩivosti sa 25 zakƩuqu-
jemo da su posledƬe dve cifre traжenog broja 00, 25, 50 ili 75.
Sluqaj 00 nije mogu� jer sve cifre moraju biti razliqite, kao
(iz istih razloga) ni sluqaj 75 jer je cifra stotina 7. Traжeni
broj je deƩiv sa 9 i svih devet cifara su mu razliqite. Poxto
je 0 + 1 + 2 + . . . + 9 = 45, izbacivaƬem jednog od ovih brojeva
se dobija broj deƩiv sa 9 samo ako je izbaqeni broj ili 0 ili
9. Ako je izbaqena cifra 0, posledƬe tri cifre moraju biti
725 a preostale cifre se mogu izabrati na 6! naqina. Ako je
izbaqena cifra 9, onda su mogu�a oba sluqaja 25 i 50 pa dakle
ima 2 · 6! ovakvih brojeva. Konaqan odgovor je 3 · 6!.

Na koliko naqina se 3 topa mogu mogu postaviti na xahovsku2.

tablu dimenzija 6×2006 tako da se uzajamno ne tuku (tj. dva topa
se ne mogu istovremeno na�i u istoj vrsti ili istoj koloni)?

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za prvi razred u A kat-
egoriji (zadatak 1.).

Neka je S = {a, b, c}. Koliko ima funkcija f : S → S za koje vaжi3.

f(f(x)) = x za svako x ∈ S?

RexeƬe 1: Uslov zadataka kaжe da ako je f(x) = y za neke ele-
mente x i y da onda vaжi i f(y) = x. Funkcija “identitet”
tj. funkcija koja zadovoƩava uslov da je f(x) = x za svaki x je
jedno rexeƬe. Za svako drugo rexeƬe se mogu na�i x 6= y takvi
da je f(x) = y i f(y) = x. Ako je npr. {x, y} = {a, b} onda je
f(c) = c. Sliqno, ako je {x, y} = {b, c} onda je f(a) = a i ako je
{x, y} = {c, a} onda je f(b) = b. Odavde sledi da ima ukupno 4
takve funkcije.

RexeƬe 2: Dokaжimo najpre da je funkcija f bijekcija. Ako je
f(x) = f(y) za neke x, y ∈ S, onda je x = f(f(x)) = f(f(y)) = y.
Ovim smo dokazali da je funkcija ”1–1”. Funkcija f je i ”na”
poxto se za svaki x ∈ S dobija kao slika od f(x) (zato xto vaжi
f(f(x)) = x. Postoji 3! = 6 bijekcija skupa S i to su

f1 =

(
a b c
a b c

)

f2 =

(
a b c
a c b

)

f3 =

(
a b c
b a c

)



f4 =

(
a b c
b c a

)

f5 =

(
a b c
c a b

)

f6 =

(
a b c
c b a

)

Od navedenih samo funkcije f1, f2, f3 i f6 zadovoƩavaju zadati
uslov. Traжenih funkcija dakle ima 4.

Na�i sve ure�ene parove realnih brojeva (x, y) koji zadovol-4.
javaju jednaqine (M324)

|x+ y − 4| = 5, |x− 3| + |y − 1| = 5.

RexeƬe: Iz datog sistema sledi da je |x+y−4| = |x−3+y−1| =
|x − 3| + |y − 1|, a ovo je taqno samo ako su x − 3 i y − 1 istog
znaka. Dakle, rexeƬa treba traжiti u oblastima D1 = {(x, y) |
x > 3, y > 1} i D2 = {(x, y) | x 6 3, y 6 1}.
U oblasti D1 sistem je ekvivalentan jednaqini x+y−4 = 5, pa
je skup rexeƬa u toj oblasti R1 = {(x, y) | y = 9 − x, 3 6 x 6 8}.
U oblasti D2 sistem je ekvivalentan jednaqini x+y = −1, pa je
skup rexeƬa u ovoj oblasti R2 = {(x, y) | y = −1−x, −2 6 x 6 3}.
Dakle, skup rexeƬa polaznog sistema je R = R1 ∪R2.

Zbir 49 prirodnih brojeva jednak je 999. Na�i najve�u mogu�u5.

vrednost Ƭihovog najve�eg zajedniqkog delioca. (M388)

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za prvi razred u A kate-
goriji (zadatak 3.).
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Drugi razred – A kategorija

Odrediti sve cele brojeve a za koje su izrazi 96 + a i 5 + a1.
kubovi celih brojeva. (M405)

RexeƬe 1: Neka je a ceo broj takav da je 96+a = x3 i 5+a = y3, za
neke cele brojeve x i y. Tada je x3−y3 = (x−y)(x2+xy+y2) = 91.

Neka je x − y = m, za neki ceo broj m (oqigledno m ∈
{±1,±7,±13,±91}). Tada je x = m+ y i x2 + xy + y2 =

91

m
, pa je

(m+ y)2 + (m+ y)y + y2 =
91

m
, tj. 3y2 + 3my +

(

m2 − 91

m

)

= 0.

Diskriminanta posledƬe jednaqine, D =
3

m

(
364 −m3

)
, mora

biti potpun kvadrat. Za m > 7 imamo da je
3

m
> 0 i 364−m3 <

0, pa je D < 0. Tako�e, za m < 0 imamo
3

m
< 0 i 364−m3 > 0,

pa je, ponovo, D < 0. Dakle, 0 < m 6 7, pa je m = 1 ili
m = 7. Za m = 1, D = 1089 = 332, pa y ∈ {−6, 5}, odnosno
a ∈ {−221, 120}. Za m = 7, D = 9 = 32, pa y ∈ {−3,−4}, odnosno
a ∈ {−32,−69}.

Dakle, a ∈ {−221,−69,−32, 120}.
RexeƬe 2: Kao i u prvom rexeƬu, zadatak se svodi na rexavaƬe
(u celim brojevima) jednaqine x3−y3 = (x−y)(x2 +xy+y2) = 91.
Imaju�i u vidu da je x > y zakƩuqujemo da je x − y jedan od
pozitivnih delilaca broja 91. Postoje 4 mogu�nosti,

{
x− y = 1

x2 + xy + y2 = 91

{
x− y = 7

x2 + xy + y2 = 13

{
x− y = 13

x2 + xy + y2 = 7

{
x− y = 91

x2 + xy + y2 = 1

Prvi sistem ima jedno rexeƬe x = 6, y = 5 i drugo x = −5, y =
−6. Drugi sistem ima rexeƬa x = 3, y = −4 i x = 4, y = −3.
Tre�i i qetvrti nemaju rexeƬa u celim brojevima. Odavde
se povratno dobijaju vrednosti za a i odgovor kao i u prvom
rexeƬu.



Moжe li se jednakostraniqni trougao podeliti na 2006 jed-2.
nakostraniqnih trouglova? (M327)

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za prvi razred u A kat-
egoriji (zadatak 5.).

Na�i ∢ACB oxtrouglog △ABC ako je poznato da duж HN , koja3.
spaja podnoжja visina AH i BN , polovi simetralu ∢ACB.

(M436)

RexeƬe: Kako je
HC

AC
= cos γ =

NC

BC
(γ = ∢ACB), zakƩuqujemo da

su trouglovi HCN i ABC sliqni sa koeficijentom sliqnosti
k = cos γ (slika 1). Simetrala ugla γ trougla ABC istovre-
meno je i simetrala ugla u trouglu HCN . Po uslovu zadatka

odnos duжina simetrala u jednom i drugom trouglu je
1

2
. Kako

je odnos odgovaraju�ih duжinskih elemenata u sliqnim trou-

glovima jednak koeficijentu sliqnosti, to je k = cos γ =
1

2
,

odakle je γ = 600.

A B

C

H

N

Slika 1.

Na�i sve x ∈ R za koje je nejednaqina4.

(1) (2 − a)x3 + (1 − 2a)x2 − 6x+ (5 + 4a− a2) < 0

taqna bar za jednu vrednost a ∈ [−1, 2].

RexeƬe: Napiximo levu stranu nejednaqine (1) kao kvadratnu
funkciju po a,

(2) f(a) = −a2 + a(4 − 2x2 − x3) + 2x3 + x2 − 6x+ 5.

Primetimo da je f(a) uvek konkavna funkcija! Otuda zakƩuqu-
jemo da se traжeni x moжe na�i ako i samo ako je ispuƬen bar
jedan od uslova

f(−1) < 0 ili f(2) < 0.

Sluqaj f(−1) < 0 je ekvivalentan sa x(x2 + x − 2) < 0 xto vodi
ka rexeƬu x ∈ (−∞,−2) ∪ (0, 1).



Sluqaj f(2) < 0 je ekvivalentan sa x2 + 2x − 3 > 0 xto vodi ka
rexeƬu x ∈ (−∞,−3) ∪ (1,+∞).

Konaqno rexeƬe je x ∈ (−∞,−2) ∪ (0, 1) ∪ (1,+∞).

Na slici je skica grafika funkcije y = ax4 + bx2 + c. Kakve5.
znake imaju koeficijenti a, b i c?

x

f(x) = ax4 + bx2 + c

RexeƬe 1: Koeficijent a nije nula, jer skicirani grafik ni-
je ni parabola ni horizontalna prava. Kako je, zbog y =
x4(a+ b/x2 + c/x4), za jako velike x znak funkcije isti kao znak
koeficijenta a, mora biti a > 0. Kako je c = f(0), prema skici
je c < 0. Dokaжimo da je b < 0. U suprotnom je −b/{2a} ≤ 0, pa je
apscisa temena grafika funkcije f(x) = ax2+bx+c nepozitivna.
Zbog a > 0, funkcija f(x) raste na [0,∞).

Odatle sledi da i data funkcija y raste na istom intervalu,
xto prema skici nije taqno. Dakle b < 0.

RexeƬe 2: Lako se uoqava da je a > 0 (za dovoƩno veliko x mora
biti f(x) > 0). Sa grafika vidimo da je f(0) < 0, i kako je
c = f(0) zakƩuqujemo i da je c < 0. Tako�e sa grafika se vidi
da postoji x0 > 0 za koje je f(x0) < c. Iz posledƬe relacije
dobijamo da je ax4

0 + bx2
0 < 0 xto je mogu�e samo u sluqaju kada

je b < 0. Dakle mora biti a > 0, b < 0, c < 0.
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Odrediti sve kompleksne brojeve z = x+iy, za koje vaжi |z−2| =1.
|z + 2i| i |z + 2| = |z − 2i|. (Tan. 41, str. 27, II.5.)

RexeƬe: Iz prvog uslova se dobija |(x − 2) + iy| = |x + (y + 2)i|
odakle se dobija (x− 2)2 + y2 = x2 + (y + 2)2 tj. x+ y = 0. Drugi
uslov je ekvivalentan sa |(x + 2) + iy| = |x + (y − 2)i| odakle se
dobija (x + 2)2 + y2 = x2 + (y − 2)2 xto je opet ekvivalentno sa
x+y = 0. ZakƩuqak je da traжena svojstva imaju svi kompleksni
brojevi oblika z = x− ix, gde je x realan broj.

Za koju vrednost parametra m u jednaqini2.

x2 − 2mx+ 3m2 − 38m+ 156 = 0

je jedno rexeƬe ve�e od drugog? (sliqan sa Tan. 34, str. 49)

RexeƬe: Uslov je ekvivalentan uslovu da je D > 0 gde je D
diskriminanta jednaqine. Ova nejdnaqina se posle sre�ivaƬa
svodi na nejednaqinu m2 − 19m+ 78 < 0. Odgovaraaju�e nule su
6 i 13 odakle sledi da je skup rexeƬa interval (6, 13).

Na�i ∢ACB oxtrouglog △ABC ako je poznato da duж HN , koja3.
spaja podnoжja visina AH i BN , polovi simetralu ∢ACB.

(M436)

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za drugi razred u A kate-
goriji (zadatak 3.).

Dokazati da za m,n ∈ N vaжi (I.T.)4.

n
√
m− 1 +m

√
n− 1 ≤ mn.

RexeƬe: Za n > 1 je
√

n−1
n

6
1
2 . Zaista, smenom n − 1 = t2, gde

je prema uslovu t > 0, navedena nejednakost je ekvivalentna sa
t

t2+1 6
1
2 xto je ekvivalentno sa 2t 6 t2 + 1 odnosno 0 6 (t − 1)2.

Bez uvo�eƬa smene ovo se moжe dokazati i ovako
√

n−1
n

− 1
2 =

2
√

n−1−n+1−1
2n

= −(
√

n−1−1)2

2n
6 0. Sliqno vaжi i

√
m−1
m

6
1
2 pa se

sabiraƬem ovih nejednakosti dobija
√

n−1
n

+
√

m−1
m

6 1 odakle
sledi traжena nejednakost.



Pokazati da postoji beskonaqno mnogo qetvorki celih pozi-5.
tivnih brojeva x, y, z, t za koje vaжi:

x3 + y4 = z5 + t6.

RexeƬe: DovoƩno je na�i beskonaqno mnogo rexeƬa jednaqina
x3 = z5 i y4 = t6. U prvom sluqaju se rexeƬe moжe potraжiti
u obliku x = ap i z = aq gde je a pozitivan ceo broj. Jednaqina
x3 = z5 je zadovoƩena ako je 3p = 5q xto je ispuƬeno ako je
p = 5u a q = 3u za neki prirodan broj u. Dakle prvu jednaqinu
zadovoƩava beskonaqno mnogo parova x = a5u i z = a3u. Sliqno,
drugu jednaqinu zadovoƩavaju svi parovi y = b3v i t = b2v za
neke prirodne brojeve b i v.
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Rexiti sistem jednaqina1.

log2 x + log4 y + log4 z = 2
log3 y + log9 z + log9 x = 2
log4 z + log16 x + log16 y = 2.

RexeƬe: Zbog definisanosti logaritma imamo x, y, z > 0. Dati
sistem jednaqina je ekvivalentan sa sistemom

x
√
yz = 4

y
√
zx = 9

z
√
xy = 16.

MnoжeƬem sve tri jednakosti dobijamo (xyz)2 = 242 tj. xyz = 24.
Odavde i iz prethodnih jednaqina lako se dobija da je x =
2/3, y = 27/8 i z = 32/3.

Na�i sve ure�ene parove realnih brojeva (a, b) takve da je2.

(a+ bi)2006 = a− bi.

RexeƬe: Ako uvedemo oznaku z = a + bi jednaqina prelazi u
oblik z2006 = z̄. Uzimaju�i modul leve i desne strane do-
bijamo |z|2006 = |z|. Sada imamo dve mogu�nosti. Ili je
|z| = 0, u kom sluqaju dolazimo do rexeƬa z0 = 0 + 0i, ili je
|z|2005 = 1 ⇒ |z| = 1. U drugom sluqaju pomnoжimo obe strane
jednaqine z2006 = z̄ sa z qime navedena jednaqina prelazi u jed-
naqinu z2007 = z̄z, odnosno jednaqinu z2007 = 1. Odavde dobi-
jamo rexeƬa zk = cos 2kπ

2007 + i sin 2kπ
2007 za k = 1, 2, . . . , 2007. Dakle

traжeni parovi su elementi skupa

{(0, 0)} ∪ {(cos
2kπ

2007
, sin

2kπ

2007
) | k = 1, . . . , 2007}.

Ako stranice trougla zadovoƩavaju relaciju a − b = b − c > 03.
dokazati da drugi po veliqini ugao ne prelazi 60◦. (M470)



RexeƬe: Poxto je a > b > c, drugi po veliqini ugao je β. Prema
kosinusnoj teoremi vaжi:

cosβ =
a2 + c2 − b2

2ac
=

a2 + c2 −
(
a+ c

2

)2

2ac
=

3

8

(a

c
+
c

a

)

− 1

4
.

Iz poznate nejednakosti
a

c
+
c

a
> 2, dobijamo da je cosβ >

3

8
·

2 − 1

4
=

1

2
, odakle sledi da je β 6 60◦.

Neka je a + b + c = 1 i neka su a, b, c duжine stranica trougla.4.
Dokazati da je a2 + b2 + c2 < 1

2 .

RexeƬe: Iz Kosinusne teoreme sledi a2 + b2 + c2 = 2ab cos γ +
2bc cosα + 2ca cosβ < 2(ab + bc + ca) xto zajedno sa relacijom
2(ab+ bc+ ca) = (a+ b+ c)2 − (a2 + b2 + c2) = 1 − (a2 + b2 + c2) daje
nejednakost a2 + b2 + c2 6 1 − (a2 + b2 + c2) ekvivaletnu traжenoj
nejednakosti.

(Tan. 34, str. 8)

Postoje li prirodni brojevi x, y i z za koje vaжi:5.

x3 + y4 = z5 ?

RexeƬe: Potraжimo rexeƬe u obliku x = 2p, y = 2q i z = 2r

uz dodatni uslov 3p = 4q. PosledƬi uslov nam omogu�uje da
traжenu jednaqinu svedemo na jednaqinu oblika 23p + 24q = 25r

tj. na jednaqinu 23p+1 = 25r.
Dakle dovoƩno je na�i rexeƬa sistema jednaqina 3p = 4q i

3p + 1 = 5r. Prva jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeƬa p =
4t, q = 3t gde je t prirodan broj. Druga jednaqina je zadovoƩena
ako je 12t+1 = 5r tj. ako je npr. t = 5k+2 za neki prirodan broj
k. Odavde dobijamo za svaki prirodan broj k rexeƬe

x = 220k+8 y = 215k+6 z = 212k+5.



REXEƫA ZADATAKA

OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE
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Tre�i razred – B kategorija

Rexiti sistem jednaqina1.

log2 x + log4 y + log4 z = 2
log3 y + log9 z + log9 x = 2
log4 z + log16 x + log16 y = 2.

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za tre�i razred u A kat-
egoriji (zadatak 1.).

Jednakostraniqni trougao ABC, stranice a, rotira oko prave2.
koja sadrжi teme A i paralelna je visini kroz teme B. Izraqu-
nati povrxinu i zapreminu dobijenog rotacionog tela.

(Tan. 37, str. 37, III.2.)

RexeƬe: Analizom slike 1 vidi se da je traжeno rotaciono telo
dobijeno tako xto se iz jednakostraniqne kupe polupreqnika os-
nove a iseqe dvostruka kupa polupreqnika osnove a/2. Formule
za povrxinu i zapreminu jednakostraniqne kupe sa polupreq-
nikom osnove r su

Pr = 3r2π Vr =

√
3

3
r3π.

Slika 1.



Odavde se dobija rezultat

P = 3a2π V =

√
3

3
a3π − 2

√
3

3

(a

2

)3

π =

√
3

4
a3π.

Ako stranice trougla zadovoƩavaju relaciju3.

a− b = b− c > 0

dokazati da drugi po veliqini ugao ne prelazi 60◦. (M470)

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za tre�i razred u A kat-
egoriji (zadatak 3.).

Odrediti skup rexeƬa nejednaqine sin4 x+ cos4 x 6
3
4 .4.

(Tan. 40, str. 56)

RexeƬe: Iz jednakosti sin4 x + cos4 x = (sin2 x + cos2 x)2 −
2 sin2 x cos2 x = 1 − 1

2 sin2(2x) sledi da je navedena nejednakost

ekvivalentna sa 1 − 1
2 sin2(2x) 6

3
4 . Posle sre�ivaƬa dobi-

jamo nejednaqinu 1
2 6 sin2(2x) odnosno ekvivalentnu nejednaq-

inu
√

2
2 6 | sin(2x)|. Odavde se dobija ekvivaletna relacija

π
4 + kπ 6 2x 6

3π
4 + kπ, k ∈ Z odakle se dobija i konaqno rexeƬe

π

8
+
kπ

2
6 x 6

3π

8
+
kπ

2
, k ∈ Z.

Na xkolskoj tabli su slike pravilnog 12-ugla i pravilnog 15-5.
ugla. Oba poligona su upisana u kruжnice jednakih polupreq-
nika. Ana je obim 12-ugla pomnoжila sa povrxinom 15-ugla a
Marija je obim 15-ugla pomnoжila sa povrxinom 12-ugla. Koja
od Ƭih dve je dobila ve�i broj?

RexeƬe: Oznaqimo sa P12 povrxinu 12-ugla a sa P15 povrxinu
15-ugla. Sliqno, neka je O12 obim 12-ugla a O15 obim 15-ugla.
Anin broj je O12 · P15 a Marijin broj je O15 · P12. Zadatak je da
se uporede ovi brojevi, tj. da se uporede brojevi

A =
P15

O15
i M =

P12

O12
.

RazbijaƬem poligona na jednakokrake trouglove lako se nalazi
da je A = h15/2 i M = h12/2 gde su h15 = r cos π

15 i h12 = r cos π
12

visine odgovaraju�ih trouglova. Poxto su kraci ovih jed-
nakokrakih trouglova jednaki, zakƩuqujemo da je A > M .



REXEƫA ZADATAKA

OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

28.01.2006.

Qetvrti razred – A kategorija

Neka je funkcija f : R → R zadata formulom f(x) = 3 sinx +1.
4 cosx. Odrediti maksimalnu i minimalnu vrednost ove funkci-
je.

RexeƬe 1: Uoqimo da je

f(x) = 5(
3

5
sinx+

4

5
cosx) = 5 sin(x+ α)

gde je α ugao odre�en uslovom cosα = 3/5, sinα = 4/5, 0 6 α 6 π/2.
Odavde se odmah dobija da su maksimum (minimum) ove funkcije
5 (odnosno −5).

RexeƬe 2: Prvi izvod funkcije f je f ′(x) = 3 cosx− 4 sinx. Nule
izvoda su nule jednaqine tg x = 3/4 i u nekim od ovih taqaka
funkcija dostiжe maksimalnu a u nekim minimalnu vrednost
(ovde se oslaƬamo na periodiqnost funkcije). Ako je tg x = 3/4
onda se pokazuje da su odgovaraju�e vrednosti sinusa i kosi-
nusa sinx = 3/5, cosx = 4/5 ili sinx = −3/5, cosx = −4/5. Odavde
ze zakƩuquje da su maksimum i minimum funkcije f redom 5 i
−5.
Napomena: Moжe se analizirati i drugi izvod funkcije ali
se opet zakƩuqak da je jedan od lokalnih maksimuma (minimu-
ma) i globalni maksimum (minimum) izvodi iz periodiqnosti
funkcije.

Na�i najve�u vrednost funkcije2.

f(x) =
x

x2 + 9
+

1

x2 − 6x+ 21
+ cos 2πx

na intervalu (0,+∞). ( M375)

RexeƬe: Posmatrajmo prvo sve sabirke pojedinaqno. Kako je

x

x2 + 9
=

1

x+ 9
x

6
1

2
√

x 9
x

=
1

6
,

zakƩuqujemo da je najve�a vrednost prvog sabirka 1
6 i ona se

postiжe za x = 3, dok iz

1

x2 − 6x+ 21
=

1

(x− 3)2 + 12
6

1

12
,



zakƩuqujemo da je najve�a vrednost drugog sabirka 1
12 i da se

ona postiжe za x = 3. Najve�a vrednost tre�eg sabirka je 1 i
ona se postiжe za svako celobrojno x, pa i za x = 3. Dakle,
najve�a vrednost funkcije

f(x) =
x

x2 + 9
+

1

x2 − 6x+ 21
+ cos 2πx

na intervalu (0,+∞) je 1
6 + 1

12 + 1 = 5
4 i postiжe se za x = 3.

Pretpostavimo da smo realnu funkciju ψ uveli na slede�i3.
naqin

ψ(x) =







x, x > 2,
2, 1 < x 6 2,

2x, x 6 1.

(a) Rexiti nejednaqinu ψ(x) < x;

(b) Rexiti jednaqinu ψ(x) + ψ(1 − x) + ψ(ψ(x)) = 2. (M359)

RexeƬe:

(a) Oqigledno, skup rexeƬa nejednaqine je podskup inter-
vala (−∞, 1], pa rexavamo nejednaqinu 2x < x. Dakle,
x ∈ (−∞, 0).

(b) Odredimo prvo funkcije ψ(1−x) i ψ(ψ(x)). Na osnovu date
definicije funkcije ψ dobijamo

ψ(1−x) =







1 − x, x < −1
2, −1 6 x < 0

2 − 2x, x > 0
i ψ(ψ(x)) =







4x, x 6
1
2

2, 1
2 < x 6 2

x, x > 2

Sada, jednostavnim raqunom dolazimo do rexeƬa x ∈
[2,+∞) ∪ {0}.

Na�i sve funkcije f : R → R, takve da za proizvoƩne realne4.
brojeve x i y vaжi jednakost f(x− y) = f(x) + f(y) − 2xy.

( M403)

RexeƬe: Neka je x = y, tada, po uslovu zadatka, vaжi jednakost

f(0) = f(x) + f(x) − 2x2,

odnosno f(x) = x2+ a
2 , gde je a = f(0). Ako je x = y = 0, dobijamo

da je a = 2a, tj. a = 0. Dakle, f(x) = x2 je jedini kandidat za
takvu funkciju. Neposredna provera pokazuje da ova funkcija
zaista i zadovoƩava navedeni uslov.

Postoje li celi pozitivni brojevi x, y, z za koje vaжi:5.

x3 + y4 = z5.

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za 3. razred u A kate-
goriji (zadatak 5.).



REXEƫA ZADATAKA

OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

28.01.2006.

Qetvrti razred – B kategorija

Rexiti sistem jednaqina1.

log2 x + log4 y + log4 z = 2
log3 y + log9 z + log9 x = 2
log4 z + log16 x + log16 y = 2.

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za tre�i razred u A kat-
egoriji (zadatak 1.).

Neka je funkcija f : R → R zadata formulom f(x) = 3 sinx +2.
4 cosx. Odrediti maksimalnu i minimalnu vrednost ove funkci-
je.

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za 4. razred u A kate-
goriju (zadatak 1.).

Na�i vrednosti parametra p za koje jednaqina x4 − (3p+2)x2 +3.
p2 = 0 ima qetiri realna rexeƬa koja obrazuju aritmetiqku
progresiju. (M332)

RexeƬe: Data jednaqina je bikvadratna, pa su Ƭena rexeƬa si-
metriqna u odnosu na koordinantni poqetak, a kako i obrazuju
aritmetiqku progresiju, ona su oblika

−3

2
d, −1

2
d,

1

2
d,

3

2
d.

Ako uvedemo smenu t = x2 polazna jednaqina postaje t2−(3p+2)t+
p2 = 0, i rexeƬa ove jednaqine su t1 = 1

4 d
2 i t2 = 9

4 d
2. Sada,

pomo�u Vietovih formula za kvadratne jednaqine dobijamo

1

4
d2 +

9

4
d2 = 3p+ 2,

1

4
d2 · 9

4
d2 = p2,

odnosno
5

2
d2 = 3p+ 2,

9

16
d4 = p2.

Iz prethodne dve jednaqine dobijamo 9p+6 = 10|p|, pa su traжene
vrednosti za parametar p brojevi 6 i − 6

19 .

Na�i najve�u vrednost funkcije4.



f(x) =
x

x2 + 9
+

1

x2 − 6x+ 21
+ cos 2πx

na intervalu (0,+∞). ( M375)

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za 4. razred u A kate-
goriji (zadatak 2.).

Pretpostavimo da smo realnu funkciju ψ uveli na slede�i5.
naqin

ψ(x) =







x, x > 2,
2, 1 < x 6 2,

2x, x 6 1.

(a) Rexiti nejednaqinu ψ(x) < x;

(b) Rexiti jednaqinu ψ(x) + ψ(1 − x) + ψ(ψ(x)) = 2. (M359)

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za 4. razred u A kate-
goriji (zadatak 3.).


