PEHNIEIHLA 3AIJATAKA OIIIIITMHCKOI' TAKMMWYEILEIHLA N3
MATEMATHWRE YYEHUKA CPEIILUX IITIKOJIA, 02.02.2008.

IIpBu paspen, A kareropuja
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Hemapan 6poj, caemu na je 10 =(-1) = —1 (mod 11).

1
Kaxko je 510

10°
Kako je 5° =5-25-25=5-3-3 =45 =1 (mod 11) u kako je 6poj 10° nepuB ca b, ciaemnu
10°
5
5107 =1 (mod 11).
510 105
510 10° R
Caemu 10 +5 =—-141=0 (mod 11), na oBaj 6poj je memwus ca 11 (Taurenra 49,
crp. 12, M644, Harpanuu 3ananu, pememe y Tanrentu 50, crp. 11).
—x—1, z3a z<1

r—3, 3azxz=>1 , Coeam na je
) =

Hera je f(x) = “|w—1| — 2| —3‘. Kako je | — 1] — 2 = {

—x —4, 3a ¢ < —4
—x — 4, 3a < —1 r+4, 3a —4<zr<—1
r—2, 3a —1<z<1 . 2 —x, 3a —1<or<l1
||x71|72|73: -, 3a 1< <3 , ma je f(z) = x, 3a 1< <3
r — 06, 3a ¢ >3 6 —z, 3 3< <6
x — 6, 3a x> 6

[IpaBa mapasnenna z-ocu Moxke cehm oBaj rpadur y HajBume 6 Tayaka, mro ce goraba 3a 1 <
a < 3.
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Heka Taure O, A, B,C, K, L, D onrosapajy Omunoj kyhu, Auunoj kyhu, 6auku, npksu, Koctunoj

kyhu, Jlasunoj kyhu, npsety, penom. Ilo ycmosuma 3anatka OABC je MO3UTUBHO OPUjEHTUCAH
- —

napasieaorpam. Heka je @ = OA, b= OB. Tana je

- — — - 1
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m+§~n—1:0 u §-m—n:0
— 3 —
Pemasamem oBor cucrema mobuja ce m = — u n = 5 omakie je KD = 3 - KA, na he Ana on

Kocrune xkyhe mo crapor apsera npehu myT my:kume 1,2km.



Heka je konmumumna TpaBe KOjy mojele jenna KpaBa 3a jemaH MaH &, KOJIUYMHA TPaBe KOja u3pacTe
Ha JUBAIU 32 jedaH MaH Y, a MOYeTHA KOJUYWHA TpaBe Ha auBaau z. 1lo yciaoBuma 3amaTira je

2460z =24+24y u 60-30x = z+ 60y,

omariye je y = 10z u 2 = 24 - 60x — 24 - 10x = 24 - 50z.
W3 y = 10z cremu ma je omrosop Ha murame neia (0) HUKAL, jep 3a jeJaH HAaH U3PACTE TAYHO
OHOJIMKO TpaBe Koamko 10 KpaBa momace.

Axo a kpasa nmonace ausany 3a 100 mana, caemu a-100x = z+ 100y = 24 - 502 + 10002 = 22 - 100z,
omakie je a = 22, Tj. oAroBOp Ha muTame gerna (a) je 22 Kpase.

YouenoM wu3bopy 5 KmWUra TakO [Oa HUKOje ABe u3abpaHe KiUre HUCY CYCeIHE, MOMKe Ce
TPUAPYKUTY HU3 HYJIa U jeAMHUIA, TaKO IITO je i-TW WiaH HU3a 1 ako je i-Ta KmuUra m3adbpana,
a 0 ako mmje. OBako mobujen HU3 ce cacToju on 9 HyJa U 5 jeUHUNA W IPUTOM HUKOje IBE
jeouHUIlE HUCY CYyCeIHe.

MebyTtum, u cBaKOM HU3Y KOjU C€ cacToju o1 9 Hya U b jeIUHUIA U TPUTOM HUKO]€ ABE jeTUHUIE
HUCY CycCeIHe OAroBapa jenaH M300p KHUIa KOjU 3aJ0BOJbABA YCJIOBE 3alaTKa, Ia TPaKeHUX
n300pa MMa KOJMWKO OBAKBUX HU3OBA.

Ca mpyre crpaHe, OBakaB HNM3 Ce MOKe BUIETH Kao pacmnopebusame 5 jemununa Ha 10 Mecra
(upe npse myne, usmeby i-te u i+ 1-Be nyne 3a i € {1,2...,8} u nocue 9-te Hyse), Ha je yKymnan

10
6poj OBAKBUX HU30BA <5> = 252 (Taurenra 48, crp. 33, [Mucmenu 3amanu, 3anarak 2).

IIpBu paspen, b kareropuja

KRako meronndpennx 6pojeBa 3ammcaHux HEHAPHUM IudpamMa mMa 55 (cBaka onx 5 mupapa Moke
ce mzabparu Ha 5 HaumHa), a meTomuppeHMx OpojeBa 3amucarux madpama {3,5,7,9} mva 4°
(cBara on b mupapa Moke ce mzabparu Ha 4 HAUMHA), TO HeTOUUPPEHUX OPOjeBa 3ANUCAHUX
HemapHUM mUdpama, mMehy Kojuma je 6ap jemma jemmmwmma mva 5% — 4% (Tamremra 48, cTp. 37,
IMucmenn 3ananm, 3anatax 18).

Hexka je 5p+ 1 = 22 3a merxo € N. Cmemm 5p = (z — 1)(z + 1), ma kako cy 5 u p mpocTu, mocToje
caenehe moryhuocTu:

l.2—1=52+1=p, omakne je p="7 (5-7+1=62);
2. 2+1=50—1=p, onarne je p=3 (5 -3+ 1 =42);

3. x—1=1, 24+ 1=>5p, onarne je bp = 3, Tj. y OBOM CiIydajy HEMa pemema (TPUBUjAIHO HE
Moske Outr x — 1 =5p, x+1=1,jepjedp>luzx—1<z+1).

Iaxkne, p moxe outu 3 unm 7 (Tanrenrta 44, crp. 36, [Tucmenn 3anannm, 3anartak 16).

a, 3a a=0

4. sa a <0 @ CUem na je IuHUja n3 3a0aTKA
d)

Kaxo je a|:{
r+1+y—2=3, 71j.y=4—2, zaz>=>-1Ay=2
r+1—-y+2=3, Tj. Yy =2, 3a z 2 —1Ay <2,

—r—14+y—2=3, 71j. y=6+2, 3a x<—-1Ay=2
—r—1—y+2=3, 1j. y=—2—-2, 3a z<—-1Ay<2,

OHOCHO EKBaapar umja cy remena (—1,5),
(=1,-1), (2,2) u (—4,2) (ma npumep ybGauu-
BamweM T = —1 u y = 2 y ropme jenHAuUHE).
Iujaronana osor ksazxpara je 6 =5 — (—1) =

(~1.5) 51

2 — (—4), na je TpaskeHa HOBDIIMHA T =18 (—4,2

. (2,2)
(Tanrenra 44, crp. 35, Iucmenn 3anamu, 3a-
natak 10). T e ST IR
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Buneru pememe npBor 3amaTka 3a IpBu paszpen A kareropuje.

Buneru pememe ueTBpTOT 3amaTKa 3a TpPBU pas3pen A kareropuje.
Ipyru pa3spen, A rareropuja

Heka je p = 22" +1 =k —1° = (k — )(K* + 31 + K212 + kI® + 1*) 3a meke k,l € N. Kaxo je p
npocr u K* + k3 + K22+ kP + 14 > k—1, cnemn na je k—1 =1, ma je 22" +1=(k+1)° —k° =
5k* + 10k% + 10k% + 5k + 1, onakne je 22" = 5(k* + 2k + 2k? + k), mro je memoryhe (5 me mowe
memutu crenen nBojke) (Tamrenmrta 47, ctp. 16, Harpanuu 3anamm, M609, pememe y Tanrenrn
48, crp. 17).

3amMenoM a u ¢ nobuja ce TpuHOM ¢z’ + bx + a, Unja je TUCKPUMUHAHTA, jeJHAKA AUCKPUMUHAHTL
[IOJIA3HOT TPUHOMA.

Ilpyra omepamnuja 4uyBa pa3iumKy Hyjaa jemHaumHe ar’ + br + ¢ = 0. Kako 3a IUCKPUMUHAHTY

b2
rpurOoMa, az? + bx + ¢ Basku b? — dac = a® <a2 —4. 2) =qa?- ((1:1 ) 4x1z2) = a?(x, — 12)%,

rae cy Ty U Tp Hyje jemraumne ar’ + br + ¢ = 0 (mo BueroBum mpasunmma je 11 + T2 = —— u
a

c .
T1To = a) HU ApYyTra Omepaluja He MeHha JTUCKPUMUHAHTY.

Kako je muckpuvmmanTa TpuOMa 22 —x — 2 jemmaka (—1)2—4-1-(—2) =9, a Tpuroma 22 —x — 1

jemmara (—1)2 —4-1-(—1) =5, cremu na je oarosop Ha mutame nena (a) meratusan (TamremTta
44, crp. 18, Harpanuu 3anamu, M548, pememe y Tanrentu 45, crp. 20).
Opxrosop Ha nurame nena (6) je mosuruBas, jep je (Ha mpumep):

1 2. 3a z=1

2 22 —br+4 —5 42 —bBr+1 <3 422 + 3z.

2.3a z=—2
¢ —x—2 -

2008| — ‘2008 2007| — |2007

IMocroju. Hera je |z| = 1. Tana je |z |z =1lulz |z = 1, 0mHOCHO Tauke Koje
omrosapajy 6pojesnma 22907 i 22908 yanaze ce Ha jeIUHMYHO] KPYKHUIU. Y KOJIUKO IIOCTOJX GPO]
z Takas ma je 22997 = —1 u 22008 ¢ {1, —1}, Tama je Tpoyrao umja cy Temena Tauke oapebeme
6pojesuma 1, 22997 1 22998 ppapoyram (xunmorenmysa Tor Tpoyria je myx oapebena Taukama koje

omrosapajy 6pojesuma 1 u 22°97), ma je mosommO mokazaTm ma mocToju GPOj z Ca HABEICHUM
ocoOuHAMA.

: 1. V3 , .
Heka je zg = — +i—— . Tama je 23 = —1, ma je 23°07 = (23)%6% = (—1)%69 = —1 1 22008 = 2,.,2007 =

—zp € {—1,1}, onnocHO 2y je 6poj ca TpaskeHUM OCOOUHAMA.
[To ycnoBuma 3amaTka cBa TpPU TaHreca Cy MUCTOT 3Haka, na je AABC omrpoyrau. Kako je

tga +tg g

tgfy:tg(7r*(oé+5)):*tg(O‘Jrﬁ):7w7

caemu na (y OPOU3BOJLHOM HEIMPABOYTJIOM TPOYTILY ) BasKU

tga+tgl+tgy =tga-tgf-tgy. (*)

Axo je k = tga, Taga je tg3 = 2k u tgy = 3k, na u3 (x) caemu 6k = 6k, ommocuo k =1 (jep je
k> 0).

K . tg o 1 in 5 tg O 2 .
aKO Cy yIJIOBU OINTPH, CJemn sinq = ————— = — , sinff = ——— = —, sin~y =
Vit+tgZa V2 V1ittg?2g V5

sin « sin 8

t 3

8Y  _ ,maje BC=AB-22% _ \/5u AC = AB -2
V1+tg?y V10 sin 7y sin 7y
Komauno, 06um AABC je AB+ BC + CA =3 ++/5+2y2. (Tanrenra 45, crp. 18, Harpammn
samamu, M579, pememe y Tanrentn 46, ctp. 27).

= 2V/2 (cunycua Teopema).

Axo je M’ rtauka cumerpuuna ca M y ommocy ma cumerpary <BAC, pacrojame tauke M’ on
npasux AB u AC je ro u r3, pemom, u Tauka M’ ce mamasu y <BAC, ma npasa AM’ ceue my:x
BC y meroj taukn A’. Hera cy By u Cy nmomno:xja mopmana u3 B u C, penom, na AM'. Kako
je BC=BA'+ A'C > BB; +CCy u AM' = Ry, cnemun

BC-Ry > BB, Ry +CCy-Ry =2- P(AM'AB) + 2 - P(AM'AC)

(P(AXY Z) npencrasma nospmuny AXY Z), onakae je aRy > cro +brg, 1j. Ry >
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c a ) x
‘rg+—-r1u Ry > —-r1 +— 19, omarue je (rkako 3a x,y > 0 Basku _+Q >2)

Amnagorno je Ry >
b c c Yy oz

> 2

b ¢ c a a b

Ry + Ry + Rz 2> (——|——> T+ (—+—) ro + (— + —) r3 > 2(r + 1o +13).
c b a c b a

JennakocT Basku ako um camo ako je AABC jemmakoctpanuvan, a Tavka M HETOBO TEKUIITE

(Tanrenra 49, crp. 5, Heke mejennakoctu y Besu ca TpoyrioMm, Hejemsakoct (B)).

Hanomena. OBa mejemnarkoct je mosnara u kao Erdés—Mordell-oBa nejennakocT.
Ilpyru pa3spen, B kareropuja

Kako je mospmuna AABC jemnaka 36upy nospmwusaa tpoyraosa MAB, MBC u MCA, ose tpu
nospmure cy jemnake Tpehunu nospmune NAABC.

Kako ANABC u AMAB wwmajy 3ajenauuky crpanuily AB ¥ Kako je OQHOC HUXOBUX IMOBPIIUHA
3 : 1, sucuna AABC woja omrosapa crpanunu AB je Tpu myta Beha on sucune AM AB woja
omrosapa crpanunu AB, Tj. Tauka M ce masa3zu Ha TpaBoj mapaJieiqHoj npasoj AB, koja ce
HaJa3u y ucToj noxypasuu oapebenoj mpaBom AB y kojoj u tauka C' u KoOja je HA pacTojamy
on npaBe AB jemmakom tpehunu sucune AABC koja onrosapa crpanunu AB.

Awnasorno, tauka M ce Hasaszu Ha npaBoj napaJsiennoj mpasoj BC, koja ce Halasu y UCTOJ
noanypasuu onpebenoj npasom BC' y kojoj u Tauka A u kKoja je Ha pacrtojamy on mpase BC
jemmakom tpehunn Bucune AABC roja oamrosapa crpanumu BC, na (ako mocroju) tauka M
Mopa OuTH je muHCTBeHa (IIpaBe ImapaJiesHe ABeMa PAa3INUATAM CTPAHUIAMA HEKOT TPOYTJIA HUCY
napaJiesie, ma Ce CeKy).

Ca mpyre crpaHe, KaKO TERUIITE TPOYIJIA MEJU TEKUIIHE Ty:KA y OomHOCY 2 : 1, pacrojame on
TERUIITA TPOYTJIa IO HEKe CTPAHUIEe TOI TPOoyria je jemHako TpeliMHM BUCUHE KOja OAroBapa
TOj CTPAHMUIMU, ITa TEKUIITE TPOYIJIA 3aA0BObABA YCIOBE 3aIaTKA.

Iaxrme, jequHa Tayka Koja 3aJ0BOJbaBa YCJIOBE 3aTaTKA je TEKUIITE TPOyTJIa.

Wspasu u3 3amarka cy nedunucanu 3a z # 2. Kako je (3a z # 2)

z—3
2—-%

z—3 z—3 _ _
=1®2_E-(2_2)=1<:)(z—3)(z—3):(2—z)(2—z)

S 22—32-32+9=22-2Z2—-224+4 & 24+7Z =15,

5
onakye je Rez = E,jep je w+w=2-Rew 3a caro w € C.

Cnuuno je

ro(20) oo B0 (20,
zZ1+1 zZ1+1 zZ1+1

22—91 2z + 9

& St = 4e 2 9)(L+i) + (224 99)(1—i) =8
& 22 =91 +2124+94+224+9 - 2iz4+9 =8
= —2i(z—%)=10+2(2+%)=10+4-Rez.



5
Kako je Rez = R KaKo je w —w = 2i - Imw 3a cBarko w € C, cmemu 4 - Im z = 20, 7j. Im z = 5.

5
Harne, z=Rez+Imz = 3 + 5i (Tamrenta 41, crp. 32, lucmenu 3amanu, 3anatar 5).

Jenmaunna u3 3anatka Huje mepunucana 3a x € {—2,0,2}.
3a x # —2,0,2 Basku

2 v—4 1

22 —4 2242z a2-—22

& e+ (z—4)(x—-2) = z+2
& 22 —5x+6 = 0,

a mocilenma KBaJpaTHa jeJHAUMHA MMa pemema £ =2 1 T = J.
MebyTum, kako jenHaurHa Huje nepuHucana 3a ¢ = 2, jequHo pemewne je x = 3 (Tanrenra 42,
crp. 42, Ilucmenu 3anamnu, 3agarak 1).

Buneru pemene npBor 3amaTka 3a apyru paspen A kareropuje.

AKO TpBU yTOpPaK y MeCelly HUje U NPBU JaH Y Mecelly, IPBU YTOPaK Y MeCeIy je MCTOBPEMEHO
1 IPBU YTOPAaK IOCJE MPBOT MOHEAEHKA Yy MECEIy, Ia IO yCJIOBUMA 3aaTKa CJIeIu Na je MPBU
YTOpaK y MPBOIOMEHYTOM MECEIy U MPBU JaH TOr Mecena. AHamoruo, y ciaenehem mecery je
cpela MPBU JaH TOT MeceIa.

Iakne, npponomenyTu Mecen uma 7k + 1 nana (3a meko k € N), a rako mecenu umajy 28, 29, 30
unu 31 maH, caemu na je taj mecen gedOpyap W ma je roguHAa IPECTYIHA.

Iakne, caenehu mecer je mapr, a 8. MapT je IpBa Cpexa IOCJe NPBOT YTOPKA y TOM MECELY,
1j. Mapuja je 8. mapT nposesa Ha 3aaTUOOPY.

Tpehu paspen, A kareropuja

Kako je

1 1 1—a

A = |1-a -1 1 |=a®>-3d*+4=(a—2)%*a+1),
1 a-1 -1
a 1 1—a

A, = | -1 —1 1 |=a+0+(a-1)%*—-ala—1)—1-0=0,
0 a—1 -1
1 a 1l—a

Ay, = |1-a -1 1 |=l+a—a>=—(a—2)(a+1),
1 0 -1
1 1 a

A, = |1-a -1 —1|=-d>+2d"+a-2=—(a—2)(a+1)(a—1),
1 a—1 0

3a a € {—1,2} Basku A # 0, na cucreMm 3a OBe G UMa jeAHO PEIICHE

Ax Ay Az o 1 a—1
wra= (530 5) = (0ot i)

3a a = 2 upBa jenHauynHa cucTeMa riacu £+y—z = 2, a rpeha x+y—z = 0, 1a y 0BOM CiIy4ajy
cucreM HeMma pemrena (MTO ce MOIVIO 3aK/bYUYUTU U U3 TOra IITO je @ = 2 ABOCTPYKa Hywna A, a
jemmoctpyra Ay u A}).

3a a = —1 cucrem mocraje
r + y + 2z = -1,
2t - y + z = -1,
r — 2y — z = 0.

Onysumamem npBe jenaaunue on Tpehie, OMHOCHO ABOCTPYKE HPBE jeqHAUMHE OI ApyTre, mobuja
Ce EKBUBAJICHTAH CUCTEM
xr + y + 2z = -1
- 3y - 3z = 1,
- 3y — 3z

|
“l—‘



OTHOCHO
r + y + 2z = -1,
- 3y — 3z = 1,

1 1
omakie je (3a mpom3BOLHO z € R) y:—z—gMx:—l—y—Zz:—1—|—z—|—§—2z=—z—§,Ha

y OBOM CiIydYajy CuUCTeM mMa OECKOHAYHO MHOTO PelleHha

2 1
{(—z—g,—z—§7z) ZER}

(Tanrenra 42, crp. 39, [Iucmenu 3ananu, 3anarak 4).

Heka je r momynpeunur monre, a R, H m s MOXyNpPEeYHUK OCHOBE, BUCUHA U M3BOIHUINA KYIIE
OIMCaHe OKO T€ JIOITE, PeIOM.

W3paskaBameM MOBPHIIMHE OCHOT IPECeKa KyIie

Ha nBa HaumHa, nobuja ce RH = (R 4+ s)r,
omakie je rH R+s, na je RH _ R(R+5)
KJI _— = I =
A ! LT P AIC T3 2
2
3 BHT  R(R4 o)
OIHOCHO ~ = 3 , Tj.
3 4rem
— 37
3
Vk Pk

Vi, P

R
OIT083A 2

Axo je © = 1 cBu maBenenu 6pojesu cy MehycobOHo jemmaru.

Heka je 0 < x < 1. Kako je excnorneHnujanna QyHKIMja CTPOrOo MOHOTOHO omanajyha ako joj je
OCHOBa Mamwa on 1, cienm

x P T

P z®
O<z<l = 29>2">2! = 2l <2 <2®° = 2°>27 >27 = 2% <z
na je (3a 0 < x < 1) Tpaskenu pacunopen

x
T z®

T
T < gt <x

r<x

Heka je z > 1. Kako je ekcnonennujassa QyHKIUja CTPOro MOHOTOHO pactyhia ako joj je ocHOBa
Beha ox 1, caemu

l<z = 2'<2® = 2° <2 = 2% <27

na je (3a x > 1) Tpamkenu pacmopen

r<a® <2 <2t <ux

W3 ycnosa 3 3amaTka ciaenn
flab) _ fta) , $0)
ab a b’

f=)

rae je g : N — NU{0} raxsa na:

na ako je g(x) = , 3aXTeB 3aJaTKa mocraje na ce oxpene csu n € N raksu ma je g(n) = 1,

1. g(1) = 0;

1
— 3a CBakKu mPOCT OPOj p;

p

3. g(ab) = g(b) + g(a) 3a cee nmpuponse a u b.



W3 woBOTr ycmoBa 3 ciaemm ma 3a n = pjl-py? ... pp* (kaHOHCKa (arTopmsanuja 6poja n) Baxku
g(n) = arg(p1) + a2g9(p2) + ... + arg(pr), na Tpeba onpenuTn cBe N 3a Koje je
ag

« «
22y 4 E (1)
b1 b2 Pk

CBu cabupuy y mpeTxonHo]j jemHarocTu cy nosutusad, na je (Vi € {1,2,...,k}) oy < p;. Haron

MHOMKEHa UCTEe jeTHAKOCTU Ca Pi - P2 - ... - Pk, HOOUja ce jJemHAKOCT y KOjO] Cy CBU cabupuu cem

. . o

jemHOT mesLUBU ca p;, Ta U Taj cabupak (py-p2 ... Pk — ) MOpa GUTH meLUB ca p;, ma p; | o,
pi

omakie je oy > p; (3a cBako {1,2,...,k}).

Cnemu na cy csu cabupum y () jemmaku 1, ma ce y TOj jemqHAKOCTH MOjaBibyje CaMO jelaH
cabupak, OMHOCHO TpaskeHu OpojeBu cy O6pojesu obauka pP, rae je p npoct 6poj (Taurenra 44,
crp. 18, Harpanuu 3amanu, M554, pememe y Tanrentu 45, crp. 22).

Herka je cmamuBame 3a 1 cBux OpojeBe HEKe KOJIOHE IIPBa, a yABOCTPydYaBame CBUX OpojeBa

HEKe BPCTe Apyra omepanuja u HeKa ce Ha Tabiam Bpumu cienelim anropuram:

1. youm ce xonona te Tabie;

2. mpuMemyje IpBa olepalyja, HOK HAjMamU eJIeMeHT Te KoJyoHe He mocrane 1 (ckym N je
OrpaHnYeH 0N0310, I1a je 0BO Moryhe ypamuTu);

3. aKO Cy CBU €JIEMEHTH Te€ KOJOHE jelHAK:u 1, ajropmuraM ce 3aBpliaBa, a MHA4Ye Ce Ha CBe
BPCTE KOje OATroBapajy eJeMeHTUMa Te KOJIOHE KOjU CYy jemHaku 1 IpUMeHU IpyTra omepa-
nmja, a HAKOH TOTa BPATU Ha KOPak 2.

Anropuram ce 3aspmasa. 3aucta, Hajsehu 6poj y T0j KOmoHU (MOKe UX OUTHU U BUIIE) C€ HAKOH
IpBe omepalnuje cMamu 3a 1, KA0 U HAKOH IPUMEHEe KOPaKa 3 Ma 2 IPETXOAHOT aJrOPUTMa, Ia
he cBu esmemeHTH yodeHe KOJIOHE y jeAHAOM MOMEHTY mocraru jemsaku 1. [lomHoBHOM mpumeHOM
IpBe oIepaluje CBU eJIeMeHTHU Te KoJoHe nmocTtajy 0.

IIpumena npBe omeparuje HA HEKO] KOJIOHU HE MEHa €JIEMEHTE OCTAJIMX KOJIOHA Te TadJe, a mpu-
MeHa Apyre omnepalje IpupomHe OpojeBe CAMKA Y TPUPOIHE, NOK eJIeMEHTHU Koju cy jemuaku 0
ocrajy 0. Cunenu na cy HAaKOH TOPH-ED AJTOPUTMa CBU OPOjEBU APYTUX KOJOHA OCTAJIM MPUPOIHA
(ako cy 6umu npupoxau), oguocHo 0 (axo cy Ouawm 0), ma ce MOHABLAKEM AJITOPUTMA HA CBUM
KOJIOHAMa OBe Tabje mobuja tabiia y K0joj cy cBu O6pojeBu jemuaru 0.

Tpehu pazpen, b kareropuja

Buneru pememe npsor 3amgatka 3a Tpehu paspen A rareropuje.

Jennaunna un3 3amatka je medpunucana 3a x # 0.

Kaxko je (Vo)|sing| < 1, cremu na je

|L|=‘2~sin2(g)-sin2<%)‘<2-1~1.

Ha ocuoBy HejemnarkocTtu m3amely apurMeTwyke M reOMETPUjCKE HEjeTHAKOCTU, CJIeIn

1 [1
D=—+12"2 5 12=2,
T €T

IpU YeMy jelIHAKOCT BakU ako U camo ako je x2 =1, 1j. z € {—1,1}.

Kako je L = D, mopa 6utu L =D =2, 1j. = € {—1,1}. Mebyrnm, rako je

2 - sin? <%) - sin® (é) # 2+ 2. sin? <_71> . sin? (%1) ,

clem na OBa jeNHAUYMHA HeMa Dellema y CKymny peannunx opojesa (Tamrenmra 46, ctp. 20,
Harpamuu 3ananu, M591, pememe y Tanreatu 47, cTp. 19).

4 . .
IMocnenwe uerupu exune cy mehycobHo omurpasie <2> = 6 MeueBa M y HUMa je OCBOjEHO



6 -2 = 12 noena. Caru o1 OBUX IMO€HA je IPUIAO jeTHO] O IMOCIelme YeTUpu eruie. Kako
cy oue ocBojune 6 +4 + 2+ 2 = 14 moenHa, mocaeAme YETUPU EKUIE CY Y yTaKMUIAMa TPOTUB
mpBe YeTupu exune ocBojuie 14 — 12 = 2 moena, Tj. TOCIEOIH€ YETHUPHU €KUNIE TOOenuse cy
IpBe YEeTUPU EKUIle y jeIHOj YyTaKMUNIM, OJHOCHO IMOCJENhe YeTUPU E€KUIEe U3ryOuie o1 mpBe
verupu ekutie y 4-4—1 =15 yrakmuna (ykynan 6poj yTakMUIa Koje Cy MOCIeIHe YeTUDPU eKUIle
omurpasie mpotus npse verupu exune je 4 -4 = 16) (Tanrenra 49, crp. 13, Harpamau 3amanm,
M651, pememe y Tanrentn 50, ctp. 14).

x
Jennaunse n3 3anaTka Cy AePUHUCAHE 3a ?y >0, |z —y|>0wu |z —y|#1.
W3 mpyre jemnauune caema (x — 1)(y — 1) =0, omakae je x =1 num y = 1.

T
Ako je y = 1, u3 npse jemHaumse cjaemu 5 = lt — 1> = (x — 1)® = 2% — 2z + 1, onakze je

1
202 —5x+2=0,Tj. = € {5 ,2}. Mebyrtum, ako je x = 2, tana je |[x —y| = |2 — 1] = 1, na oso
HUje peIlemne.

Kako je cucrem cumerpuvan mo z u y, 3a x = 1 nobuja ce pememe y = R

1 1
Ilakme, peasmHa pemema CUCTEMA U3 33TaTKa CY (5 ,1) u (1,§> (Tamrenta 42, crp. 47,
Mpujemun ucnuru, 3amatax 13).

Bunmern pememe apyror 3amatka 3a tpehu paspem A rkareropuje.
UYerBpTH pa3pen, A kKareropuja

b
U3 a-2"+b=0-2""4a nobuja ce a-22" + (b—a)-2% — b, omarne je 2% = 1 wmm 2* = —— . Jlaxre,

a
rpadunm f 1 g UMajy TavHO IBE 3ajeIHMYKE TAdvKe akKO M caMo ako je ab < 0 m a # —b u Tana
b
cy o tauke (0,a+b) u (log2 (——) ,0).
a
Axo je n memapan (tj. n =2k + 1 3a mero k € Ny), Tana je
52+l L 192+l = 9. 9% = 9. (~1)* (mod 5)

u HEe MOKe OUTU MOTIIYH KBAAPAT, jep KBaAPaTU IpU Aejbelny ca b Mory maBaru ocrarke 0,1 mim

4.

Axo je n mapas (tj. n = 2k 3amexo k € N) u 2 = 5" +12" 3a mexo z € N, Tana je 52% = 22 —122F =
(x —12°)(x +12%). Axo 5|z —12F u 5| 2+ 127, rama 5| 2-12F = (2 4+ 12%) — (2 — 12¥), mro je
wemoryhie, na je x — 128 =1 u 24+ 12F = 5%% onaxne je 2128 = 5% —1 =25% —1 > 24% = 2k . 12F,
3ak>2cremm 2-12F > 28 .12% > 2.12% w10 je xonrpammkmmja. IIposepom, 3a k = 1 ce nobuja
pememe, Tj. n =2 je jemuHn mpupomHEM GPOj KOjU 3a70BObaBa ycaose 3amatka (52 + 122 = 132)
(Tanrenra 45, crp. 17, Harpanuu 3ananu, M570, pememe y Tanrentu 46, crp. 23).

Axo Gu cBa pemema jemHauMHEe U3 3a0aTKA (21,2, ..., T,—MMa UX N jep MOJUHOM N-TOT CTEIEHA
¥Ma 7 KOMIUIEKCHUX HyJja) Ouaum peannu OpojeBu, Tana OM Ha OCHOBY HejemHAKOCTU uaMeby
. x%—i—x%—i—...—l—xi N
apuUTMETUYKEe U I€OMETPHjCKe CpeauHe OmIIo >V
n

2 / 2 /
(T1+za+. . +z,) =2 (21224 . A Tp_12y) =0/ 225 ... 22, omHOCHO a1 —2an_2 = n-{/ a3,

IITO je Y CYIPOTHOCTHU Ca yCJIOBOM 33 JATKA.

?.23-... 22, omakue je

Heka cy A’ u B’ nomnoxja nopmana AABC u3z tauaka A u B, pemoMm, a «, (3, v oarosapajyhn
AC

AH
yraoBu tpoyriaa. Kako je AAB'H ~ NACA', cnenn A5 — A4 @ KaKo je AA" = bsiny (u3
i b
it (cumycua Teopema), ciaemqu AH = cc.osa =
bsin~y

NACA'), AB' = ccosa (u3 AABB')uc=a- -
sin
actga. Aumanoruo je BH =bctg u CH = bcetgy, na Tpeba mokazaru na je

1
ctga - ct -ct < —.
g gB-ctgy 373 (t)



Kako je tg a+tg f+tgy = tga-tg f-tgy (Bumern A
(%) y 4JeTBpTOM 3amATKy 3a IApYru paspern A
Kareropuje), Ha OCHOBY HejeqHaxocTu uaMabhy

B/
APUTMETUYKE W T€OMETPUjCKE CPEIUWHE CJIEan
tga - tgf - tgy = tga + tgf + tgy > 3 -
Vtga-tgfB-tgy, ommocHo tga - tgf - tgy > 5
B A’ C

3\/5, omakJe Henocpenno caenu (7). Jemmaxoct
BayKM ako u camo ako je AABC jenHakoCTpaHU- OTI 08 4A 4
uvan (Tanrenra 46, crp. 20, Harpanuu 3ananu,

M589, pememe y Tanrentn 47, ctp. 19).

Heka je A cryn pacmopena IIecT TOMOBa EHIUKJIONEOUje, TAKO JOa 1. TOM HHUje HU IPBU HU
mocjenmBy Y HU3Y W 2. TOM Ce HajasW’ mopen 3. Toma, a B ckyn pacmopena mecT TOMOBA €HIU-
KJIOIleIje, TAaKO Oa 1. TOM HUje HU IMPBU HU MOCJENHBU y HU3Y, 2. TOM Ce HAJa3W IMOopel 3. TOMAa
u 5. TOM ce HaJga3u mopen 6. Toma.

C 063upom ma 2. u 3. TOM MOpajy OUTHU jedaH mopel APYror OHU Ce MOTY 3aMUCJIUTHU Kao jeIaH
ToM, Bomelin pauyHa na ce Tako MPEenoJjJoBjhaBa Opoj pacnopena. IIpema ToMme, egeMeHTH CKyIa
A ce MOry BUIETM KaO paclopeny IeT TOMOBa, ¢ TUM na 1. TOM MO:ke OUTU Ha jeaHO] OH TPU
Hekpajie nosunuje (0CcTaau HeMajy OrpaHudYernha) U yHyTap TOMa KOjU je HACTAao ClajameM 2. U
3. Toma Tpeba oapennTH BUXOB pacnopen, ma je |A| =23 -4l =144.

Amnanorno, npumurom ozpebusama |B| ce 5. m 6. TOoM Mory BmmeT:m Kao jemas, ma je |B| =
2-2-2-3! =48.

Konauno, yrkynan 6poj pacnopena koju 3a10BosbaBajy Tpaskene yciaose je A— B = 144 —48 = 96.

YerspTu paspen, b kareropuja

Kako je

1 1 1

A = 1|1 a -3|=a-3a—-1-3-1-0a>=—(a*+2a+5),
a —1 1
0 1 1

A, = 1 a -3|=040-1-0-0—-1=-2,
0o -1 1
1 0 1

A, = 11 3|=14040-0-0—a=1-a,
a 0 1
1 1 0

A, = 1 a 1|=04a4+04+1-0-0=1+a,
a —1 0

3a cBako a € R Basku A # 0, ma cucTeM MMa jelHO pelleHe

( ) = A Ay Az _ ) a—1 atl
PYHENAA A ) T\ 2a+5 a?+2a+5" a®+2a+5

(Tamrenta 46, ctp. 39, Ilucmenu 3ananu, 3anarak 4).

—
9

9] - sin <(Z, 7))

Kako je mopmmHa mapaJesorpama Hazx BeKTopuMma I 1 § jemHaka |T X y] = |Z] -
IxT=0,Fx§=—§xTukako je (o yciaoeuma 3anatka) |a| = |b| = 1 u <(a@,b) = T

5 » CTeIH 13
je TpajkeHa MOBPIINHA jenHAKA

-,

(24 + 3b) x (5_45)] - ‘an6+35x6—85x5—125x5’ - ‘Hl;x&’

"< gl

- -,

- 11-|b|-\c’i|-<1(d’,b):11-sing = 11.

(Tanrenra 46, crp. 39, [lucmenu 3ananu, 3anatak 2).
Buneru pememe tpeher 3anartka 3a tpehu paspen b kareropuje.

Pasan roja canpskm ocy BaJbKa M3 yCJIOBa 33JATKA CeYe JOITY IO KPY/KHUIM MOJYIPEYHUKA T,



a BajbaK IO TPABOYTAOHUKY YIMCAHOM Y OBY
kpysxaUy. Ako cy R u H monynpedsur OCHOBE
¥ BUCUHA OBOT BaJbKA, PEIOM, Taua Cy CTPaH-
ume Tor mpaBoyraonuka 2R m H, a mgujaro-
mana 2r, ma je ([lmraropumma teopema) H? =
4(r* = R*) (0< R <r).

Cnemn ga je mNOBpmMHA OMOTAYa BaJbKa
M(R) = 2RHm = 47 - R- /1?2 — R?, na kKako

je

OIT1084b5 4

—2R 4
/! o . 2 2 . o . 2 2
M'(R) = 4x (\/r B4R s 2)_—T2 _ - (r? = 2R?)

r r

— |uM(R)<03aRe|—,r), 1j. M(R) je MakcumaJzo

5 ) mar) (F5or)mie M)
rim -

2
3a R = % u Tana je H = 2, a 3ampemuHa TOr Basmka V = RZHT = — (TamrenTa 50,

crp. 33, [ucmenu 3anamnu, 3amgarak 3).

caemu na je M'(R) > 03a R € (0,

Hanomena. Ha ocHOBY HejemmarocTu m3amely apuTMermyre m reoMeTpujcke cpeause ciemu R -

R2 + 2 _ RZ . .
vVr2—R?’=\/R?> (r?—R?) < F+0-F) U TIPUTOM jemHakocT Basxu 3a R? = r? — R?, Tj.

2

r .
R = —, 1j. y uperxomgaomMm ce morio nzbehm kopumheme n3Boa.

V2

Bumeru pememe npBor 3amaTka 3a 4yeTBpTU paspen A kareropuje.



