Kako je A; cpemumre mysxu M N, cienu na je XA =

— 1 —_— — —
Amnasoruo je XBy = 3 (XP—l—XQ) u XCy =
1 —_— —
> (XR + XS).
Yersopoyrao XSBM je napasuesorpam (X B
— —_ —

je merosa nujaronasa), na je XB = XM+ XS.
Awnajsoruo, XNCP u XQAR Cy mapasenorpa-
MU, HaJeXC’ XN+XPI/IXA XQ+XR

W3 nperxomuor u 3XT = XA + XB + xXC (jep
je T resxxumre AABC) caenu

PEIMEKBA 3AJATAERKA OIIIIITVMHCKOT TAKMMNYEIBEIBA N3
MATEMATHURE YYEHVUKA CPEIILNX HMIKOJIA, 31.01.2009.

IlpBu pa3pen, A rareropuja

e

(XM + XN)

l\DI»—l

XA+ XB+XCy

wl»—*wl»—lwh—l

- (XB +XC+ XA) S XT,

wro je u tpebaso gokazaru (Tamrenrta 53, crp. 41, [lucmenu 3amaunu, 3amarak 5).

(a) Kako je 3acTym/beH IpPENCTABHUK CBAKE 3€MJbE, CIENM NA WM jeAHA 3eMJba MMa 3 OpencTa-
BHUKa (ocTase Tpu no 1) mau aBe 3eMibe mMajy 2 npencraBHuka (ocrase ase mo 1).

10

20

Axko jemma 3emiba MMa 3 NPEICTABHUKA, H-EH M300D Ce MOKE M3BPIIUTU HA (3) HAUNHA,

meHa 3 opeacTaBHUEKaA Ha (3) Ha4uMHa, OOK Ce€ IIpenACTaBHUK HEKE Ol IIPpEOCTaJMX 3eMaJba

4 ARZANZAN
MO/K€ U3BPIIUTU HA (1) HauWHA, IIa Y OBOj CUTYyallljU IOCTOjU (3) . (3) . (1) =1024

uzbopa.
. 4
Axo mBe 3emibe uMmajy 2 NpenCTaBHUKA, ILUXOB M300p ce MOKe U3BPIIUTU HA HauMHAa,
2

3a CBaKy OJl (bUX 2 IMPENICTABHUKA Ha <2> HaYUHA, MOK Ce IPEeACTABHUK HEKE O IPEOCTaTUX

2 2
4 4 4 4
3eMaJba MOKE M3BPIIUTU HA (1) HAUMHA, IIa Y OBOj CUTyalUju TOCTOjU (2) . <2> . (1) =
3456 uzbopa.

Iakne, oagrosop Ha nurame xesaa (a) je 1024 + 3456 = 4480 usbopa.

(6) Kako cBaka of 3ema/ba MMa HajBUIIE 2 TPeACTABHUKA, CIEIN Na DAp TPU 3eMibe MODPajy
MMATH TPeACTABHUKE, Tj. WJIM TPU 3€MJbe MMajy MO 2 IPeACTABHUKA UM (aKO CBAKA 3eMJba MMAa
IpPEeACTABHUKA) ABE 3eMJbe UMAajy 2, a ABe jemHOr IPeICTABHUKA.

10

4
Axo Tpu1u 3eMJ/be MMaly II0 2 npeacraBHUKa, HUXOB I/I360p ce MOyKe M3BpPpHIMTU Ha <3

HAUMHA, a MO 2 NMPEACTABHUKA y CBAKO] OX BHUX HA <2> HAUMHA, 1a Y OBO] CUTYyaIUju

IANZA
OCTOjU (3) . (2) = 864 uzbopa.



2° Ako mBe 3eMmibe mmajy 2 mpencTaBHUKA (a IBe jemHOr), OPoj m360pa je UCTU Kao y APYTOM
nexy mena (a), Tj. y oBoM ciydajy mma 3456 usbopa.

Iaxkiue, onroop Ha murame mesa (6) je 864 + 3456 = 4 320 uzbopa.

Axo 11tn? + 3n + 5, raro je 121 = 1111, cnemqu u ma 1211 n? +3n+5. Aro 11 |n? +3n+5=
(n+7)(n—4)4 33, cnemn na 11| (n+ 7)(n —4). Kako je 11 npoct 6poj, caenu na je 6ap jeman
onx 6pojeBa n+ 7 u n —4 memus ca 11. Mebyrum, kako je muxoBa pasaura 11, Tana je mempus
u apyru, ma 121 | (n+ 7)(n — 4), omakme 1214 (n+7)(n — 4) + 33 = n? + 3n + 5.

Oyuruuja [ R — R, f(z) = ax + b je bujeknuja axko (u camo ako) je a # 0. Ilputom je
f(f(z)) = f(x) = alaz +b) + b — (ax +b) = (a® —a)z + ab. Axo je 3a meky oBakBy ¢yHKIU]Y
f(f(z)) — f(z) = 562 + 2008, caemn a®> —a = 56 u ab = 2008. Jemro ox pemiema OBOT CUCTEMA
jea=8#0mub=251, tj. pyurmmja f(x) = 56x + 251 je Oujermmuja Koja 3am0BOHABA HABEIEHN
YCJIOB.

Kako je <BCA = «BDA (yrnosu Haju npeunuroM), tauka I je opronenrap AABE, na je

EF 1 AB. Tarobe je u <FEC = <ABC

(yraoBu ca HOpMasHUM EKpamuma). Tpoyrao %z

AFC je upasoyrau (<FCA = 90°) u Basxku / N\
1 N

qFAC = <DAC = §-<ZDSC = 45° (nepudepuu N\

¥ HeHTpasiHy yrao Han trerusom DC'), ma je on
u jemHakokpak, Tj. Baxku AC = CF.

Cunemu na je AABC = FEC (AC = CF u

P—
jeIHAKOCT yTyioBa), Tj. ‘EF‘ = AB, opnaxie

caemu tBpheme 3amarka (Tamremra 52, crp.
23, Harpanuu 3ananu, M722). OIT091A5

IlpBu pa3pen, b kareropuja

o o2n+1 2(n+2)—-3
K = —9_
aRoJe n+2 n+2 n+2

. Rako je n € N, cmenu n+ 2 > 3, a rkako je jeaunu 1eJg00pojHn menuaal 6poja 3 Koju je

, ma 6m Tpaskenum Opoj Ouo 1meo, TO Mopa OuTu u

n+2
He Mawu o 3 jemHak 3, cienu n+2 =3, tj. n =1. Axo je n =1, BpegHOCT TpasKeHOT U3pa3a je
2-1+1
142
IMucmenn 3anamm, 3a1aTaK 5).

=1, Tj. upuponan 6poj, na je jemuuo pememe 3anarka n = 1 (Taurenra 53, cTp. 37,

(a) 3a crako = € R Baxu f(x) =g (g9(z)) —g(x) =3Bz +1)+1— 3z +1) =6z + 3.

(6) Pyurmmja f: R — R, f(z) = axr + b je Oujexuuja ako (u camo aro) je a # 0. IHakue, f
je 6ujexnuja u Bazku f R — R, f7(2) = xg (Tamrenrta 53, crp. 37, IMucmenn 3ananu,

3amaTtak 4).
Wspas p = ¢ (uMniuganuja) je HeTauaH ako U CaMO ako je p TavHo u ¢ Herauno. Cienu:

(a) AU B = B je eksuBasentro ca A C B, na ako je u AN B =), cienn na mopa 6utu A = 0);
JaKjIe, 0Ba UMIUIMKAILIM]a je TauHa ako M caMo ako je mmum A = () uwmu AN B # 0;

(6) AnD =0 je ysex Tauno, na na 6u Ouia TavyHa MMILIMKaMja, Mopa outu A = (); nakue,
0Ba UMIIMKaIlUja je TauHa ako U camo ako je A = (;

(B) m3pas p < ¢ (ekBUBaJIeHNU]a) je TaUyaH aKO W CAMO AKO je WJIM W P TAYHO U ¢ TAYHO WU U
p HerauHo u ¢ HetauHo; A N B = B je ekBuBajenTHo ca B C A, a TO je eKBUBaJIEHTHO Ca
A C B ako u caMo ako je A = B; makje, OBa €KBUBAJEHIM]A j€ TAUYHA aKO U CAMO aKO je
viu A = B nnu ako ¢y A u B weynopenusu (tj. He Baku uu A C B uu B C A);



(r) ako je AC B, rana je A\ B=10 (3a cee A, B), na je oBo TBpheme yBek TauHO;

(m) aro je AUB = A, tana je B C A; ako je, y3 TO, TauHA U OBa UMIUIMKAIWja, CIEIA N je 1
A C B, na mopa butu A = B; narie, oBa UMINUIMKALKXja jé TayHA aKO U CaMO aKO je WU

AUB# Aum A= B.

(Tamrenta 48, crp. 34, ITucmenu 3azmanu, 3a1aTak 7, U3MEHEH).

—x—1, 3a <0

o1 3ax>0,cneﬂnﬂaje
b) =

Heka je f(z) = H:c| —1|. Kaxo je |z — 1= {

—x—1, 3a ¢ < —1
rz+1, 3a —1<2<0
—x+1, 32 0<ae <l
z—1, 3a ¢ > 1

lal = 1] =

IIpaBa mnapaJsenna xz-ocu Moxke cehm oBaj
rpauk y HajBUIIEC YETUPHU Tadake, MTO Ce IO-
raba 3a 0 < a < 1 (Tamremra 48, ctp. 35,
IMucvenu 3ananu, 3axatax 13). OII091B 4

Buneru pememe mpyror 3anatka 3a OpBu paspen A kareropuje.
Ilpyru pa3spen, A kareropuja

Bamenom z = 0 ce mobuja 0 < b? = cos(b?) — 1 < 0, ma caemu b = 0.

Hexa je b= 0. Cuenu, tpeba ofpeInuTy CBE ¢ TAKO Oa BAKU
a(cosz — 1) = cos(ax) — 1.

SamenoMm x = 27 ce nobuja cos(2aw) = 1, ogakae je 2aw = 2k7 3a HeKko k € Z, Tj. a je meo 6poj.
Axo je a = 0, Tpaskena pesanuja je 3aI0BOJbeHA 3a CBAkO peayno z. Ako je a # 0, 3aMeHOM
2w . s . 2w . . . .
r = — ce mobuja cos— = 1, omakriye je — = 2w 3a Hero | € 7Z, 1j. u — je meo O6poj, ma je
a a a
a € {—1,1}. Axo je a = 1, Tpaskena pesanuja je 3aI0BOJbEHA 33 CBAKO PeasHo . Ako je a = —1,
TpakeHa PeJalrja ce CBOAU Ha COST = 1, IITO He BAYKU 3a CBAKO PeatHO  (HA HPUMED HE BasKU
3a x =m).
Hakne, pemene je (a,b) € {(0,0),(1,0)} (Tanrenra 53, crp. 41, [lucmenu 3anamu, 3anarak 1).
3a cBaro a € R jenmaunna f,(z) = 0 je kBagpaTHA U HeHA AUCKpUMUHAHTA je a’ — 4(—2a —5) =
a’? +8a+20 = (a+ 4)2 +4 >0, Tj. oBa jemHaUMHA UMa PeaJHA PEIIeHa, OdakiIe cienu TBpheme
nesa (a).
B 4AC - B?
247 4A

(45 2em) = (5 (9o () 9)

Pyurnuja a — —3 je bujerkmuja (13 R y R), ma je jennaumna TpPaskeHOr Te€OMETPUjCKOI MeCTa
tauaka f: R — R, f(z) = —2? + 42 — 5.

Axo cy 1,4 U T2, KOpenu jennaunse fo(r) = 0 (no meny (a) OHK Cy Yak U PEAJHU U PA3IUIUTH),

Teme mapabone Ax? + Bx + C je < > Cnenu, Teme napaboie f, je

. . 2
10 BuetoBuM npaBuauMa je r1,,+%24 = —Q U T1,4°T2,4 = —20—0, 1a je xia—i—acg,a = (1,0 +T24) —
2-T1,4"T2,0 = a’?+4a+10= (a—i—2)2 +6 > 6, npu yeMy jeqHAKOCT BayKM aKO U CaMO akKo je a4 = —2
(Tanrenra 50, crp. 34, [Tucmenu 3anamu, 3anatax 3)

1 1 1
Mopa 6utu z* + 1022 + 3 # 0, onHOCHO 22 {——,—3}, Tj. 2 {—\/gi,——i,—i, 32’}.



62*+522+6 22

HO,H OBVIM yCJIOBOM je m =2-15- m s

mTo je peasian 6POj ako M camMo

akKo je

22 ) 324 +1022 43 |

1
= (22:0V22+—2€R).
z

Kaxo je t € C peanan 6poj ako u camo ako je t = ¢, caemu (y3 monarau ycaos z # 0)

1 1 1
2 2 _ =2
& AP+ -2 =0
& (z 22) (ZQEQfl):O
(

& (z-2)(z+2) (]2 -1) =0.

Cnemn na je z € R (ako je z —Z=0) nmu z € iR (ako je z+2zZ =0) umum |z| = 1.
624+ 522+ 6

m peajsaH axKO M caMO aKO je

Konauno, crenu ma je

1 1
zeRU{t| teR \/§,—,—,\/§}}u titeCAlt]=1}.
{uleer\{-v3,- = = (tleecall=1)
Heka je u+v =Sy, ww =F,,. Tana je

ut +ot = (u o)t — duw(u? 4 0?) — 6ue?
= (u+v)* —duv(u +v)? + 2(uv)?
= Sy, —4P,,S., +2P2 .

Ilo ycnosuma 3amatka je Sqp = Sz, na u3 a* + bt = 2* + y* caemn
AP, yS3p — 2P7y = 4PuySiy = 27, (Pap = Poy) (Pap + Pay — 257,) = 0. (%)

Axo je Pyp # Py, 03 yMamena ONIITOCTH MO/KE Ce IPETHOCTaBuTH 1a je P,y > Py, ma je

b\* 3 ,
— — . <
<a+2) +4 b]\o,

Tj. v (*) npBu ymHMIAL MOpa OGUTU jemHAK HyJIM, OLHOCHO Py, = Py .

Pap + Pry — 252, < 2ab—2(a+b)* = —2(a® + ab+ b%) = -2

W3 nobujene korTpaauknmje, caenn qa je u Py = P, . Ha ocroBy Buerosux npasmna, cienn na
¢y a,b kopern jemrauune t2 — S, yt+ P, = 0. Amasorso, r,y Kopenu jemmadunne t2 —Spyt+ Py =
0, ma, xako je Sqp = Sgy ¥ Py = Py, caenu na je {a,b} = {x,y}, omarue cnemu u tBpheme
3a,JaTKA.

]!

OcMocIoBHUX peun KOje cagpie Mo TaYvHO OBa CJIOBa a36y1<e nMa m

= 2520 (mepmy-
Tanuje ca MOHABILAHEM).

Hera je X;, i € S ={A,B,B,I'}, 6poj 0CMOCIOBHUX peun, KOjeé CBAKO CJIOBO CAAP/KE TAYHO IBA
myTa 1 Koje caap:ke OBa MCTa CyCcemHa cjoBa i. lama je Opoj OCMOCIOBHUX pPEUM KOje Camp:rke

CBAKO CJIOBO [Ba IIyTa U HUCY CMUCIEHE jeTHAK |XA UXpuXpu XF|, OIHOCHO, IO IPWHINITY
VRIBYUCHA U UCKILYUCHA:

}XAUXBUXBUXF| = U|X1|f U |X10X]|+ U |XiﬁXjﬁXk|
i€S i,jES i,5,kES
i) Caalial)

+ | XpANXpNnXgnXp|
Bpoj |Xi| je jemnak 6pojy mepmyTamuja ca IOHABHAKEM 7 €JIEMEHATa, JeJHOT CACTABJLEHOT Ol
|

IBa CJIOBA ¢ M TPU IIapa MPEOCTAJMX CJIOBa, Tj. jedHAK je = 630.

20-.21.21. 11



Bpoj |X; NX,| je jennakx 6pojy mepMyTanuja ca HOHABbAmEM § eJIeMEHATA, jeIHOI CACTABILEHOT
Ol ABa CJIOBA i, jeTHOT CACTAaBJLEHOT O] NBA CJIOBA j U [Ba IIapa IPEOCTAJIUX CJIOBA, Tj. jeIHAK
!

oo -
Bpoj | X; N X; N Xk| je jenmak 6pojy mepMyTanuja ca NOHABLAKEM 5 €IEMEHATA, JeAHOI CACTa-

BJLEHOI' O ABa CJIOBa i, je,IIHOI‘ CcaCTaBJ/LEHOT O IBa CJIOBa j, jeILHOF CcaCTaBJ/LEHOT O ABa CJIOBa
|

k n nBa mpeocrana (ucra) ciosa, Tj. jemHaK je = 60.

2.1 101!
Bpoj ‘XA NXpNXp ﬂXF| je jemmak Opojy mepmytammja exemenara AA, BG, BB u I'T, Tj.
jemHak je 4! = 24.

Konaumo,

4 4 4 4
| XA UXpUXpUXp|= <1) -630 — (2) - 180 + <3) - 60 — <4) - 24 = 1656,
na je Tpaskenu 6poj (momro tpeba maliu 6poj cmuciaenux peun) jemuak 2520 — 1656 = 864.
Ilpyru paspen, b kareropuja

Ako je x¢ pememe jemmaumme m3 3amaTka, Taza je (—xg)? — |zo| +a = 23 —|x0] +a =0, Tj. @
—xp je pememe Te jenHaumHe. AKO jeqHAUMHA MMa JeIUHCTBEHO PENIeHe, CIeIu Ty = —Ig, Tj.
zo = 0, onarie je a = 0.

Ilakme, jenmaunna je 12— |z| = 0. MebhyTum, oa jemraumna uma Tpu pemema (v € {—1,0,1}), Tj.
HU y OBOM CJIy4ajy pellene HUje jeAMHCTBEHO, Ila TPajkeHn peasan 0poj me moctoju (Tamrenrta
47, crp. 15, Harpamau 3aganu, M607).

2 cnemn v = 22 — y? u —y = 2zy. U3 apyre
1

nobujene jemHavnHe ciaenu na je nau y = 0 uiam x = 3

Kako jezZ =2 —iy u 22 = (x2—y2)+2ixy, 3z =2z

1° Axo je y = 0, npsa jeamaumna moctaje ¥ = x2, tj. x € {0,1}.

. . 1 . P V3 V3
2° Ako je x = ——, mpBa jeAHaUMHA [OCTaje y° = — , Tj. Y€ § ——— , — /.
2 4 2 2
1 3 1 3
Ilakne, pememe 3amaTra je z € {0,1,5 — g -i,fi + g z} (Tanrenra 48, crp. 39, Iu-

cMeHn 3ananu, 3anaTak 20, U3MemeH).

Heka je T mexwumre AABC. Kako Texurire meau TERUIIHY Ay:K y oxHocy 2 : 1, ciuemu ma cy
2 2

Z oty = z
) 373 3 )
Nz ABCT cnemn 3 (ty +1tc) > a (mejemmaroct Tpoyria). Anasoruo, uz AABT cuenn 3

nysxubne AT, BT, C'T jennake -tp, = - te, PEIOM.

2
(to +1tp) > ¢, a u3 AACT caemn 3 (to, +tc) > b. Cabupamem ce nobuja

4
g-(ta+tb+tc)>a+b+c,

. 3 3
onaxne je ta+tb+tc>1'(a+b+0):§-s.

C Az

B1

A Ch B

OII 0925 3



Heka je Ay cpemumre ny:xu BC, a As TtakBa ma je ma je AA; = A1As mw A — A — As.

Kaxko je AACAl = AAQBAI (BAl = CA1 = g, AA1 = A1A2, <IAA10 = <IBA1A2 (yHaI{pCHI/I
yraosu)), ciaequ BAys = CA = b, us AABA; caenu b+ ¢ > 2t, (omer HejeAHAKOCT TPOyLJIA).
Amnanorso je a+b>2t. u a+c > 2t,. Cabupamem oBux Hejennakoctu nobuja ce 2(a+b+ c¢) >
2 (tq + tp + te), omarme ce mobuja t, + tp + t. < 2s.

Buneru pememe npyror 3anatka 3a Apyru paspen A kareropuje.

IIpBu 3amartax muje ypamuiao majsume 40 yuenuka (jep ra je ypamuao Gap 60), ma je Gpoj
napoBa YUYEHUKA, TAKBUX Ja HUjeJaH OJl YUCHUKA Y TOM APy HUje PEIro IMPBU 3aJaTaK, HAjBUIIE

(42()). Kako aHasorao 3akpydmBame Ba:KU U 3a IpEOCTalie 3amaTKe, CJIenu aa je Opoj maposa
VUeHUKa, TAKBUX [a HUjeAH O YUYCHWKA y TOM Iapy HUje PEmuo HEKU O] 3amaraka, He Behn
on b - <420) = 3900. Mebyrum, kako je ykyman Opoj mapoBa yYeHUKA <180) = 4950 > 3900,
ciem na MOCTOJU TTap y4YeHWKa KOjU Cy 3ajemHo pemuiau cBux mer 3anaraka (Tamrenrta 45, cTp.
16, Harpamaun 3anamu, M566).

Tpehu pa3pen, A kareropuja

Jennaunna uma cmmcia 3a x > 0. Heka je ¢t = log;qx. Tana je

10738107 4 o (log?o x — 2logyg ac) =22+ 3z
& 10731007 4 g (log2y = — 2log,« — 3) = 2°
1

1
& o103 o (12 _9p - 3) =1
X X

& 107728y % (P -2t-3)=1.

1° Axko je t € {—1,3}, Tana je t? —2t—3=0u x = 10, ma cienu na oBe BPEIHOCTU IOBOIE IO
pelema jeTHAYMHE.

1
2° Akojet € (—1,3), tama je t?—2t—3 < 0, a kako je u x > 0 cien 10t2_2t_3+—-(t2 — 2t — 3) <
x

10°+ = -0 =1, ma oBe BPEIHOCTH HE MOIY JOBECTH IO PEIICHa jeIHadmHe.
x

1
3° Ako je t € (—oo,—1)U(3,00), Tama je t? —2t —3 > 0, a kako je u x > 0 cienu 106723 4 o

(t2 —2t— 3) > 10° + o 0 =1, ma oBe BpeOHOCTH HEe MOI'Yy HOBECTH OO Pellena jeTHaUnHE.

1
Haxrme, pememe jennavnHe je x € {1—0 , 103} (Tamrenrta 53, ctp. 21, Harpamuu 3anamm, M732).

Ycnos x > 4,y > 5,z > 6 je ekBuBajieHTaH mocrojamy a,b,c > 0, takBux na je x = 4+ a,y =
5+b,z =6+ c. Jlake, ZOBOJBHO je HOKa3aTH Aa ako je a’ + b2 + ¢® 4+ 8a+ 10b+ 12¢ > 13 3a mexre
a,b,c >0, rana jea+b+c> 1.

Hexra je a+b+c< 1. Taga je 0 < a,b,c <1, maje a®>a, b>>b, 2 > c, onaxne je
13>13(a+b+c) > 9a+11b+ 13¢ > a® + b*> + ¢® + 8a + 10b + 12¢ > 13.

W3 nobujene koHTpaaukmnuje, cieqn TBphHeme 3amaTKa.

JemHakocT ce mocTmke ako U caMo ako je a+b+c¢ =1, na caequ (omer je 0 < a,b,c < 1)
13=13(a+b+c)>9a+11b+ 13¢ > a® + b* + ¢ + 8a + 10b + 12¢ > 13,
Tj. jeOHAKOCT Ce IMOCTIKE aKO U CaMO aKo je

4b+2a=0, da*=a, b =b, E=c¢, a+b>+c+8a+10b+12c=13



(mapasmo, a,b,c cy 1 najme HeHeraTuBHU U a + b+ ¢ = 1), ogHOCHO ako u camo ako je a = b =0,
¢=1, 1j. ako u camo ako je (x,y,2) = (4,5,7).

3. DBe3 ymamema OmmTocTu, MOKe ce mpermnocraButu na je (m,n) = 1. Vuaue, ako je m = d-my,
n=d-n; oEmA ce TPOGJIEM CBOAW HA aHAJOTAH 3a m3pa3 1 — 2™ + 2™ (2] =1 |2]9 =1).
Heka je m # 1 u w takBo ma je w™ = —1. Tana je 1 — w™ +w" = 2 4+ w", ma je HOBOJBHO
[IOKA3aTU Oa MOCTOjU OBAKBO w, Tako xa je Re(w™) > 0. Pemema jennaumne z™ = —1 cy

. s .. T 2T L. 27 .

wo-€® 3a k€ {0,1,...,m — 1}, rze je wy = cos — + isin— u € = cos — + isin — . Kako je
) m m m m
woFtwo e+ ...twy-em=wp- (1+5+...+5m_ ) =0 u kako 6pojesu 0,n,...,(m — 1)n yune
NOTIYH CUCTEM OCTaTakKa 1Mo Momyiy m (m u n cy ysajamuo npoctu), caem wy + (wo - €)" + ...+
(wo . smfl)n =uwy - (1 +e"+... 4 s(mfl)”) = 0, ma 6ap jeman ox oBUX OpOjeBa MMa HEHETATUBAH
peanan neo (,,reoMeTpUjCcKn’: AKO je Tauka 2 TEKULITE IPABUIHOL M-TOYIJA, 0ap jeJHO HBEeroBO
TeMe Ce HaJa3W y IPOU3BOJLHO] HOJNYDPABHU Yuju PyO caup:ku taury 2).

Cnyuaj n # 1 ce paqu ananorso (Tj. aHAJOTHO ce mOKasyje ma MeDy pememuma jenHavyune
2™ =1 nocroju 6ap jeaHo, TAKO Aa je PeasHU Ae0 HEerOBOI M-TOI CTEIeHA HEMO3UTUBAH).

4. Y mmsoBuMa (r;)i; u (t;)jn, ce jaBiba Opoj mebus ca n; ako je r; = t; =0 (mod n) 3a Heke ¢ # j,
rana je rit; = r;t; = 0 (mod n), ma y Husy (rit;)i—; He MO:Ke OUTH N Pa3IMUUTUX OPOjeBa, Tj.
OH HEe MOKe OUTU MOTIIyH CUCTEM OCTAaTaKa II0 MOILYIY 7.
Haxkme, 6e3 ymamema ONmITocTu, Heka je r, = t, = 0. Heka je p mpocT ynaunar 6poja n, n = pm.
IIpurom, ako n Huje crenen Gpoja 2, Moke ce uzabparu p # 2. Kako je mpousBon GpojeBa, on
KOjUX je jemaH HeJbUB ca m, Takohe MebUB ca M U KAKO y CBAKOM IIOTIYHOM CHUCTEMY OCTATaKa
MO0 MOIYJIy T MMa jemHak Opoj OpojeBa mebUBUX ca M, CIEON da Ce MOKE MPETIOCTABUTHU O CY
T1,T2, ... Tp—1, t1,t2, ..., tp—1 MW T1t1, Tata, ..., Tp_1tp—1 OPOjeBU KOHIPYEHTHHU ca m,2m, ..., (p—1)m
(v merkoMm penocieny).

1° Ako p | m, rana 3a mero i € {1,2,...,p — 1} Basku 7;t; = m, 1j. 3a mere k,l € N Basxku
n | klm? —m. Cnema pm | m(klm — 1), ma p | klm — 1, mro je memoryhe, jep us p | m cremm
(p,klm —1) = 1.

2° Axo je (p,m) = 1, mo mamnoj ®epmaonoj teopemu je mP~! =1 (mod p), a mo Buicorosoj

(p—1)!'=-1 (mod p), ma cnemn
Ty rper =mP H p— 1) =~1 (mod p).
Amnanorso je ty-ta-... - tp—1 = —1 (mod p) u (rit1)- (rat2) - ... (rp—1tp—1) = —1 (mod p), ma
je
1 = (—1)-(—1)5(’I“l'TQ'...'Tp_l)-(tl-tQ-...-tp_l)
= (rit1) - (rete) - ...  (rp—1tp—1) = —1 (mod p),

na p |2, tj. p=2. Kako je 6upano p # 2 (ako je to moryhe), caenu na je n crenen Gpoja
2. Mebyrtum, mo 1°, caenu ma je n = 2, mTO je y KOHTPAAUKIU]U CA YCIOBOM 3adaTKA.

5. Ha ocuoBy mejemnakoctu usmeby reomerpujcke m XapMOHUjCKe cpemuHe ciemu (3a CBaKO j €

{1,2,...,n})

n—1

1 n—1 n—1 n—1
H(l—f—-) = 1 = T = 1 ’ (T)
i#] i Z@ ;eri ”_1_21+xi

i#] i#]

Ha ocuoBy HejemnarkocTtu m3mely apuTMeTwyke U XapMOHUjCKE CPEIUHE CJIeon

= =
e Y (dm) n-14) @ P
i7] oy

Z 1 - (n —1)2 B (n—1)2 (n—1)2 . )



M3 () u (1) cnemn

H 14 1 . n—1 n—x;
i = — .
Ll T (n—172% 1-—ua;
i£] n—1—-——

n — l‘j

MuoskemeM nocienmux Hejeqaaxkocty 3a j € {1,2,...,n} nobuja ce HejeIHAKOCT U3 3a0aTKA. Je-

MHAKOCT BayKM AKO W CaMO aKO je X1 = g = ... = &, = — (Ha OCHOBY yCJIOBa jeIHAKOCTU Yy TOpe
n

npuMemeHrM HejennakoctuMa cpemuna) (Taunrenrta 46, crp. 20, Harpanuu 3ananm, M597).

1
pyzo pewewe. Pymrmmja f: (0,00) — (0,00), f(x) = In (1—}—;) je wompekcua (f'(z) =
1

fw + — > 0; HapaBHO, padyH U3BOJA CE MOKE u3behu), na no JeHCEHOBO] HEjeTHAKOCTHU
x x
caemu (3a ceako j € {1,2,...,n})

1 —1

Zln(l—i——) > (n—1)In|1+—

i%i i >
i#]
n—1 n—a;

= —1)-In(1 =(n-—1)-In L.
(n=1) n< +1—$j> (= 1) (1—%‘)
Cabupamem nperxonaux HejenHaxocTu 3a j € {1,2,...,n} u ckpahusamem ca n — 1 mobuja ce

" (1 1 < " 1 n—x;
()2 2n (=)
a mpumenoM (pacyhe) ¢ymkmmje e’ Ha mocIenmy HEjeIHAKOCT U HEjeNHAKOCT U3 3alaTka. Je-
MHAKOCT BAasKU KO U CAMO aKO je T1 = Ty =...= Ty = % (f(x) je crporo KoHBEKCHA).
Hanomewna. Hpyro pememe je cumynanuja nokasa Kapamamure wejeonarocmu:
Hexa je f: RT — R xoneexcra dynryuja u
(1,2, xn) = (Y1, Y2y -« s YUn)
(1,02, Ty Y1, Y2, - - - Yn € RT), mada

flx) + fx2) + oo+ flzn) = flyr) + fy2) + -+ fyn)

((x1,22, ..., 2n) = (Y1,Y2, - - - Yn) (Majopayuja) o3HAUABA ma BaEM

n n k

Zz; = Zy; u Zz; > Zy; 3a ceako k€ {1,2,...,n— 1},

i=1 i=1 i=1 i=1
rae je (zh,2h,....20) ((v1,95,...,v),)) n-Topka koja je mobujeHa OX M-TOpPKE (T1,T2,...,Tn)
((y1,y25---,Yn)) HEPMyTAIMIjOM KOODAMHATA, TAKO Ha Baku x) = ab > ... =2z (v) > vyb > ... >

/
Yn))-
Tepbeme 3amaTka HENOCPENHO CJIEIU U3 OBE HEjeIHAKOCTU NpUMeH-eHe Ha (QyHKunjy f(z)
1 . 1-— X,
In(1+ — | m BexTope (1,29, Zn) 1 (Y1,Y2,- -+, Yn), TOE j& Y; = —
3auncra, f je KOHBeKCHa (BUIETH IPYTO DENIeHe 3alaTKa), a 0e3 yMamema ONMTOCTH MOKE Ce

IPETIOCTABUTU Aa je T1 = T2 =2 ... = &y. Tana je (ouurmemmo) y1 < y2 < ... < y, u (3a
ke{l,2,...,n—1})

n

k k k k
k::k-zn:xizkz-z:xi—l—zn:kxigk-z:xi—l—z le :n-in,
i=1 i=1 i=1 i=1

i=k+1 i=k+1 \j=1



na je (3a k€ {1,2,...,n—1})

r k
Zynﬂ'ﬂ =
i=1

—(r1 4+ 22+ ... +xK)

=21+ X2+ ...+ 2
n—1
Kako je u
- n—(x1+xa+...+w)
W
- n—1
=1
caemu (1,22, ..., Tn) = (Y1,Y2, -+, Yn)-

k—n(xy + a2+
n—1

+ +l‘k)

/N
)—‘MF

.
I

=l=x14+x2+...+x,,

Tpehu paspen, b kareropuja

OpnysumameM mpBe jengHadvwHe O APYTe W YeTBPTE, OMHOCHO momaBameM Ha Tpehy, mobuja ce

CRBUBAJICHTAH CUCTEM

r - Yy + z =
my + z =

Yy + 2mz =

2y + 3z =

0,
L,
3,

4.

Onysumamem nBoctpyke tpehie jennauuue (HOBOZOOUjEHOT cUCTEMa) O YETBPTE, OAHOCHO OLY-
sauMameM Tpehe jemHavmHe MTOMHOMKEHE ca m O4 Apyre jemHadynHe, mobuja ce eKBUBaJIEHTAH

cucTeM
r — Yy + z =
(1-2m?)z =
y + 2mz =
(3—4m)z =

N3 IpYyTe U 4eTBPTE jeTHAUNHE MOCJEIIber CUCTEMA CJIe N
—2(1 —2m?) = 0=28m? —13m +5= (m — 1)(8n — 5).
Iakie:

5
1° ako je m ¢ {g , 1}, CHUCTEM HEMa pelleHna;

2° ako je m = 1, cuctem mocraje

2z

(737 717 2)7

U “Ma jeIUHCTBEHO puiewme (x,y, z)

3° ako je m = 3 CHUCTEM IIOCTaje

U UMa jeUHCTBEHO preme (x,y,z) = (12,8, —4)

(Tamrenra 46, crp. 39, [lucmenu 3amanu, 3anatak b).

0,
1—3m,
3)

—2.

(3—4m)(1—3m) = (3—4m)(1—2m?)z =

Heka cy r, h u s, moaynpedyHuk 0OCHOBe, BUCUHA U M3BOJHUIIA, PEIOM, Te Kyle. Tana je MOBpIIUHA

OCHOBe Kyme jemHaka 727, a mospmmHa Kyme 7(r + s)m,

r(r+ s)m = 4r’n, omakye je s = 3r.

ma M3 yCJOBa 3amaTKa CJlIeou ma je



OcHu mpecek OBe Kylle je jeIHAKOKPaKu TPOyrao uuja je OCHOBa 27, BUCHUHA h, a Kpak s, ma Io
IMuraropunoj teopemu ciaemu 12 + h? = s?, omakine je 72 + h? = 92 & h? = &2 < ﬁ =2V2
(h,r > 0). '
Buneru pememe apyror samarka 3a apyru paspen A kareropuje.

Bunern pememe meror 3amatka 3a apyru paspen b kareropuje.

Buneru pememe npsor 3anartka 3a rpehu paspen A kareropuje.
YerBpTH paspen, A kareropuja

. . \%4
Hera je a ocnosma msuna, a H sucuna nupamuzne. Kakxo je V = B-H, ciemu H = — . 36up
a

v
nyskuHa cBUX mBuna npusme je f(a) = 8a + 4H = 4 - <2a—|— —2) (3a a € (0,00)). 3a oBakse a
a

2
dyurmuja f je mupepennujadbunna u saxu f'(a) = 4- <2 — —Z) =8 (1 — K3> Kako je f'(a) <0
a a

3a a € (O7 v/ V) (tj. ma osoMm muTepBasy f omama), f'(a) > 0 3a a € (\/3 V,oo) (Tj. Ha OBOM
unrepsainy f pacre), f'(a) =03aa= V'V (V >0), ciemn na ce y Tausu v V IOCTHAKE MUHAMYM
¢yurmuje f.

. : 14 . . : .
Axo je a = V'V, cnemn H = Pl R a, Tj. y mmramy je Komka crpamume vV V, ma je meHa

i

1
nospmmaa P = 6a’ = 6 - Vi=6- (12\/5) =6- (33 .23 -3)3 = 36V/2 (Tamrenta 53, cTp. 22,

Harpanuu 3ananu, M743).

Herka je tabma cMmemTeHa y KOOPIAWHATHU CUCTEM, TAKO Ia je IEHTAp MOJba KOje je MOMmU-JIEBU
yrao rabae (0,0), a nearap mosma Koje je ropmu-gecau yrao radiue (8,8). Tana je ueHrap cBaxor
nosba Tabiie Tauka yuje ¢y obe KoopamHaTe NeaobpojHe, Ha ¢e Moba Tabjie MOTY HOUCTOBETUTH
ca omrosapajyhum raukama ckyna {(m,n) | m,n,€ Ny,0 < m,n < 7}.

Axo cy (k,1) u (m,n) moma Tabue Heka je (BUXOBO ,,pacTojame”)
dist [(k, 1), (m,n)] = |k —m|+ |l — n|.

Tana je dist[(0,0),(7,7)] = 14; jemam moTe3 crakada MO:Ke CMAHBUTU BPENHOCT IIPETXOIHE
¢yHKIUje HajBumle 3a 3, na ciequ na je k > 5.

MebyTnm, Ha cTapzapaEo 0060jeHOj MAXOBCKO] Taban (Hau3MeHWYHO HpHO-0eno), mosma (0,0) un
(7,7) cy ucre Goje, a cKakad y CBAKOM MOTe3y Mo:ke mpelim caMo Ha moJbe CympoTHe 0oje, ma je
3a TpaskeHO IpebanuBame HEONXOomaH mapaH 0poj ckokoBa. Cumemu k > 6.

2 1
2 4 3

1 1 3 2 3
1 2 1 4 2 1

1 1 1 8 4 4
1 1 2 8 3 2

2 1 1 2 1 2

OIT094A 2-1 OIT094A 2-2 OIT094A 2-3

Kako musom moresa (0,0) — (1,2) — (2,0) — (3,2) — (5,3) — (6,5) — (7,7) crakau mpenasu u3s
(0,0) y (7,7), cnemn nma je k = 6.

Heka je 3a cBako mosbe MO3HATO Ha KOJMKO HaumHa je moryhe mohw mo mera y n moresa (mo-
aazehu ca (0,0)). 3a npousBossHo nome P, HEKa Cy CBa 1I0JbA Ca KOJUX C€ Y jeTHOM IOTE3y MOKE
mohm y P ,moma cycemna ca P”. Tana je 6poj HaumHa Ha KOju je MOTyhe MOCTABUTU CKAKAUA

10



4.

Ha nosbe P mHaroH 1+ 1 moresa jemHax je 30upy O6poja HauUMHA HOJACKA HA CBA MOJbA CYyCeIHA Ca
P makou n more3sa.

Ha raj mauun je moryhe ¢opmumparu rabaumy
Opoja HauMHA [OJACKA Y NPOU3BOJLHO MOJbE
HakOH n nore3a (Ha ciaukama OIT094A 2-(1-3)
je mpukasana osa tabauna 3a n € {1,2,3}; yko- 2.2 1-3
nuKo je taj 6poj 0, mosma Tabauna cy npasHa). 4.4 3.4

31 2.2 34

Ananorna Tabuauna ce MOMKE HAIPABUTU 34
6poj HauyMHA OOJACKA HA IIPOU3BOJLHO MOJbE 4-3 2-2 1-3
y n moresa nonazehum ca moma (7,7); 36or 4.3 4.4
cuMeTpuje, Ta TabINNA 38 HEKO N Ce MOKe I0-
6utu m on mperxoxue tabauie (rj. Tabauie
nobujere nonaszehn ca mosma (0,0)) cumerjom
Yy OOHOCY Ha IJIaBHY AujaroHaty rabmuune (Tj.
yOucuBameM y mosbe (m,n) BPeIHOCTH Koja ce OII 094A 2-4

31 2.2

Hasasnaa y nomy (7 —n,7—m)). Ha 6u ce y mect noresa mouuto us (0,0) y (7,7), morpebuo
je y Tpu moresa nohwu ca (0,0) mo HeKOr mosba, & HAKOH TOra y jOUI TPU IOTE3a Ca TOT MOJba IO
(7,7).

Crnemu na je Tpaskenu Gpoj 36up Gpojesa m3 tabaune OII094A 2-4 (ako je Ha MOBY yIUCAHO
k-1, To 3maun na ce ox (0,0) mo Tor mosma y Tpu moresa Mosxke mohin Ha k HauMHA, & OX TOT MOJLA
mo (7,7) y Tpu noresa Ha | HauMHA; aKO je HEKU o1 oBUX OpojeBa 0, mosse Tabauiue je 0CTaBILEHO
IPAa3Ho).

Haxrme, najMamu Opoj moTe3a Koju je moTpebaH 3a TpaskeHo mpebanuBame je k = 6 u To ce MOKe
ypamutu Ha 4 - (4-34+3-1)+2-(2-2+4-4+2-2) = 108 Hauuxa.

Heka je A’ mommoxje mopmase uz remena A tpoyrma ABC, By cpemumre crpanune AC, a Ci
cpenumiTe crpanute AB.

ITo ycaosuma 3anatra AAA'C je npasoyrau (ca npasum yriom konx temena A'), npu uemy je
nogHoOXEje BucuHe n3 temena A’ cpemumre crpamume AC, Tj. oBaj TpPoyrao je m jeIHAKOKpaKU
(Tj. <BCA =45°).

Tpoyrao OC1B je npasoyrau u <BOC; = <BCA = 45° (uenrpainu u nepupepujcku yrao).
Taxobe, Basku CH = 2 - OC; (xomoteruja umju je meHrap tauyka onucane kpyskauune AABC
nujamerpadsino cynporsa tauku C, u koeduuujenra 2, caura nysx OC, y CH).

OITI094A 3

CH co
Hakne, — = 2- BOl =+/2 (CO; u BO cy xarera u XWNOTEHY3a jeIHAKOKPAKO-IPABOYTIIOT
ABOCY) (Tanrenra 46, crp. 20, Harpaman 3amnamm, M593).

Buneru pememe rpeher 3amarka 3a tpehiu paspen A rareropuje.
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Hera je N € N, ¢1 TakBO Ja BaKU Gy, = Aptq, (mod N) mouesB on Hekor n (IO yCIOBUMA 38,IaTKA
TAKBO (1 IOCTOJU), 2 TAKBO NA BAKU Gy = (ptq, (Mod ¢(N)) modes on Heror n (IO ycIOBUMA
3amaTka TakBo g2 noctoju) u p = H3C(q1,q2). JoBomHO je mokaszaru ma je ap™ = aflj_}p (mod N)
(moueB o1 HEKOT n).

Kaxo q1 | p, ciemst a,4p = a, (mod N) (moues ox weror n), Tj. an-'? = a%+» (mod N), na caemm

n—+ -

na je moBoJsbHO mokaszaru ma N | ap™*? —ap™ = ap® - (af;‘*?*“" — 1) Z()noqu Ol HEKOT N).

Heka je pi" - p5? - ... pp* ranoncka daxropmusamuja 6poja N. Kako je nlirgo a, = 00, IIO4YeB O
HEKOT N BKU Gy, = max{aq, s, ...,qr}. 3a QUKCHO a, Ca OBUM CBOjCTBOM, IOCTOJU j€AUHCTBEHO
paznarame N = Nj - Na, Tako ga je cBaku npoct (pakTtop Opoja Ni u mpocTt ¢arrop 6poja a,
u (a,,N2) = 1. Axo je p; mekn mpoct ¢daxrop Gpoja Ni, ciremu ma p;" | alr, ma un pi | alr,
omaxne N | a. Kaxo je (Na,a,) =1, ciemn a2 =1 (mod Ny), ma kaxo p(Na) | o(N), ¢2 | p
Un+q, = an (mod p(N)) (modes ox mekor n), caemn No | (aln+»~% —1). Ilakae, IOUEB O HEKOT

An+tp _ L0
n Baxku N | alnte —aln.

YerBpTHu paspen, b kareropuja

Rako je
2 1 -1
A = —4 -2 a|=a*-5a+6=(a—2)(a—3),
a—1 1 1
-1 1 -1
A, = a =2 a|=a-—2,
2 1 1
2 -1 -1
A, = -4 a a|=-2a+4=(-2)(a—-2),
a—1 2 1
2 1 -1
A, = —4 -2 a|=d*-5a+6=(a—2)(a—3),
a—1 1 2

3a a & {2,3} Baskn A # 0, ma 3a OBaKBe G CUCTEM MMa JeIMHCTBEHO DEINeHe

oy 2y = (B2 Be By (L2
CHHENA A A ) T \a—3""a-3"")"

Axo je a =3, tana je A, #0u A =0, na y OBOM CiIy4dajy CUCTEM HEMa peIlena.

Axo je a = 2 cucreMm mocraje

2c + y - z = -1,
—dx — 2y + 2z = 2,
r + y 4+ z = 2.

Opnysumamem gBocTpyke Tpehe jenHauwse on mpBe, OMHOCHO NOIABEHEM UeTBOPOCTpPYKe Tpelie
Opyroj, mobuja ce eKBUBAJEHTAH CUCTEM

-y — 3z = =9,
2y + 6z = 10,
r + y + z = 2.

OmHOCHO (Kako Cy mpBa M ApPYyTa jeHAYMHA €KBUBAJEHTHE)

r + vy + z =2
-y — 3z = =95,

omakie je (3a mpousBomwHO 2 ER) y=5-3zuac=2—-y—2=2—-(5—-32)—2=22—3, may
OBOM CJIy4ajy CHUCTEM MMa OECKOHAYHO MHOTO PEIIeHa

{(22 —3,5—3z2,2) | z € R}

12



(Tamrenta 42, crp. 44, Ilucmenu 3amanu, 3anatak b).

Kako je mospmmua mapasenorpaMa Hazx BeKTopuMa T u § jemuaka | X ¢ = |Z] - |y] - | sin<(Z, ¥)],
IxT=0,Fx§=—i§xTu kako je (o ycnosuma 3anatka) |a| = |b| = 1 u <(a@,b) =

je TpaskeHa TMOBPIIUHA jeTHAKa

Pxq = |(@+2b)x (2d — 3b)
- . 7T_7\/§

:‘2&’xd’+45xd’—3&’x5—65x5‘:‘7-5><d’

= 7.1 @ - |sin<(a@,b)| = 7 sin

Ilo ycnoBuma 3anmarka, OOYHaA CcTpaHa NUPAMUAE j€ jeIHAKOKPAKU IPABOYIJIN TPOYTrao, Uuja
je XumoTeHy3a my:kuHe 2, Ta je MOBpmmMHA cBake (o1 Tpm) GouHe cTpaHe jemHaka 1 (kpamu

V22 _
V2

TOT TpOyTIa Cy Oy#uEe /2, Ia je Hmerosa MOBPIIMHA 1). OcnoBa mupamume je

. . 22./3
jeIHAKOCTPAHUYHU TPOYTa0 CTpaHWUIE 2, Ia je HeroBa MOBPIINHA T = \/§

Ilaxne, noBpmusa mapamuze je 3-1+ /3 = 3 ++/3 (Tamrenra 53, crp. 38, Iucmenn 3amammu,
3amaTak 2).

Mspas log, (x(1 — z)) je medpuuncan ako m camo aro je x(l —zx) > 0, Tj. aro m camMo ako je

z € (0,1). Uzpasz —2+ ‘sin ﬁ‘ je meduHECAH aKo U caMo ako je x # 0.
T

Iaxkine, jemHaumna nMa cMucaa ako u camo ako je x € (0,1). 3a takse x Baxu x > 0 m 1 —
x > 0, ma, mo mejennaroctu udMmehy apurmeruuke m reomerpujcke cpemune, caenu r(l — x) <

2
1— 1 1
(#) =+ oZakie je (¢pymrmumja log, z je pactyha) log, (z(1 —x)) < 10g21 = —2.

. . . . 1 .
IIpurom jemmakocT Baskm ako m caMoO ako je r = 1 —x, Tj. ako m camo ako je x = —. Kako je
aIrCoJIyTHA BPEAHOCT HEHETATUBHA, CJIEIU

—2>logy (z(l —z)) = -2+ ‘sinﬁ‘ > -2,
x

. 1
a y OIpeTXOJHOM HU3y Ha CBAKOM MecTy Mopa BaxkuTu jemHaxoct. Cienu ma mopa butm x = 5

1 .
IIposepom, crenu na © = 5 u jecte pememe (Tanrenra 51, crp. 49, [ucMmenu 3ananu, 3anatax
4).

Buneru pememe apyror 3amaTka 3a yeTBpTuU paspen A kareropuje.
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