PEIMEIBA 3AJATAEKA OIIIIITVHCRKOI' TAKMNYEIBLEIBA N3
MATEMATHWRE YYEHUKA CPEIILNX IITKOJIA, 23.01.2010.

IlpBu paspen, A kareropuja

1. Kako je T; teswumre AA;B;C; (3a i € {1,2}), cnemn T; A; + T;B; + T;C; = 0, na je

A1As + B1 By + Ci1Cy = (A1T1 + 1T + T2A2) + (B1T1 + T + T232>

+<QE+EB+B@)

:—%ﬂm+ﬂ&+ﬂ@»ﬁﬂﬂﬁ«ﬂ@+ﬂ&+%@)
—
- 3'T1T2,

wro je u Tpebaso nokaszaru (Tanrenrta 57, crp. 32, [lucmenu 3amanu, 3azarak 5).

2. M3 n =235 (mod 2009) cremu n = 2009p+35 3a Hero p € Ny, ma je n+7 = 2009p+42 = 7-(287p+6),
1j. 7| n+7. U3 n =35 (mod 2010) caexu n = 2010+ 35 3a nero q € Ny, na je n+7 = 2010p+42 =
6-(335p+6), j. 6| n+7. Karo je (6,7) =1, cnenu 42 | n+ 7, na n upu pememy ca 42 naje
ocrarak 35.

3. Rako je <CDB cnomuu y AADC, canenu <CDB = <CAD + <DCA > <DCA = «BCD, na je
BC > DB. Ananoruo je CA > AD, na nocroje tauke P u @ uwa ay:xxuma BC u AC, pemowm,

Tako na je AD = AQ u BD = BP. Kako je C
CQ = AC — AQ = AC — AD = BC — BD =
BC—-BP=CP,<DCQ=<PCDuCD=CD,
ciemu ADPC =2 ADCQ, na je DQ = DP u

<CQD = <DPC. Q P
Crnemu AADQ = ADBP (<ADQ = <DQA =

180° — «CQD = 180° — «DPC = <«BPD =

<DBP u DQ = DP), na je <CAB = <ABC, je A 5 B
AABC je jemmaxokpak (Tamremra 56, cTp. 9,

Harpanuu 3anamu, M801). OIT101A 3

4. Hexka je z = 2010290410201 11 y = 201021, Kako je z = 1020%0-(2012910 4 10) u y = 10%010.2012010,
To 6poj ¥ mma Behum 6poj mudapa ox 6Gpoja y ako u camo ako 6poj a = 2012°19 4+ 10 mva Behn
6poj madapa ox 6poja b = 2012°10. Tlomro je a — b = 10, ako a uma Behm 6poj muadapa ox
b, ocratak b npu mememy ca 100 je me mamu om 90. MebyTtum, Baxm b = 2012010 = 12010 = 1
(mod 100), ma a mema Behwu Gpoj mupapa ox b, Tj. Hu = Hema Behim 6poj mudapa on y (kKako je
x >y, OBO 3HAYM Ia OHM MMajy jemHAK Opoj mudapa).

5. Hexka cy 6oje o3nauene ca a,bu c. Ako je neaTpanaso mosme 060jero 60jom a, moryhu cy ciaenehnu
CJIyYajeBU:

1° Csa uerupu mosma cycemHa IMEeHTPaAJHOM cy obojeHa uctom 60jom. Ta Goja ce moske u3a-
OpaTu Ha 2 HauMHA W TAOa 33 CBAKO YraOHO MOJbe IMOCTOju 2 Moryhnoctu 3a m3bop 6oje
(ako je, Ha mpuMmep, 60ja MOBA CyCETHUX UEHTPAIHOM b, yraoHa Mory Ourtu Goje a uiu c),
ma je y oBoM caydajy 6poj moryhux Gojema 2 - 2% = 32.

2° Tpm moma cycemna MEHTPAJIHOM CYy MCTEe, a YeTBPTO je paszauuurte 0oje. TarBux 60jema
nMa (411) = 4 u 3a cBakO TakBO Oojeme mpeoctasa (yraoHa) mossa ce MOry 0BOjuTH Ha
2?2 maumma (2 yraoHa Tmosba WMajy CyCemHa TOJba pa3IWduuTe 0oje, Ma je mHUXoBa 60ja
jemnosnauno oxpebena; mpeocrana 2 mMmajy cycenHa ucrte 06oje, ma 3a HBUXOBO OOjeme
nocroje 2 moryhmoctn), na je 6poj Gojema y oBoM caydajy 2 -4 - 22 = 32.

3° Ilo mBa cycenmua moJsba cy obojera mcToMm 00joM. Y OBOj CHUTyanMju MOCTOJU ABA CIydaja:



(a) Tloma koja Ccy mujamMeTpaJIHO CYHPOTHA y OIHOCY HA HEHTPAJHO Cy pasauuure 6oje
(oBakBux Gojema mMa 4). Taga 2 yraoHa mossa uMmajy CycenHa Iojba paziauunte 6oje
(ma je muxosa 60ja jemuucTBeno oxpebena), a 2 yraoHa mossa uMajy CyceqHa MoJba
ucre Goje (ma ce muxoBa 60ja Moxke mzabparu na 2 maumua). Cuaemu na je Gpoj
6ojema y oBoj curyanuju 4 - 22 = 16.

(6) IMosma koja cy mujameTpaliHO CYIPOTHA Yy OJHOCY Ha HEHTPAJHO cy ucre 6oje (OBaKBUX

Bojema uMa 2). Tama cBAKO yraoHo moJLe MMa CyCemHa TMOJba pasauduTe 0oje, ma je
muxoBa 60ja jemmacTBeHO onpebena, Tj. 6poj Gojema y 0BOj curyanumju je 2.

Ilakne, akO je mMEHTPAJHO moJbe 0D0jeHo OojoM a, TpaskeHuX Oojema mMa 32 + 32 + 16 + 2 = 82,
ma je ykynan 6poj TpaskeHux Oojema 3 - 82 = 246.
IIpBu paspen, b kareropuja

W3 1° cnemu ma ce emementu ckyna {1,2,3,4,5 6} manasze y makap jemsom oxm A m B. U3 2°
ciemu 2 € A, u3 3° cnemu 3 € A, u3 4° cnemu 4,5,6 ¢ A, a u3 5° caenu 1 ¢ B, ma kako je
1€ AUB, ciemn 1 € A. Iakne A = {1,2}. V3 2° cnequ 2 ¢ B, u3 3° caequ 3 € B, u3 4° caenu
4,5,6 ¢ A, na xako je 4,5,6 € AUB, ciemu 4,5,6 € B, au3 5° cnequ 1 ¢ B. Ilakne A = {3,4,5,6}
(Tanrenra 53, ctp. 37, [lucmenu 3ananu, 3amaTak 2).

(a) Pynrmmja f: R — R, f(x) = ax + b je Cujerimja ako (u camo ako) je a # 0. Cumemu na je

t
x — 5 — 2z 6ujeruuja. Axro je t =5 — 2z, Cnennx:T,Hajeg(t):4-T—7:3—2t (3a
cBako t € R).
(6) 3a cBako x € R Basu f(z) = g(g(x)) =3 —2(3 —2z) = 4o — 3.

(B) ®ymrmmja f: R — R, f(z) = ax + b je Oujerumja ako (m camo ako) je a # 0. Iakme, f
z+3

je 6ujernmja u Bazu f iR — R, f(z) = (Tanrenra 57, crp. 28, Ilucmenu 3ananmy,

3azarak 4).

Bpojesu n u n — 3 cy pazauuure napHocTu, na je 6poj n(n —3) napan. Kako je 14 =2 (mod 4),
ako 2 | m, caenu ma cy 6pojeBu m u m + 2 napHu 6pOjeBU KOJU Jajy Pas3IUdUTe OCTATKE P
memeny ca 4, tj. 0 m 2, ma 8 | m(m + 14). Cneuujanno, oo je tauno 3a m = n(n — 3), mrTo je
tepbheme 3anarka (Tanrenra 57, crp. 28, Ilucmenu 3amanu, 3amaTak b).

Bunmeru pememe apyror 3amgaTka 3a OpBU paspen A rareropuje.

Bumeru pememe meTor 3amaTka 3a OIpBU pa3pen A kareropuje.
Ilpyru pa3spen, A kareropuja

JennaunHa u3 TEKCTA 3a0ATKA je KBAIDATHA W MMa DEAJHA U PA3INYATA DEIICHa aKO U CAMO aKO
je mena mackpummHanTa crporo Belia ox 0, Tj. axo 1 camo axo je 0 < (2(m —1))* —4-1-(m+5) =
4-(m?—3m—4)=4(m+1)(m —4), tj. m € (—o0,—1) U (4, 00).

Kaxro je f(-2) =4-2(m—-1)(-2)+m+5=5(m+1), f8)=9—-2(m—1)-3+m+5=—5(m—4),
f(=2)- f(38) = =20-(m+ 1)(m — 4) < 0 3a rope HaBexneHe BpenuocTu M, mro (Oyayhu na je y
OUTAKy KBAAPATHA jeJHAUMHA) YIPABO 3HAUM Aa OHA MMa TAYHO jenaH kopeH y (—2,3).

Heka je N taura cumerpuuna ca H y ommocy Ha M. Ha ocHOBy Benumkor 3amatka caemu ga N
npunama onucanoj kpyskuunu AABC u na je
<ABN = <«NCA = 90°, ma cuemu ma cy
uerBopoyraosu BNHE u CFHN teruBHu u
man npeununuma EN m FN, penom. Kako je
<NBH =90° —<HBE = 90° — (90° — <CAB) =
<CAB u <NCH =90° — <HCF = 90° — (90° —
<CAB) = <CAB, cnenu na zan (3ajeIHIYKOM)
TetuBoM N H Kpy:KHUIIA OMMCAHUX OKO OBUX
YeTBOPOYIJIOBA JIEKE jeNHAKU YTJIOBU, Ia je
EN = FN, onakne cnequ u HE = HF (Ta—
arenra 56, crp. 8, Harpanuu 3anamu, M799).

OIlI102A 2



Heka je m = ¢/n € Z. Tlo ycnoBuma 3amaTka je m = /n = Kako je z — 1 < [z] < =,

[fo00)

3 3 1000
caenu TOOO 17(7;00 < m? > 1000, omaxme je m > 32 u m > 17(7)1% — 1, omakie je m? < 1000 + 7
1000 + T < 1032 < 1089 = 332, ma je m < 33.
. . . 3 . 132768
Iakne, jenuao moryhe pememe je m = 32, tj. n = 32° = 32768; rako je Tooo | = 32, cnemn nma

oBo u jecre pememe (Taurenra 54, crp. 19, Harpanuu 3anamm, M748).

Hexa je z € (0, ) ny=xr+73 (Tana uy € (0,7)). Taza je sin®z +sin?y =sin®z +cos?z=1u
sin(z +y) = sin (Qx—i— Z) =cos?2z # 1, ma je Hsian+sin2y,sin2(x+y),1}| =2.

Akojem e Nuz = = ¢ (0,%), Tanma je sin(n + 4m)x + sin [(n+4m) <x+ I)} = sin(nz +

27) + sin [n (:v + g) + 27 + 2mﬂ'} =sinnx +sinn (a? + g), Tj. HU3 (sinmc + sinn (ﬂc + g)) je
neN
4dm-nepuonnuan, na je |{sinnz + sinny | n € N}| < co.

Y ,crapmapmaaom”’ Gojemy maxoBcke Tabie, 0b6a uzbadena moJba cy npHe 0oje, ma pasiauka 6poja
Oenux W IPHUX MOJba Haje ocrarak 2 npu aekemy ca 3. Ca mgpyre crpane, m momuHa 2 X 1 u
OoOMUHA, 1 X 2 MOKpUBa jeAHO IMPHO W jemHo 0eso moJne, MOK ,KpcTuh’ MokpuBa 4 mosba jemHe u
jemHo mosee npyre 0Ooje, Tj. 3a CBaky OL (uUrypa Koje Ce KOPUCTe y IOIIOYABAKY j€ PA3IUKa
Opoja Oenux u Opoja MpHUX MOJba AebuBa ca 3. IJlakmge, He MOCTOjU MOMIOUABALE TPAKEHO Yy
3a1aTKY.

Ilpyru pa3spen, B kareropuja

Heka je z = = + iy, =,y € R. Jemmaumma u3 3amartka je exBuBasientHa ca 2(y + 1)i =
4 — /22 + (y—1)2. Tomro je neBa cTpaHa MOCIENHE jeNHAUNHE YMCTO MMATWHADHA, & IECHA
peasiHa, mOCHenma jeqHaunHa je exkpuBaseHTHa ca 2(y+1)i = 0=4— /22 + (y —1)?, 1j. ca
y=—-1luna’+4=16s22=12< xc {-2V3,2V/3}.

Ilaxne, pememe 3amatka je z € {—2v/3 —i,2y/3 — i} (Tamrenra 57, ctp. 29, ITucmenu 3amammu,
3azarTak b).

. 2 .
Arojet =z’ +a2+1 = (z+3) +2 >0, cremn na je jermaunma KOpekTHO meduHUCaHA 3a

(-1 -3)
t

3
CB&KOZ’ERHHOCT&jet+¥<4<:> <0&etell,3], j. 0<a?2+2 <2 Kako

je x € (—oo, —1] U [0,00) pememe mejennauune 0 < 22 + 2, a z € [—2,1] mejennaunne 22 + z < 2,
cllenu Ia je pellene HejeJHaunHe U3 3a0aTKa T € [ 2,—1]U[0,1] (Taurenta 54, ctp. 45, [Iucmenn
3aJanu, 3a1aTaK b).

Kaxro je <BFEA cnomammwu y ABCE, cnemu <BEA = <EBC + <BCE = <ABC, na je

ANABC ~ ANABE («BEA = <ABC u <ABE = 4
AB AC
<IBOA),HajeE:E,Tj. ABQZACAE E
(Taurenra 56, crp. 33, [ucmenu 3anamu, 3a-
martak 1).
B C
OI11026 3

Axo jen =3, tama je n? +9n — 22 =14 =2-7, 1j. oBaj 6poj je cmoxen. Axo je n > 3, Tazma je
n24+9n—22=(n—2)(n+11) m Basu n—2,n+11 > 1, ma je u y oBom cayuajy 6poj n? + 9n — 22
CIIO/KEH, Tj. HU 3a jemHo n > 3 6pOoj M3 ycioBa 3anaTKa HUje HIPOCT.

Bunmeru pememe npBor 3amaTka 3a Apyru paspen A kareropuje.
Tpehu pa3pen, A kareropuja

Hejemmaumna mma cvucaa 3a 4% — 12 > 0, logy(4* —12) >0, 2 > 0, Vo > 0u /x # 1, Tj. 3a



x > log, 13. 3a Takso z je y/x > 1 (0Be norapuramcke QpyHKIMje KOje ce jaBibajy y HejeIHAUNHN
cy pacryhe), na je

log, /7 log, (47 —12) < 2 & log, (4° —12) < (V)* =2
& 47— 12< 2% & (28 —4)(2° +3) <0,

na mMopa 6utu 2% € (0,4], omakue je x € (—o0,2], WTO, Y3 yCIOB NEPUHUCAHOCTU HEjETHAYMHE,
naje pememe x € (log, 13,2] (Tanrenra 56, crp. 7, Harpamau 3amamm, M788).

Hera je © = 1+ 2010! m y = 1 + (2010")!. Kako je 2011 mpoct, HA 0CcHOBY BuiicoHOBe Teopeme
2011 | x, ma rako je x > 2011, z je caosken. Ilomro je u x > 4, canemu z | (z — 1)!, na je
y=(x—-1)!4+1=¢q-x+1 3a neko ¢ € N. Cnemn (z,y) = 1.

Hexa cy «, 3,7 yrnosu koju onrosapajy remernuma A, B, C, pemom, tpoyraa ABC, a R nomympe-

— Q@
YHUK ONUCAHE KPYy:KHUIE OBOT Tpoyriaa. Kako je D cpemumre BC, cnemqu <DAB = <CAD = IR

ma je <DCA = «BCA+ <DCB =~v+ <DAB =~ + %, na w3 upasoyraor ACDM (yrao man

rerusoM C'D omucane gpysgkuaune AABC je %) ciequ CM = CD-cos<<DCM = CD-cos<DCA =
A

= 2Rsin% - COs (’y—l— %)

= R-(sin(a+7)—siny)
2Rsin 3 —2Rsiny  AC — AB

2 - 2
Jpyeo pewewe. Hera je N taura ma AC Taksa
na je AB = AN. Tana je AD cumerpana oy:xu y
BN na je DN = BD = DC' u tpoyrao NDC je D

jemnarokpak, na je M cpemumre C'N, onmakie
. AC — AB OIT103A 3
jeCM=———.

Hexra je ar (3a k € {1,2,...,10}) 6poj omabpanux Ttauara ca mnpase & = k (k-Ta KoJOHA); O
YCJIOBY 3amaTKa je a1 + as + ... + ajg = 21. WM36op mapa Tadyaka y HEKO] KOJOHU CE MOKE
IIOUCTOBETUTU 3a M3DOPOM mapa OAroBapajynmx BpCTa, Tj. aKO HE MOCTOjU TPABOYTAOHUK UWUja
cy temeHna Mebhy omabpaHuM Tauykama, a CTPpAHUIE MapaJiejHe KOODAWHATHUM OcCaMa, Taaa je

()2 (%)

(BpcTa yKymHO MMa 5, ma mapoBa BPCTa UMa (g)) Kaxo je ¢pyuruuja f(x) =

z(x —1)
2

KOHBEKCHa,

u3 JeHcenose HejeIIHaKOCTI/I cJiienun

21
10>1O.f<a1+a2+ +a10) =10-f<—),

10 10

1j. 200 > 231, WTO je KOHTPAAUKIM]a, & CJHEOA Aa MOCTOJU TpaKkeHU npaBoyraoHuk (TaHrenta
56, crp. 8, Harpamuu 3amanu, M797).

OII103A5



Hera je R mpecek k ca mpasom PM. Kaxro je <PMC = <PCM (jep je PM = PC), cnemn na
je RBCM jemuarokpaku tpane3 u CM || RB. Cnemn <MDA = <MNA = <RBA = <AMR
(yrsioBu HaI MCTOM TETUBOM U YTJIOBM Ca MapaJeNHUM kpamuMma), na je ADPM ~ AMPA u
PA.PD = PM? = PC? onaxne je APDC ~ APCA, na je <PCD = <PAC = <ABC = <PBA
(<«PAC = <ABC cuenu u3 jeqHaAKOCTU TAHMEHTHOI U TETUBHOI yrua), omakie ciemu CD || AB.

Tpehu pa3pen, b kareropuja

Kako je

1 1 a

A = |a -1 1|=-a+3a+2=—(a+1)7>a-2),
1 —a -1
1-a 1 a

A, = ~1 -1 1|=0,

0 —a -1

1 1-a a

Ay, = |a -1 1|=-d*+a+2=—(a+1)(a—2),
1 0 -1
1 1 1—-a

A, = |a -1 ~1|=ad*-a®>-2a=a(a+1)(a—2),
1 —a 0

3a a & {—1,2} Basku A # 0, ma 3a OBaKBe G CUCTEM MMa JeIMHCTBEHO DEIIeHe

Ay Ay A, _ 1 a
(x’y’z)_(K’K’K)_<O’a—+1’_a+l)'

Axo je a = —1, Tama je —1 jemHocrpyka Hyda y A,, a ABOCTpyKa y A, ma y OBOM CIydajy
CUCTEM HEMA DPeIlema.

Ako je a = 2 cucreM mocraje

r + y + 2z = -1
2r — y + z = -1,
r — 2y — z = 0.

Ony3umameM JBOCTPYKE MPBE jefHAYWHE O APyre, OAHOCHO Ony3uMameM mnpBe on tpehe, mo-
Ouja ce eKBUBAJIEHTAH CUCTEM

z + y + 2z = -1
- 3y — 3z = 1,
- 3y - 3z = 1,

onHocHO (Kako cy mpyra u rpelia jenqHaunHa €KBUBAJICHTHE)

z + y + 2z = -1

- 3y — 3z = 1,
. 1 1 2
omakie je (3&Hp0H3BOJbHOZ€R)yZ—Z—§H$=—1—y—2Z=—1— —z-3 —2z:—z—§,

IIa y OBOM CJIyYajy CHUCTEM mMMa DECKOHAUHO MHOTO peIlemha

{<z§,z;,z) ZER}

(Tanrenra 58, crp. 28, Ilucmenu 3ananu, 3anatak 4).

Heka je A Bpx, a B,C, A; TeMeHna OCHOBe mupaMuie U3 3aJaTKa. Kako je OHA mpaBUIIHA Ca Tpa-
BUM UBUYHUM yTJIOBUMA Tpu Bpxy A, mocrtoje tauke D, By, Ci, D1, tako na je ABCDA;B1Cy D,
ronka. Onucana cdepa Te KOLKe ce MOKJana ma onucaHoM cpepom mupamuae ABCA; (verupu



HEKOMILTaHApHe Tauke jemHosHauno onpebyjy copepy). Hera je R monympeunur te cepe, a
crpaHnna Kouke (OHa je jenHaka G0uHOj MBHMIM mmpamuze), a H BucrHA mupaMune u3 teMeHa A.
OcHoBHe nBuIe mpaMuze cy ay/ 2 (IujaroHana KBaapaTa), a KakoO je IAjaroHAJa KOIKE IPCUHUK

av'3

chepe, cienqu 2R =av 3, 1j. R= .

2
(VDVE
P(ABCA;)-H )
Sanpemuna mupamune ABCA; jemmnaka je V(ABCA;) = ( 3 ) = 4 3 =
a2H\/§ ..
6 (rme P(AXY Z) o3nauaBa nospuuny AXY Z; ABCA; je jenHakoCcTpaHWYaH, CTPAHU-
e ay/2). MebyTtum, kako je AA; Bucuma mmpammme koja oxrosapa crpasu ABC, crems u
a-a
P(NABC) - AA " 3 ’H 3
V(ABCA,) = ( 30) L 23 :%,HajeaT\/g:%,oﬂa}:nejeH:a\;g.
av'3
2
Canemu " 3 S =3 (TanmrenTa 58, ctp. 28, [Mucmenu 3anamu, 3anatax 1).
a
2

ITo ycuoBy 3anartka je a,b,c,d # 0 u cosx # 0, na caemu u cos(x + ), cos(x + 2¢), cos(z + 3¢) # 0.
cos(z + ) cos(x + 2¢p) cos(x + 3p)
_ 2 c=q+ ——8M~ aqr ——m— 7

W3 ycaosa 3amarka je b=a - , ,d= , Ta je
cos cos cos
cos(x + 2¢p)
a+c ata: COS T cosx + cos(x 4+ 2¢)  2cos(z + ¢) cos p 5
= = = =2cosp m
b .. cos(x + ¢) cos(z + @) cos(z + ) 7
cos x
cos(z + ) cos(x + 3p)
b+d T esw T _ cos(z + ) + cos(z + 3p)
c " cos(z + 2¢p) B cos(z + 2¢p)
cos
2 cos(z + 2¢) cos ¢
= = 2cos,
cos(z + ¢)

onakie ciaemu tBpheme 3amarka (Tamrenra 57, crp. 32, [lucmenu 3amanu, 3anarak 2).

Csako k € {1,2...,n}, no yciaoBuMma 3amaTka, Ipunana jenHoM (M TAYHO jeIHOM, jep Cy IUC)y-
mrTHE) ox ckymosa X \Y, X NY, Y\ X u taj n3bop je He3aBUCAH 3a PA3IAYUTE €JIEMEHTE CKyIIa
{1,2...,n}, na pemema CKyIOBHE jeIHAUMHE U3 3aNaTKa UMa 3".

Bunmeru pememe npsor 3anatka 3a Tpehu paspen A xareropuje.

YerspTHu pa3pen, A kareropuja

3

3 3 3 3 3 3
Heka je g(z) =1+ - -2+ - 22— (1+2)2 u h(z) = (1+ )2 1222y D (3a = > 0;
2 8 2 5 8 16
1
g u h cy Geckonauno mudpepenuujabunne Ha [0,00)). Tana je ¢'(x) = 3 (1 + g -1 +x)2),
3 1
g’ (x) = 7 (1 — m), cnemm g”’(x) > 0 3a x > 0, ma ¢’ pacre, a rarxo je ¢'(0) = 0, ciaemn

g'(x) > 0 3a & > 0; mame, g pacre, g(0) = 0, na je u g(z) > 0 3a x > 0. OBuMm je morazana
,JeCHA” O JBe HejeMHAKOCTU U3 3aJaTKA.

1 2 1
Cuawnuno, h'(z) = g . <(1+x)2 1§+x8), R'(x) = Z . (1—|—x1+§)’ ' (z) = g .
1
1 — ———=|; cmemn h'(x) > 0 3a x > 0, ma h” pacte, a xako je h”(0) = 0, cmemu h"(x) > 0
(14+2)2

3a x > 0; cnemu ma h' pacre, a xako je h'(0) =0, caemu h'(x) > 0 3a x > 0; konauno, h pacre, a
kako je h(0) =0, cienu h(xz) > 0 3a = > 0, Tj. apyra Tpaskena nejeguaxoct (Tamrenra 57, cTp.
32, Ilucmenu 3amanu, 3amarak 3).



Kako mHexu Tom Tyde npyror ako m caMo akO APYTU Tyde IPBOT, CIEAU Ja Ce TOIOBU pacnopebhenu
Ha TPpaKEHU HAUYMH MOIr'Yy IIOAECJUTH Yy IIapOBeE. CBaKI/I Ol TUX IIapOBa CE€ HaJa3u y HeKOj BpCTHU
unu HeKoj KoaoHu. Heka ce v mapoBa Hanas3m y BpcraMma, a k y KOJOHAMA.

ITap koju ce masa3u y KOJIOHU ,,3ay3uMa’ IBE
BpCTE, Tj. Yy BpPCTaMa y KOjuUMa Ce HaJjia3e OBU o0
TONOBU HE cMe OuTwm Bume TomoBa. Kako je

BpcTa yRynHo 8, ciaemu v+2k < 8. Anasiorso je

1
20+k < 8, ma cnemn 3(v+k) <16 © v+k < 36 ,

1j. v+ k <5. Cuenu na ce, mpu ycJIoBUMAa 3a- o0
IaTKa, HA TAbDIy MOKe MOCTABUTU HE BUIIE OJ )

10 Tomosa.

Ca gpyre crtpame, 10 TomoBa ce MOKe
IOCTAaBUTK HA TabJy, TakO na Cy WCIYHeHU o0
YCJIOBU 3a1aTKa, Ha IpUMEp, Ka0 Ha CJIIUIU

OII104A 2. OIlI104A 2

Hexka je H' taura cumerpuuna ca H y omnocy va AB (H' npunana omucanoj kpysxaumu AABC).
Heka npasa FP onucany kpy:xuauinyy AABC y U u V, a npasy H'B y P’'. Tlomro je OF L UV,
F je cpemmmre ny:xm UV, ma je, no nemu o agentupy, F cpemumre nysxu PP'. Cnemu AH'F P’ =
AFHP (HF = H'F, <H'FP' = <PFH, PF = P'F), onakne je <FHP = <FH'P' = <CH'B =
<CAB (Taunreura 57, crp. 15, Harpanuu 3ananu, M820).

OIT104A 3-1 OIT104A 3-2

Jema. (,,nema o aenmupy”) Kposz cpeduwme P memuse SS' kpyoacruye xoncmpyucane cy
memusge AB u CD, maxo da cy mauxe A u C ca ucme cmpane npase SS’. Hexa AD u BC
cexy SS" y E u F, pedom. Tada je EP = PF.

Zoxas. Hera cy Fy u Fy noguoxkja nopmasia u3z F va AB u CD, penmom. Heka cy Fi u Fy

nonHoxkja HopMmasaa uz F wa AB u CD, pemom. Kako je AEPE; ~ AFPF, u AEPFE; ~
EP EFE EP EF

AFPF, cnemn —— = —— = =2 Kako je AAEE, ~ ACFF, (<BAD = <BCD)

AE EE, DE FEEFE,

PF _ FF, " PF_ FF,

ADEFEy ~ ABFF ADC = <AB — = — = .
u Y 1 («ADC = <ABC) cnemn CF ~ Fh u FE,

T FF, FF,

EP\?> EE, EE
Kako je SP = SP’, xopucrehu norennujy tavaxka E u F, ciemm ( ) = ! 2

PF
EEy EE, AE-DE _SE-ES' _SP°-EP* . . oo
FF, FF, BF.CF SF.Fs§ §pz_ppz’ OAIe)e Bm=nrm




2010
Hexka je p pememe 3amarka. Tama je 2010P + 1 =0 (mod p) u (a ocuoBy mase Pepmaose

teopewme, 1j. a? = a (mod p))
2010 2009\ P 2009 1
2010P7  +1= (20101’ ) +1=2010" +1=...=2010" +1=2010+1=2011 (mod p),

na je 0 = 2011 (mod p), tj. p|2011. Kako je 2011 upoct, p = 2011 je jenuno p roje Moke OuTh
perene 3anaTKa.

Hexa je s = 20112°1°, U3 Gunomue popmyme ciemm

2010° +1= (2011 —1)* +1 =1+ Z ( )20112 15 = Z (j) 2011% - (—1)°~*. (%)

i=1

3a i > 2010 pasm 20112010 | 20117, ma s | () - 20117 (~1)*%. 3a 1 < < 2010 Bawku (i1,2011) =

(s—=1)-...-(s— 1
Kako je 6pojumar pas3inomira S =2 (s ) ,' (s—3 + ) nemus ca 20112019 (momto je s =
i 7!

20112°19) " cremm ma (3a 1 < i < 2010) Baskwm s | ( ), na u s | ( ) 2011% - (=1)*~%*. Caemmn ma cy

cBu cabupru y (x) memusu ca s, Tj. p = 2011 je pememe 3anaTKA.
Hakne, jenuuo pememe 3amaTra je p = 2011.

Buneru pememe meror 3amartka 3a Tpehu paspen A kareropuje.

YerBpTH pa3pen, b kareropuja

Kako je

1 1 -1

A =12 3 ml=-m*-m+6=—(m+3)(m-—2),
1 m 3
1 1 -1

A, = [3 3 m|=-m>-m+6=—(m+3)(m-—2),
2 m 3
1 1 -1

Ay = |23 m|=-m+2=—(m-2),
1 2 3
1 1 1

A, = |2 3 3|=—m+2=—(m—2),
1 m 2

3am & {—3,2} Basku A # 0, na 3a oBakBe m (M CaMO TaKBe) CHCTEM MMa jeIUHCTBEHO DeEIICHe

gy (B A AN (L1
z,Y,z)= A7A7A - am+37m+3

(Tamrenta 58, crp. 28, [lucMmenu 3amamu, 3a1aTak b).
- = — 1 —
Kakocy € = @+2-b u d = d—3- b xoIuHeapHu, ca HUMA Cy KOTUHEAPHHI I 3(3? + 2 d) =7
1 - = —
- (c — d) = b (Taurenra 58, crp. 28, [lucmenu 3amaunu, 3anarak 3).
Bunetu pememe apyror 3anatka 3a tpehu paspen B kareropuje.
Hejemmaunna je mepumucama 3a = > 0. Heka je 2 = y*, y > 0. Hejenmaumma mocraje 8 -

3v°+y 4 32v+2 > 32" & 84 9. gu Y > 3V =Y. Axko je z = 3V -y > 0, HejemHaumHa MOCTAaje
9 1)(z—9

8+->2¢& w < 0, omakue je z € (0,9], Tj. 3v°—v < 32, omaxye je y € [0,2] u
z

komauHo, = € [0,16].

3a = € R mocMaTpanu HUA3 je apUTMETUUKA aKO U CaMO ako moctoju d € R, tako na je

d=sin(2n+ 1)z —sin(2n — 1)z = 2-sinz - cos2nz 3a ceako n € N. ()



1° Axko je sinz = 0, u3 (xx) cnemu d = 0, Tj. oBakBu OpojeBu cy pemema. To cy Gpojesn
obmuka & = km, 3a k € Z u, y uarepsany [2009%7,2010%7] ux mma 2010% — 20092 4+ 1 =
2010 + 2009 + 1 = 4020.

2° Axo je sinz # 0, U3 (x*) ciemu ma je mm3 (cos2nw), y KoHcTanTaH. CremujanHo, Bakm
cos 2z = cos4dr = 2 - cos? 2z — 1, omakie je cos2zr € {1, —%}

(a) Axo je cos2z = 1, cremm 2sin’x = 1 — cos2x = 0, tj. sin = 0, mro je memoryhe (y
0BOM cayuajy je sinz # 0).

(6) Axko je cos2x = —
KOHCTAHTAH.

% , caenu cos6x = cos 2z - (4 cos? 2z — 3) =1, ma Hu3 (cos 2nx),  HEUjE

Craenu nma y caydajy 2° HeMa pellema 3aTaTKA.

Hakine, Tpaskenux x uma 4020.



Y mpuiory monuca maJjsemMo Bam 3amaTke U pemema 3anaraka OMIITUHCKOD TAKMUYEH A YUCHUKA
cpenmuX MKOJA, Koje Tpeba ma ce oapsxum 23.01.2010.

IIpencenuux lpymrsa
maremaTuuapa Cpbuje

Bpanxko ITonosuh



Pemema 3amaraka OKpY»KHOT TaKMUUEHA
y4YeHUKa cpenmux mkoJga, 20.02.2010.
OTBOPUTH KOMUCHjCKU IO 3aBPIIETKY

TaKMUYEHa

Pemema 3amaraka OKpyKHOI TaKMUUEHA
yUYeHUKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMUCHUjCKA IO 3aBPINETKY

TaKMUUYEHa

Pemema 3amaraka OKpy>KHOTr TaKMUUEHA
yUeHUKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUT KOMUCHJCKA IO 3aBPINETKY

TaKMUUYEHa

Pemema 3amaraka OKpy>KHOr TakMUUYeHa
yUeHUKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMMCHjCKU IO 3aBPIIETKY

TAKMUYEHA

Pemema 3amaraka OKpY»KHOT TaKMUUYEHA
yUYeHUKa cpenmux mkoJsa, 20.02.2010.
OTBOpPUTU KOMHMCHjCKM IO 3aBPHIETKY

TAKMUUYEHA

Pemema 3amaraka OKpY»KHOT TaKMHUUEHA
YYeHUKa cpedlux mKoJa, 20.02.2010.
OTBOPUTH KOMUCHjCKU IO 3aBPIIETKY

TAKMUUYEHA

Pemema 3anaraka OKpyKHOI TaKMUUEHA
yJYeHUuKa cpenmux mkoJga, 20.02.2010.
OTBOpPUTH KOMUCHjCKU IO 3aBPIIETKY

TAKMUUEHA

Pemema 3anaraka OKpyKHOI TaKMHYEHA
yUYeHUuKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUT KOMUCHjCKU IO 3aBPINETKY

TaKMUUYEHa

Pemema 3amaraka OKpy>KHOr TaKMUUEHA
yUeHUKa cpeamux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMUMCHjCKA IO 3aBPINETKY

TaKMUUYEHa

Pemema 3amaraka OKpY:KHOT TaAaKMUUYEHA
yUYeHUKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMUMCHjCKU IO 3aBPIIETKY

TAKMUYEHA

Pemema 3amaraka OKpY»KHOT TaKMUUYEHA
yUYeHUuKa cpenmux mkoJsa, 20.02.2010.
OTBOPUTH KOMUCHjCKU IO 3aBPIIETKY

TAKMUUYEHA

Pemema 3amaraka OKpY»KHOT TaKMUUEHA
yYeHUuKa cpenmux mkoJsa, 20.02.2010.
OTBOPUTH KOMUCHjCKU IO 3aBPIIETKY

TAKMUUYEHA

Pemema 3anaraka OKpyKHOI TaKMUUEHA
yJYeHUKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpPUTH KOMUCHjCKU IO 3aBPHIETKY

TAKMUUEHA

Pemema 3amaraka OKpy:KHOTr TaKMUUEHA
yUYeHUKa cpenmux mioJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMUMCHjCKU IO 3aBPINETKY

TaKMUUYEHa

Pemema 3amaraka OKpY:KHOT TaAaKMUUYEHA
yUYeHUuKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMUMCHjCKU IO 3aBPIIETKY

TAKMUYEHA

Pemema 3amaraka OKpY»KHOT TaKMUUEHA
y4YeHUKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOPUTH KOMUCHjCKU IO 3aBPIIETKY

TAKMUYEHA

Pemema 3anaraka OKpyKHOI TaKMUYEHA
yUYeHUuKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpPUTH KOMUCHJCKU IO 3aBPHIETKY

TaKMUYEHa

Pemema 3amaraka OKpy:KHOr TakKMUUEHaA
yUeHUKa cpemmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMUCHjCKU IO 3aBPINETKY

TaKMUUYEHa

Pemema 3amaraka OKpY»KHOT TaAaKMUUYEHA
yUYeHUKa cpenmux mkoJsa, 20.02.2010.
OTBOpPUTU KOMUCHjCKM IO 3aBPHIETKY

TAKMUYEHA

Pemema 3amaraka OKpY»KHOT TaKMUUYEHa
y4YeHUuKa cpenmux mkoJsa, 20.02.2010.
OTBOPUTH KOMUCHjCKHA IIO 3aBPIIETKY

TAKMUYEHa

Pemema 3amaraka OKpyKHOI TaKMUYEHA
yUYeHUKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMMCHjCKU IO 3aBPINETKY

TaKMUUYEHa

Pemema 3amaraka OKpy»KHOr TakMUUYema
yUeHUKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMUMCHjCKU IO 3aBPINETKY

TaKMUUYEHa



3anmamu 3a OKpPY>KHO TaAKMUYEH-€

yYeHUuKa cpensmux mkoJa, 20.02.2010.

OTBOpPUTH KOMUCHjCKU IIPEN IIOUYETAK
TAKMUUEHA
(3amamu Ha mabapckrom)

Sanmamu 3a OKPY:KHO TaKMUYEH€

YUYeHUKa cpenmux mkoJsa, 20.02.2010.

OTBOPUTH KOMMCHjCKH IIPEI MOYETAK
TaKMUUEEHA
(3amamm Ha Mabapckom)

3ananu 3a OKPY>KHO TaKMUUYEHe

yUYeHUKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.

OTBOpUT KOMUCHUjCKU TIPE MOYeTaK
TAKMUUEHA
(3amamm Ha Mabapckom)

3anmamu 3a OKpPY>KHO TaKMUYEH €

yUYeHUuKa cpenmux mkoJga, 20.02.2010.

OTBOPUTH KOMUCHjCKU IPEN IIOUYEeTaK
TaKMUUEHA
(3amamu Ha mabapckrom)

3anarnu 3a OKPY>KHO TaKMUUYEHe

yUeHUKa cpemmux mkoJa, 20.02.2010.

OTBOpUTU KOMUMCHjCKU TIPEI MOUYETaK
TaKMUUYEHa
(3amamm Ha Mmabapckom)

3anmanu 3a OKpPY»KHO TaKMUUEH€

yJYeHUuKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.

OTBOpUTH KOMUCHjCKU IIPEN IIOUYEeTaK
TaKMUUEHA
(3amamu Ha Mmabapckrom)

3anmamu 3a OKpPY>KHO TaKMUYEH€

yUYeHUKa cpenmux mkoJsa, 20.02.2010.

OTBOPUTH KOMMCHUjCKU IIpeI MOYUETAK
TaKMUUEEHA
(3amamm Ha Mabapckom)

3ananu 3a OKPY>KHO TaKMUUEHe

yUYeHUKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.

OTBOpUT KOMUCHjCKU TIPEI MOUYeTaK
TAaKMUUEHA
(3amamm Ha Mmabapckom)

3anmamu 3a OKpPY>KHO TAKMUYEH€

yYeHUuKa cpenmux mkoJsa, 20.02.2010.

OTBOpPUTH KOMUCHjCKU IPeN IIOUYEeTaK
TaKMUUEHA
(3amamu Ha mabapckom)

3anmamu 3a OKpPY>KHO TaKMUYEH€
yYeHUuKa cpenmux mkoJsa, 20.02.2010.
OTBOPUTH KOMUCHjCKHA IIPE] MOYETAK
TAKMUYEHA
(3apmanm Ha Mmabapckom)

3ananu 3a OKPY>KHO TaKMUUYEHe
yUYeHUuKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMUCHjCKU TPEI MOUYeTaK
TAKMUUEHA
(3amamm Ha Mabapckom)

3anmamu 3a OKPY:KHO TaKMUYEH €
yUYeHUKa cpenmux mkoJsa, 20.02.2010.
OTBOPUTH KOMUCHjCKHA IIPE] MOYETAK
TAKMUYEHA
(3amamm Ha Mabapckom)

3anmanu 3a OKPY>KHO TaKMUUYEHe
yUYeHUKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMUCHjCKU TPEI MOYEeTaK
TAKMUUEHA
(3amamu Ha mabapcrom)

anmamu 3a OKPY:KHO TaKMUYEH€
yUYeHUKa cpenmux mkoJsa, 20.02.2010.
OTBOpUTI KOMUCHjCKU TIPE MOUeTaK
TAKMUUEHA
(3amamm Ha Mabapckom)

3anmanu 3a OKpPY»KHO TaKMUUEH€
yUYeHUuKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTH KOMUCHjCKU IIPeN IIOUYEeTaK
TAKMUUEHA
(3amamu Ha mabapckrom)

3anarnu 3a OKPY>KHO TaKMUUYEHe
yUeHUKa cpenmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMUMCHjCKU TIPE MOUEeTaK
TaKMUUYEHA
(3amamm Ha Mmabapckom)

3anmamu 3a OKpPY>KHO TaKMUYEH-€
y4YeHUuKa cpenmux mkoJsa, 20.02.2010.
OTBOpPUTH KOMUCHjCKU IPEN IIOUYETAK
TAKMUUEHA
(3amamu Ha mabapcrom)

3ananu 3a OKPY’KHO TaKMUUYEHe
yUeHUKa cpemmux mkoJa, 20.02.2010.
OTBOpUTU KOMUCHjCKU TIPE MOUYETaK
TaKMUUYEHa
(3amamm Ha Mabapckom)



