PEIMEIHA 3AJATAERKA OIIIIITVHCKOT' TAKMNYEIHA N3
MATEMATHURE YJEHUKA CPEIILNX ITIKOJIA, 21.01.2012.

IIpBu pa3spen, A kareropuja

Hexka je F' npecek mopmaJje y Tauku D na npasy BD FE’
n npase BC, nu E’ npecek npasux AF' u CD. Tana je
<F'DC = <F'DB—<CDB = 90°—45° = 45° u <DCF’' =
90°, ma je <DF'C = 45° u ADCF’ je jennakokpako-
npasoyrau. Kako je AD || BC, 1o je <DAE' = <F'F'C, D o
na uz DA = DC = CF' u <ADE' = <F'CF’ = 90° 3a-
kmyuyjemo ma je ADAE = ANACF'E’. Cana je DE' =
E'C, na je E=FE' u cavum tum F' = F, uume je nokas

Q

sappmen. (Tanrenra 62, crp. 40, Ilucmenu 3anmanu, A B
3amaTak 2) OIl 2012, 1A -1
Osumauumo ca p, q u r caenehe uckase:

p : Buhe obmaumo. q : llamahe cuer. r : IllyBahe Berap.

Tana tepbemuma 1), 2) u 3) u3 nocraBke 3aiaTka OAroBapajy pecnektusHo cienehie uckasune Gpopmysie:
Fi=pVqVvr, B=pAg=r,  Fs=-r=(pA-q).

Tpeba npoBeputu na nu je mckasna gopmyrna F = ¢ = r jgoruuka nocienuna gopmyrna Fy, F» m F3, onHOCHO na
au je popmyna Fy A Fh A F3 = F Tayrtonoruja. lokazahemo na je ¢popmyiia

(pVaVvr)An(lpAg =71)AN(—r=(pA—q) = (g=T)

TayTonoruja MeronoMm csobema Ha ancypn (morylie je u npramem tabmune).
IIpernocraBumo ga mperxonHa ¢GopMyiia HHUje TAayTOJIOrMja, OZHOCHO Ma MOCTOje BPETHOCTU MCKA3HUX CJIOBA
p, q, 7 3a xoje je T((pVaVr)A((pAq)=r)AN(—r=(pA—q)) = (¢g=r)) =L. Tana je

T((pVaVr)AN((pAg) =1)AN(-r=(pA—q)) =T, ((g=r)) = L.

Cana je uz gpyre dopmyne 7(¢) = T u 7(r) = L. Iame, kako je uz upse popmyiue 7(—r = (p A —q)) = T, 10
je mpema mperxonaoMm T(p A =q) = T, omnocuo 7(—q) = T. Konrpamueuuja! (Taurenra 65, crp. 18, Harpanan
3anamy, 3axatak M964)

Axo je d € N memmnan 6poja n, onna je m 4 memmnarn 6poja n. Ilputom, je d = 5 ako m caMo ako je nm NOTIyH

kganpar u d = \/n. Jlakme, ako n HUje MOTIYH KBAADPAT, NEJIUOMM OpOja M €€ MOTy TONEJIUTH HA ABOUYIAHE
CKymoBe 00JUKa {d, %} AKo je n mOTHIyH KBAAPAT, UCTO C€ MOKE YPAIUTHU Ca CBUM IEIUOIMMa Opoja n, ceMm +/n.
Cnemu ma je 6poj menuorna 6poja n HemapaH ako ¥ CAMO aKO je M HOTIYH KBaipaT. Kako cy n u n® wmm oba
MOTIYHU KBAApPATU UM 00a HUCY TOTIIYHU KBAJIPATHU, OPOjeBU HUXOBUX HeJUiala Cy UCTe IMapHOCTU, Ha ce He
Mory pasaukoBaTtu 3a 2011, OMHOCHO jemHAUYMHA HEMA PEIICHA.

Heka je D cpemumre crpanune AC, a M rmauka Ha

npasoj BC raksa na je M D | AC. Tlo ycinoBy 3anaTka

AABD je jennakokpaku, te je <ADB = <ABD < 90°, c
ma ce mauka M wmamasu Ha crpamunu BC. Kako ce

TERUINMHA Ny3K U BucuHA u3 Ttemena D tpoyrma AMC

IOKJIaajy, TO je OH jelHakOokparu, ma je <MAC =

<I<MCA = «<BCA. N3 ycnosa 3anatka je <ABM > 90°

u <ADM = 90°, na je D

<DBM = <ABC—-<ABD > <ADM —<ADB = <BDM,

omuocao M D > BM. Hexka je B’ nomnosxkje HopMaJie u3
tauke M ua npaBy AB. Tanma u3 mpaBoyrior Tpoyria
BB'M 3zakmyuyjemo MB' < BM, na je MB' < DM.
Kako je y Ttpoyranosuma AM B’ u AM D ncnymeno AM = A B B
AM, <ADM = <AB'M = 90° u MB' < DM, To je

<IMAD > <B’AM = <BAM, n camuMm TuM OII 2012, 1A -4

<IBCA =<aMAC > <BAM = <BAC — <BCA,

Lo

mTo je m Tpebasio JOKa3aTu.



IIpernocraBumo ma je moryhie mocraBuTy 7 JjoBala TaKO Aa HAANA]y CBa MoJba maxoBcke tabie. [locmarpajmo
pyb6Ha moma maxoBcke Tabie, Tj. moma y3 usuiy tabiae. OBakBux mosma mma 28, ox kojux je 14 6emo u 14 upuo.
IIpumeTumo ma jeman soBall HamMaIa MOJHa UCTEe DOje, Tma MocToju Ooja TakBa maa cy pyOHaA mosma Te DOje HAmaTHyTa
Ol CTpaHe HAJBUINE TPU JIOBIA - HEKa je TO IpHa 0oja. MebyrTum, cBaku soBar Hamnana HajBuire 4 pyOHa MOsba,
TaKO Ia je HamanHyTo HajBume 12 pyOHUX moJba IpHE 60je, KOHTPAIUKIN]A.

Ocam soBalna MOCTAB/LEHUX Y HOJbA YETBPTE KOJIOHE Tabje Hamanajy ¢Ba HOJba, YMME je MNOKa3 y MOTIYHOCTH
3aBPIIEH.

Ilpyru pa3pen, A rareropuja

CabupameM naTux jeqHadymHa J00UjaMo
169 = 2 + dzy + 4y* = (x + 2y)?,

ma je z 4 2y = £13.
IIpsu cayuaj. Axo je x+2y = 13, Tana je x = 13 — 2y, ma 3aMeHOM y IpBY jenHaumuy nobujamo 2y? + 13y — 115 =0,

urja Cy pemema y =5 u y = —%. Ilakse, y oBOM ciyuajy pemema cy naposu (3,5) u (36, —%)

Jpyzu cayuaj. Axo je z+2y = —13, Tana je x = —13—2y, ma 3aMeHOM y IpBY jeaHaunHy mobujamo 2y?—13y—115 =0,
yrja Cy pemema y = —H U Yy = % Ilakse, y 0BO cayuajy pemema cy maposu (—3,—5) u (—36, %)

Pemema jenmauune cy maposu (3,5), (—3,—5), (36,—%) u (—36,%). (Tanrenta 58, crp. 29, IMucmenn 3anany,

3anaTak 4)

[Tocroje peamnu 6pojesn a, B, v € (—5,5) Tako na je a =tga, b=tgf u c=tgy. Tana je

a? b> 2

_ 2 .2 .2
_1+a2+1+b2+1+c2 = sin“ a + sin“ 8 + sin“ v,

ma je cos® a = sin? B + sin? y > 24/sin? Bsin® v = 2|sin Bsiny| (mocnenma mejemmakoct caem us A-I' HejemrarxocTn).
Camuno je cos® B > 2|sinasiny| u cos?y > 2| sinasin B|. MEOKemeM TPeTXOIHIX HejeTHAKOCTH HAJA3UMO 1 je

cos? v - cos? B - cos? vy > 8sin® v - sin? 3 - sin? 7,

ma je
1
tgPa-tg®f-tg’y < 3,
Tj. [tga-tgf - tgy| < ﬁi? OIHOCHO |abe| < ﬁ JemHAKOCT Baskm ako M caMO ako je sin
2 _

2o =sin? B =sin’y = %7

omHOCHO a2 = b2 =¢

N [=

Jpyzo pewewe. Muoxemem mator ycaosa ca (14 a?)(1+ b2)(1 + ¢?) nobujamo na je OH eKBUBAJEHTAH ca
1= 2a%0*c® + b + b*c® + ?a’.

Kako je mo A-I" mejennakocTu

1= 242022 + a®b® 4+ b2 + 2a® > 4V2a2b2c2 - a2b? - b2c? - 2a? = 4v/2a5b6¢5,

To je |abe| < ﬁi JemmarocT Bawm axo u camo ako je 2a’b?c? = a?b? = b?¢? = ?a?, onmocno a? = b? = ¢ = 1.

. 1 1 .
Kako je ctgaa = —, ctgf = ctgy = o ctgd = TO je MOBOJLHO JOKA3aTHU
g7

1
tga tg 8’ tgd’

tga-tgf-tgy+tga-tgh-tgd +tga-tgy -tgd+tgf-tgvy-tgd =tga+tgf +tgy + tgd,
OJHOCHO
(tgar +tgB)(tgy - tgd — 1) = —(tgy + tgd)(tga - tg 3 — 1). (t)
IIpumernmo na je tga-tgf=1<a+=90°Va+=270°<=~v+06 =270°Vy+d =90° < tgy-tgd =1, ma je

() moBomwHO mokaszartu y cayuajy na je tga-tgf u tgy - tgd pasauunro ox 1. Mebyrum, Tana () caemu us

tgy +tgd

tga +t o
BOTIES (a4 B) = —tg (360 —a- A =te o) = - oS

1—tga-tghB

(Tanrenra 57, crp. 32, ITucmenu 3amanuy, 3anarax 1)



Heka je F tauka ma crpanunu BC rtakBa na DFE
nomupyje ymucanu Kpyr. Rako je

<ADFE 4+ <«<DAC = 2-<ADS+2-<DAS
= 2-(180° — <ASD) = 180°,

o je DE || AC. Kaxro je D cpemumre nysku AB, To je
DFE cpenmmwa nuauja tpoyriaa ABC, na je 2-CE = CB.
Kako je uwerBopoyrao ADEC TanresTas, To je

;-AC=A0+DE:AD+CE=%-(AB+BC),
Tj. AB + BC = 3AC. OTI 2012, 2A — 4

Hokaxkumo na, ako je m = n, nobebyje Ipyru urpau, a y cynporaom IIpsu (IIpBu urpad je oHaj umjun mOTE30M
[OYnE:e Urpa).

Axo je m = n, IIpyru urpau y cBakoM CBOM nore3y Tpeba ma ,ononama’ more3 IIpsor, Tj. ako [IpBu monenn
HEKY TOMUIY, OH Tpeba Ipyry ca UCTUM OpOojeM 3KeToHa Na MOIeau Ha WCTU HauuH. Ha Taj HauuMH mocje CBakKor
noresa Jpyror 6poj romuia je napan (Hup. 2k), upu yemy cy OpOjeBU KETOHA HA TOMUIIAMA L1, L1, L2, L2, . . ., Lk, Tk
(apyrum peunMa, 3a cBaku Opuponal 6poj | bulie mapan 6poj romuia ca no [ skerona). akie, IIpyru yBek Moxe
& OJWrpa MOoTe3, Ia KAKO Ce Urpa 3aBpuiaBa (Iocjie KOHAYHO MHOTO IIOTe3a), OH UMa MO0eIHUYKY CTPATEeru]y.

Axo je, Oe3 ymamema ommrocTu, m > n, [IpBu Tpeba ma roMuiry ca m ;KeTOHA MONeU Ha JeIHYy Ca 1 U M — N
FOMUJIA Ca TO jeITHUM KEeTOHOM. 3aTUM Ipey3uMa crpaterujy Ipyror ommcamy rope.

Tpehu pazpen, A kareropuja

IIo BueroBum ¢opmystama Baske jeIHAKOCTU T + T2 + o3 =4 U 2122 + T2T3 + 2321 = —a, 1a je
0= (z1 —2)2+(x2 —2)2+(x3—2)2 = (x1+x2+x3)2—2-(xlxg—i—xgxg—l—xgxl) —4-(x1 +x2+23) + 12 =12 + 24,

omnHocHO a = —6 je pememe 3anatka. (Tamrenra 60, cTp. 28, [Tucmenu 3anamu, 3anaTak )

W3zpasu logs(ctg ) u log,(cos ) nepunucanu cy axko je ctgx > 0u cosx > 0, omaocuo 3a x € D = o, (2k7, 2km+7).
Karo cy ¢yrrnuje logs(ctgx) u log,(cosx) mepuoaudne ca 3ajeIHUYKOM IEPUOAOM 27, TO je jeJHAUMHY JOBOJHHO
pemuty Ha uaTepBaay (0,%). Heka je x € (0, 5). Tana je

(1) 2logg(ctgx) =logy(cosz) < 2- (logs(cosx) — logs(sinx)) = log,(cos x)
2 —log, 3
(2) ’

W . 1Og2 (COS Z‘) = 1Og2 (sin .13)

[Mocmarpajmo ¢yusnuje f,g: (0,5) — R, 3anare ca

2 —logy, 3

1@ = 5908, 3

- logs (cos z), g(z) = logy(sinz).
Kako je ma mocmMaTpanoM mHTEpBaJy (GyHKOMja COSZ CTPOro omamajyha, To je m ¢pymrmnumja log,(cosz) taxobe
crporo omanajyha (momto je ¢yurmuja log, ¢ crporo pacryha). Mmajyhiu jom ma ymy ma je 0 < logy3 < 2, To
2 —logy 3
je &2
2 -logy 3
vaTepBasay ¢yurmuja g(x) crporo pacryha. 36or osora jemmauuna (2) MOke UMATH HAJBUILE jEIHO PEIICHE.
3aucra, akKo je a HEKO pelleme Te jemHauuse, 3a ¢ > « Baxku f(z) < f(a) = gla) < g(x), a 3a = < «a, f(z) >
fla) = g(a) > g(z). OBum cmo mokazanm na jensauumna (2), a Tume u (1), ma waTepsaty (0, 7) nMa HajBUIIe jeIHO
pememe. Kaxko je

> 0, te je ¢pymrmuja f(z) crporo onamajyha. CuamdHO OBOM 3aKbydyjeMO & je Ha IIOCMATPAHOM

1

m T
210g3(Ctg g) -1, 10g2(cos g) = log2 5 =1,

1
= 210g3% =

TO je x = % jeImHO pememe mosasHe jemHaumse Ha unTepsBaty (0, 7).

. 0
Pemema nonasue jennadumsue cy x = 3 + 2km, 3a cBe k € Z.
Ilokaskumo ma cBaku on OpojeBa n = 2 -3, m € N, 3amoBosmaBa naTy jeqHAKOCT. 3auCTa
n

p(n) = p(2:3") = p(2) - p(3™) = 3" =31 = 23771 = 2.

Kako 6pojesa obuuka 2 - 3™ uma Geckonayno mHOro, tepheme 3amarka je mokazano. (Tamremra 65, ctp. 21,
Harpanuu 3ananu, 3amarax M985)



IMpumeTuMO 14, YKOJIUKO YPEIUMO CTPAHUIE IMEeCTOyraa (3ajeHO ca KPYsKHUM ONCEYNUMa KOJU Cy HAJErJad Ha
BUX), OIeT HOOKjaMO KPYSKHUILY UCTE BEJIUYUHE. 3aT0, JOBOJLHO je OJPeIUTH 0Ny IPEYHUK KPYKHILE ONUCAHE OKO
mecrtoyria Ay AsAsAsAsAg Taksor na je A1As = AgAs = 2, AsAs = AsAg =T u As3Ay = AgA, = 11. Tlpumerumo
na je rama Ay Ay = D npeunur kpyra, na npumenom llTomomejeBe Teopeme Ha ueTBOopoyrao AjAsAz3A, mobujamo

VD2 —121-\/D2? —4 = A1 A - Ay Ay = A1 Ay - AsAs + Ay Ay - AsAq = TD + 22.

KpaapupameM mpeTxomHor n3pasa u cpebusamem mobujamo jemmauwmmy P(D) = D - (D? — 174D — 308) = 0. Kaxro
je P(D)=D-(D —14)-(D? + 14D + 22), To je jeauHo MO3UTUBHO pemen.e nate jemnaunne D = 14. Kako mpeunux
naTe KPYsKHUIE MOpa 2 3aI0BOJbAaBA MPETXOMIHY jeTHAKOCT, TO je TPAKEHU MOJYyNPEYHUK jeTHAK 7.

IloBospHO je pa3morpuru cieneha mgBa ciaydaja.

IIpsu cayuaj: 2 | n, Tj. n = 2k, 3a mexo k € N. Jlokaszknmmo ma je m = k + 1. Hawmme, y monckymy {2,4,...,2k}
HeMa y3ajaMHO mpoctux 6pojeBa. C mpyre crpane, npernoctasumo ga X C N, uma k + 1 exement. [Tomemnmo
cBe esemente u3 N, y mapose: 1 u 2, 3 u 4, urn. 2k — 1 u 2k. V3 Gap jemnor mapa cy y ckymy X oba 6poja, a
OHU CY y3ajaMHO MPOCTH.

Apyeu cayuwaj: 2 ¥ n, tj. n = 2k + 1, 3a verko k € N. Ilorasxkumo na je omer m = k + 1. Cuwnuno kao rope, y
{2,4,...,2k} mema ysajammo mpoctux Gpojea. Herka X C N, mma k + 1 emement. Ilomenmmo cre esemente m3
X ocum jemuuune y napose: 2 u 3, 4 u b, urn. 2k u 2k + 1. Cana, uan y X mmamo oba ejeMeHTa U3 HEKOD O
mapoBa, uiu je y X jeIuHUIA KOja je y3ajaMHO IPOCTa Ca CBAKUM APYTUM €JEeMEHTOM.

Ilakne, HajMamu OpOj ca HaTUM CBOjCTBOM je [5} + 1.
YerspTu paspen, A kareropuja

IMocmarpajmo ¢pyurnujy g : R — R mary ca g(z) = f(z) — 2z, 3a 2 € R. Kaxko je ¢g(0) = f(0) >0, g(1) = f(1) —1<0
u g HemperungHa (QyHKIMja, Ha nHTepBaty [0,1] mocroju Gapewm jemHo ¢ takso nma je g(c¢) = 0, omocuo f(c) = c.
IIpernocraBuMo ma mocToje GapeMm ABa OBakBa Opoja, T # xa. Tama, npema Posnosoj Teopemu, noctoju T € (x1,x2)
rako ma je ¢'(Z) = 0. Mebyruwm, raro je ¢'(z) = f'(z) — 1, 3a 2 € R, To je f/(Z) = 1, rourpamuknuja. (Tarrenta
63, crp. 13, Harpanuu 3amanu, 3anarak M942)

IIpernmocraBumo na takBu 6pojeBu moctoje. Hexka cy ¢ymrmuje g,h : R — R, nepunucane ca
() = anz" + an_12"t + ...+ a1z + ao, h(z) = apx™ + a1zt + ...+ ap_12 + ap,

3a cBako x € R. 3a napuo n Bawu g(—1) = h(—1), a 3a menapuo n umamo g(—1) = —h(—1). 3Baro (Ge3 063upa
Ha napHocT 6poja n) Basku |g(—1)| = |h(—1)], Te je f(—1) = |g(—1)] — |h(—1)| = 0. ITomro je g(1) = h(1), Basku u
f(1) = 0. Ca crune marte y 3a0aTKy MOKEMO YOUUTH na QYHKIUja [ MMa TAuHO mBe HyJe. V3 mpeTxomHor mena
3aKbydyjemMo ma te Hysie mopajy outu 6pojesu —1 u 1. Ca ckune takobe youaBamo ma je ¢pyHkuuja f mosurusHa
Ha maTepBaty usMebhy cBojux myna, omHocuo ma maTepsaay (—1,1). Oryma je f(0) > 0, ommocuo |ag| > |a,|. Kako

je limg_y oo |g£i” = |an| u limg_ 0 “"féff)l = |ag|, To je
- f@)
whjgo o |an| — |ao]-
Cana, xako je |a,|—|ag] < 0, mmanmo na je lim, o f(x) = —co. Mebyrum, ca crume uvamo na je lim,_,o f(z) = oo,

gmMe 0J1a3uMO 10 KoHTpanuknuje. /lakiae, OpojeBu ca HaBeIEHOM OCOOMHOM HE IOCTOj€.

Iokasgumo ma mopa outu f(n) = n 3a cee n € N. IlpernocraBuMo CynpoTHO, U HEKa je m HAJMAKU NPUPOAAH
6poj Takas ma je f(m) #m. Tana je f(m) > m. Baucra, ako je m = 1 Bazgu f(m) = f(1) > 1 =m, a axo je m > 1
u f(m) =k < m, nmamu 6ucmo f(m)= f(k) u f we 6u O6una unjexrusna. [lomTo je [ Oujernuja, mocroju k € N
rakaB ma je f(k) =m. Jacuo, k > m, na u3 yciaosa 3anarka umamo m+ f(m) < (m+1)+ f(m+1) < ... <k+ f(k).
Y3 ro, momro je f unjexrusHa, f(m), f(m+1), ..., f(k—1) cy paznuunru u Behu oq m. Cana je, ca jente crpane,

(m+fm)+...+ (k=D +fk—1)=(m+...+(k—=1))+((m+1)+...+k)=k*—m?
a Ca Opyre, m3 ycCJjJoBa 3aJaTKa,
(m—+Ffm) + ...+ (k=1 + fk—1)) < (k—m)(k + f(k)) = k? — m?2.

Kourpanuknuja. Hakme, f(2012) = 2012.



Kako je <AMB = <ACB (ka0 yriOoBU HAX TETUBOM
AB), To u3 npasoyraor tpoyriaa ABM nobujamo ma
je <MAB = <DAFE = 90° — <ACB, na y nmpaBoyrjiomMm
tpoyray ADE Baxu AE = AD - sin<ACB. Awnasoruao

nobujamo u AF = AD -sin<ABC. N3 cunycue Teopeme
AB  sin<ACB
AC ~ sin<ABC’
AE  sinqACB AB
AF ~ sin<ABC ~ AC’
u tBpheme 3anartra cnemu us Tanecose Teopeme. (Tan-
reara 60, ctp. 32, [lucmenu 3anamu, 3anatak 2)

npuMemene Ha rpoyrao ABC je ma je

OII 2012, 4A — 4

IIpumerumo ga ce k-touudpen (y GuHApPHOM 3amucy) 3a0 Opoj MoOke HOOUTH TAKO INITO HA NPOU3BOJLAH HAUMH
u3zabepemo k — 1 muppy HajBehe Texune, a 3aTuM k-Ty nudpy Taxko Oa je YKynaH OpOj jeIWHUIA Y 3alucy mapaH.
CamuMm TuMm, n-tu 3a0 Opoj je jemmar 2n + x(n), rme je x(n) jemmaxo 1 ako je 6poj jenununa y OGUHAPHOM 3aIUCY
6poja n menapau, u 0 y cynporaom. Takobe, kako je 6poj jemuuunia y GunapuHoM 3amnucy Opoja 2n + 1 3a jeman
Behu ox Gpoja jenununa y Gunapuom 3amucy 6poja 2n, 1o je x(2n+1) # x(2n), a camum Tum u z(2n+1)+x(2n) = 1,

3a cse n > 1. Kako je 2(2012) =0 u z(1) = 1, 10 je Tpaskenu 36up jenHax

2012

> (2n+ z(n)) = 2012 - 2013 + 1005 + 1.

n=1



PEIMEIHA 3AJATAERKA OIIIIITVHCKOT' TAKMNYEIHA N3
MATEMATHURE YJEHUKA CPEIILNX ITIKOJIA, 21.01.2012.

IIpBu pa3pen, b kareropuja

Kako je CD = PQ, CE =2 PR u <CDF = <PQR, 10 P
je mo craBy CCY ACDE = APQR (oba Tpoyraa cy
npasoyraa), na je <CED = <PRQ. IIpernocraBumo
na, 6e3 yMamema ONIMITOCTH, Baske pacnopemu A—D—F
uM—Q— R Tanmna je CE = PQ, AE =2 MR (gao
nososure ny:xu AB, ommocao MN) u <AEC =2 <MRP,
ma je mo cray CYC AACE =2 AMPR u camMum TuM c
AC = MP. Rako je <CEB cynunementapan <AEC, a
<PRN cynnemenrapan <PRM, to je <BEC = <NRP,
ma aHaJIOTHUM pas3MmarpameM nobujamo na je ACEB
APRN, omsocuo CB = PN. Cana, kako je AB = MN,
AC =2 MP u CB = PN, 10 je mo cray CCC AABC =
AMNP. (Taureunra 65, crp. 38, [lucmenu 3anaunu, 3a- OIT 2012, 15 -1
nartak 2)

Rl

A D E B

Heka cy A, B, C', penoM, CKyioBU yUYEHUKA KOJjU Cy pemwuiu npsu, apyru, tpehu 3anarak, pexom. Os3uaummo ca
r=[(ANB)\C|, y=[(BNC)\ 4|, z=|(ANC)\ B| 6pojeBe yd4eHNKa KOJU Cy PEUIMINA TAYHO IBA 3aJaTKa, Ca
t =|ANBNC| 6poj yyeHrnKa KOju Cy PEIIMJIN CBA TPU 3aJaTKA U Ca U OPOj YUEHUKA KOjU Cy DEIINJIU HAjBUIIE
jeman 3amarak. V3 ycaoBa 3amarka umamo r+t=6,y+t=7, z4+t=11nz+y+z+t+u=21. Onysumamem
JeTBpTe jenHauune on 36upa npse Tpu mobujamo 2t = u+ 3. Omasme je ounraenuo t > 2u u > 1 (jep je u=2t—3
Henapas 6poj). (Taurenra 65, ctp. 19, Harpaauu 3anauu, 3anarax M966)

Yxroamko obeMa crpaHaMa mare jenHaxkoctu momamo 1, mobujamo XY 4+ X +Y 4+ 1 =60, na je
XY+ X+Y+1=XYV+1)+Y +1=(X+1)(Y +1)=60=2%.3-5.

Bpoj paszmuuntux Hauuna na omadepemo X + 1 (unme ompebyjemo u Y +1), je jennak Gpojy pasiuuuTux DEIUONA
6poja 60 = 22.3-5, mTo je 3-2-2 =12. On oux 12 pemema y nona je X >Y (me mory 6utu jemnaru, jep 60
HUje TayaH KBaJIpaT), na HaMm octaje 6 pemema. Y jemHom on wux je X +1 =1, na u 0HO He 3a10BOJbABA YCJIOBE
3amaTka, Tj. mocroju 5 pasmmuntux pemema. Oma cy: (X,Y) € {(1,29),(2,19),(3,14), (4,11), (5,10)}.

t+1
YBemumo cmeny t =3x—1, 3a ¢ € R. Tana je x = 3
na je

t4+1
f(t):6x—8=6-%—8=2t—6.

Hakne, f(5) =4 u, yonmre, f(x) =2z —6, 3a cee z € R.
Hame, axo je f(x1) = f(x2), TO je mpeMa OPeTXOIHOM
221 — 8 = 229 — 8, ma je x1 = X2, ¥ cAMUM THUM, QYHKINI]a
fje 1-1. I'padumm pyrrmuja y = f(x) my = f~1(z) natu
cy Ha cauma gecHo (rpadur gymrmmje y = f~1(r) mobu-
jamo Tako mro rpadur pyurnuje y = f(x) npecauramo
CUMETPUYHO y OmHOCY Ha npaBy y = x). (Taurenra 65,
crp. 34, [Mucmenn 3amanu, 3anarak 4) OIT 2012, 15 — 4

Axo cy Ilepa u /Rura y ncroj romonu, onna je Ilepa Bumn oxn rRuke, jep je Ilepa majBumm y TOj KOJIOHU.

Axo cy y ucrtoj Bpctu, onna je sRuka mmwku oxn Ilepe, jep je Rura majumkn y T0j BpcTH.

Axo cy Iepa n Kura y pasnuuutum BpcTamMa u KOJOHaMa, oHAa moctoju tpehia ocoba (mazosumo je Jlaza),
KOja je y mcrtoj xKomouu ca Ilepom m y mcroj Bpctu ca sKurom. Kaxko je Ilepa summ ox Jlasze, jep cy y mctoj
kousonu (a Ilepa je Ty majsumm), u kako je Jlaza sumwu oxn Kuke, jep cy y ucroj spctu (a Kuka je vy majuwmsm),
nobujamo ma je m y oBoM ciayuajy llepa Bumm on rRuke.

Iakne, moxkemo TBpauTu 1a je Ilepa Bumm onx sKuke.



Ipyru pa3spen, B kareropuja

ITocmarpajmMmo  kKoMmIIekcHe OpoOjeBe Yy  KOMIJIEKCHO]
pasau. Tana je |z| pacrojame Gpoja z ox tauke 0, a
|z — 2i| pacTojame Gpoja z onx Tauke 2i, ma jeAHAUUHY
|z| = |z — 2i| 3amoBObaBajy KOMILIEKCHU OPOjeBU KOjU ce
HaJla3e Ha CUMETDAJIM AYKU Ca KpajeBUMa y TaukaMa
0 u 2i (oBO je mpaBa KOja TPOJa3u KPO3 TAUuKy i U ____i<_____’1_j_i\_ _________
napajiesHa je peaiHoj ocm). JemHaumny |z — 1] = 1 e ~
3a10BOJLABA]Y KOMIIJIEKCHM OPOjeBU KOjU ce Haja3e Ha / \
KpYyry MOJyIpedYHmKa | ca meHTpoM y Taukm 1. Kako / \
IpaBa KOja MPeNCTaB/ba PENIEHe IPBE je JHAUNHE U KPYT 0 g I he
KOJU IIPECTAaBJba PEIleHe APYyre jeTHAUNHE UMa]y TAYHO \ /
jenHy 3ajeqHUYKY Tadky 2z = 1 +14, OHA je U jeauHO pelr- \ /
eme maror cucrema jennauuna. (Tamrenra 65, ctp. 35, OII 2012, 2B — 1
ITucmenn 3anany, 3anaTak b)

Im

24

Apyzo pewewe. Hera z = a + bi, rue je a,b € R, 3anoBo/raBa natu cucrteM jenHauwHa. lana, u3 OIpBe jeAHAYNHE
sakmyuyjemo |a + bi| = |a+ (b — 2)i|, omrocro Va2 + b2 = y/a? + (b —2)2, na je nocne xsagpupama b = 1. Cana,

3aMeHOM y Apyry jemmaumny mobujamo 1 = |(a — 1) +i|, omrocuo 1 = y/(a—1)?2+1, 1j. a = 1. Haxrxue, jemuno
pememe 1aTor cucreMa jenHauyuHa je z = 1+ 4.

Heka je x 6poj renrypa roju cy obojenu ca nse 0oje, a y Opoj KeHr'ypa Koju cy 0DOjeHu ca caMo jemaHoM 00joM.
Tana je x + y 6poj keHrypa koju Hucy obojenu ca cBe Tpu 6oje, ma je v +y = 36 —5 = 31. Tarobe, ykomauro
mocMarTrpaMo CBe KeHrype Koju cy o0ojeHu ca HajBumie mBe 0oje, y HBUXOBOM 0Ojemy je, MO yCJIOBY 3aTaTKa,
ynorpebisero (25 —5) + (28 — 5) 4+ (20 — 5) 6oja. OBaj 6poj je, ca gpyre crpase, jeqnak 2z + y, na je 2z +y = 58.
Pemapamenm oBor cucrema jennaunaa nobumjamo na je x = 27, a y = 4, 1a cy Ha JIUCTY HAIPTAHA YETUPU jeTHODOjHA
keurypa. (Taurenra 59, crp. 24, Harpanuu 3anamu, 3anarak M857)

Pemema rBanparre jemsaumne 3v2 + 4z +1=0cy v = —3 m x = —1. 3aro je f(z) =3(z + 3)(z + 1). Caza je
1 1
FH@ <0 e 3 (f@) 43 ) (D +1D <06 1< f@) <y,

Pemema kpanpaTre Hejemmaunae —1 < f(x) cy cBu peasnu GpojeBu (IuckpuMuHaHTa KBagpaTHe (ynrmmje 372 +

4x + 2 jemmara je —8), IOK je jemuHo pememe kBanapaTHe Hejemuauuue f(x) < —% 6poj r = —% (muckpuMuHAHTA
kBagparHe GyHKmuje 3x2 + 4x + % jemnaka je 0). akue, jequno peueme MOJAa3He HejeqHAYUHE je T = —%.
Kako je FD | AE, To je mo TasecoBoj TeopeMmu
DF/EA = BD/BE, a xaxo je AE || GD, to je DG/AE = ¢ B
DC/EC. Kaxko je BE = EC cabupameM IPETXOIHE ABe
jemHAKOCTH M00OUjaMo F

DF+ DG BD+ DC  BC _o

AE N BE ~ BE 7

na je DF + DG jemnako 2AE u camMuMm TUM He 3aBUCHU B DE c
OJI TIOJIOKAja IMpaBe p. OIT 2012, 26 — 4

Kaxko je mo popumysu 3a ky6 6mmoma (1 ++v/2)% =1+ 3v2+6 +2v/2 =7+ 5/2, a o ¢popmymn 3a kBagpar GUHOMA
(14+v3)2=142/3+3=44+2/3u14++v3>0, 10 je

VT+5v2-(V2-1)  (1+vV2)(V2-1)

Vit2v3-v3 (1 +Vv3)—-v3

unme je TBpheme 3anarka mokazano. (Tamrenra 61, crp. 32, [Iucmenu 3amanu, 3anarak 4)

Tpehu pazpen, b kareropuja

Hexka je ¢ mysxuna tpehe crpanune ocuose. Tana je Ha OCHOBY KOCHUHYCHE TE€OPEME

A =3%452-2.3.5.c0s120° = 49,



ma je ¢ = 7. CamuMm TnM, OouHa cTpaHa HajBehie moBpIIMHE MMa jeHY CTPAHUIYy AyKuHE 7, 11a je 3b =7-H, Tj.
H =5, rie je H Bucuna nate npusme. [loBpmmua omoraua npusme jeanaka je 3-5+5-5+7-5=75. (Taureunra
57, crp. 29, IMucmenu 3ananu, 3anarak 1)

Yroauro tpehy jemnauuny momaMo apyroj, a 3atum Tpehly jenHauuHy MOMHO:KEHY ca —3 J0aaMo IPBO)j H0o0ujaMo
E€KBUBAJIEHTAH CUCTEM jeTHAUMHA

(a—12)y — 10z = a—-10
5y + (a+3)z = 4
r + 9 + 3z = 3.
: : : a—12 : .
Y KOJMKO IPYTY jeIHAUWHY HOBOAOOM)EHOT CUCTEMA je€ THAUMHA TOMHOMKUMO Ca — ¥ ZOAaMO IPBOj, 106ujaMo
jenHaumHy
2
—a“+9a—14 a—2
e .
- . (h
Kako je —a® 4+ 9a — 14 = —(a — 2)(a — 7), pasmorpuhemo ciemeha Tpu ciydaja:

1 -5 . 2
IIpsu cayuaj: a # 2, a # 7. Tana je uz (f) 2 = ———, na je game y = ¢ uxr= ot .
a—"17 a—"17 a—17

Lpyeu cayywaj: a = 7. Jemmauuna (1) HemMa pemema, Ia HU MOJA3HU CUCTEM HEMA PElleHa.

4 1
Tpehu cayuaj: a = 2. Tana cBako z =t 3anoBomasa (T), na je mame y = 5 —tnxr=t— 5 Hakme, y oBoM cay4ajy

14

——,——1t,t],3acBeteR.
55 )

(Tarrenra 62, crp. 37, Ilucmenu 3ananu, 3anarax 4)

pemrema cucTeMa Ccy <t

YcnoB mepumuucanoctu naror mszpasda je —1 < 3z < 1. Hera je arcsin3z = a, a arctgbx = b. Kako 3z = £1 Hucy
pellea faTe jefHAUYMHE, MOKEMO IPETIOCTABUTH a je sina # +1. Jlame je cos?a = 1 —sina, ma je

sina 3z
Sr =tgb=1tga = =4 .
T g ga cosa o2 (1)

Jenno pememe jemmauune () je z = 0 u 0BO je pememe monasue jemmaumue. Axo je x # 0, tana u3 () mobujamo

V1—-922 = 5 ma 3HaK Mopa Obutm +. Keanpupamem um cpebumBamem, modbumjaMo na cy IpeocTalia pellemne
4 4 4
jemnaumne () x = :|:1—5. Kako 3a x = 5 BaskM a,b € (O,g), a3zax = T BakM a,b € (—%,0), TO Cy T = :I:l—5
periema 1 MoJa3He jeTHAYNHE.
4 4
Csa pemema nare jemnauuse cy =0, x = ' uzr= T

Osnauumo ca H u h BucuHe mOmer u ropmer mesa 3apybisene kyne. V3jennauvaBajyhu 3anpeMuHe OBUX [€JI0BA
mh

3 (p? + pr +r?), onakme je

H
nobujamo % (R2+ Rp+p%) =

3) H p? 4 pr+1r?
h  R2+ Rp+p*

W3 Tasecose Teopeme (IOrIeIaTy CIUKY HECHO — HA H0)] o
jé mar mompeuHu mpecek mare 3apy0bibeHe Kyle) MMamo
p—r
—_— = , OMHOCHO, HAKOH cpebhuBama
H+h R-r A
@ 2o Ay
h  p—1r’
. . — 2
NzjennavaBameMm necHux crpasa (3) m (4) mobujamo P o r
R —pP=p3—13 maje2p =R3+1n

\/W Rerooom
p=\—

(Tanrenra 65, Harpanau 3anamu, 3agarak M972) OII 2012, 3B - 4



Hora:xkuMo nma je oqrosop y oba mema 3anatka JIA.

KBanpar ce mosxe monmenutu Ha 4 u Ha 9 KBanpara
Kao0 Ha CJUIU IECHO.

I[TomesmoM nTpOM3BOBHOr KBaapaTa HA HEKU O]
NPETXONHUX HayWHA, OpOj KBaIpara y NTOAECIN Ce
nosehasa wnn 3a 3 (upBUM HAUMHOM) MK 3a 8 (APYTUM
HAYHOM).

OII 2012, 3B - 5

Kako je 2011 = 1 + 3 - 670, nonaBpameM nomesie kBagpara npeuM HaumaoMm 670 myra mobumhe ce monmena y kojoj
yuectByje 2011 kBangpara. Karo je 2012 =1+2-8+ 3-665, ca nBe nmonese apyrum HaYnHOM 1 665 mOIes1a TPBUM
"HauyrmHOM mobumhe ce momesna kBagparta Ha 2012 kBaapara.

Yerprtu pa3pen, b kareropuja

Heka je a = ay movernu unad, a d = as — a1 Pa3iaUKa OBOT apUTMETUYKOr HU3a. Tanxa je a, = a + (m — 1)d,
an=a+(n—1)d, ap =a+ (p—1)d, na 3a L = ap(n —p) + an(p — m) + ap(m — n) Baxkn
L = (a+(m=1)d)-(n=p)+(a+(n—-1)d)-(p—m)+(a+(p—1)d)-(m—n)

= an—p)+(mn—mp—n+p)-d+alp—m)+nmp—nm—p+m)-d+alm—n)+ (pm—pn—m+n)-d=0,
wro je u tpebaso nokazaru. (Tamrenra 64, crp. 33, Ilucmenu 3amanu, 3anarak 1)

Kako je
p(Ni) = (Ni)3 + (3 —4i) - (Mi)? — (34 8i) - (Ni) — 5= —3A2 + 8\ — 5+ (—\> +4X\? — 3))i,

to u3 p(Ai) = 0 u X € R 3armyuyjemo ma je —3A2+8\—5=0wu —\3+4)\? — 3\ = 0. Pemema npse jemmaumne cy 1
5

u 3, a apyre 0, 1 u 3, ma je A =1, u 21 = i kopen nonunoma p. Heka cy z2 u z3 mpeocTasna ABa KOpeHa MOJMHOMA
p. Tana je mo BueroBum dopmymama i+ zo + 23 = 4i — 3 m 12923 = 5, ma je 2o + 23 = 3i — 3 u 2923 = —bi. Camum
TUM, 29 U 23 Cy pemema KBaapaTHe jemnaumne x° + (3 — 3i)x — 5i = 0. JluCKpUMUHAHTA OBe KBaApATHE jeTHAUNHE
. . . . 3i—3+ (141

je D=2i=(1+1)? ma je z03 = %

Kopenu naror nmomunoma cy i, —1 + 2i u —2 +i. (Tamrenra 64, crp. 33, lucmenu 3ananu, 3anarak 5)

Ako je a peaman 6poj 3a kKoju Baxu |a| <1, a n>2, onna je |a|” <|a|?. Omasme, 3a n > 2, HA OCHOBY HejeIHAKOCTH
tpoyraa (3a a,b € R Baxu |a — b| < |a| + |b]), nmamo

|fn(z)| = |sin” 2 — cos™ z| < |sin"™ | + | cos™ x| < sin z + cos® z = 1,
1j. —1< fu(z) <1. Karo je f,(0)=—-1wu f, (g) =1, 10 je 3a n > 2 MakCcUMyM jenHak 1, a MUHUMYM jenHak —1.

3a n =1 umamo

2 2
fi(z) =sinz — cosz = V2. <§sinx— %cosx) =V2. (Sinx-cos% —cosx-sing) = /2 sin (x— g) .

m 3T
3ato je —v2 < fi(z) < V2. Y3 10 je fi (—Z) = V2, a fi (Z) = /2, ma je 3a n = 1 MakcuMyM jenHak /2, a
MUHUMYM jemHar —v/2.
Jemuaunna cuMeTpaJtie IpBOT KBAAPAHTA je Yy = X, CUMeTpaJie IPYror KBAAPAHTA je Yy = —I, a TAHTEHTEe HA ATy

xunebouay y tauku M(3,2) je 3x — 2y = 5. Temena maror Tpoyria Cy Opecenu OBUX HpaBux. lIpecek mpse ase
npase je tauka A(0,0). IIpecerk B(x,y) upse u Tpehe npase 3amoBomasa y = x u 3x — 2y = 5, ma je x =y = 5,
onuocuo B(5,5). Ilpecek C(z,y) apyre u rpehie npase 3agoBomaBa y = —zx u 3z —2y =5, najex =1 u y = —1,
onuocuo C(1,—1). IIpumerumo ma je ABC npasoyrsuu tpoyrao, jep je <CAB = 90°, na je meroa IOBPIIMHA
jenHaka % -BA-CA = % -5V2 -2 =5. (Tanrenra 63, crp. 33, [lucmenu 3ananu, 3anatax 3)

Kako je cyma cBux mudapa 45, 1j. HenapHa, To 1 pa3iauka 36upa 6pojeBa Ha HenapauM (6poj A) u 36upa Gpojesa
Ha mapauM Mectuma (6poj B) mopa OGutm memapma. Kako je A — B memmso ca 11, To je A — B € {+11,+33}.
Mebyrtum, kako je A, B>0+1+4+2+34+4=10u A, B<5+6+7+8+9 = 35, 1o je, npema nperxoguom, A—B € {+11}.
Harne, umamo A+ B =45u A— B = 11, mro naje A = 45;—11 =28u B = % =17, uiu A+ B=45u A—B = —11,
mro naje A =17 u B = 28.

Onpemumo majsehu 6poj ca TpaskeHuM CBOjCTBOM. 3a mera Basku A = 28, B = 17 u npu tome tuppe Hajsehe
TeskrHe Mopajy outum mro je Behe moryhe. I[Ipumernmo na oaj 6poj mHe moxke mouertu ca 987654, jep je Tana
17 = B > 8+ 6 +4 = 18, kouTpaauriuja. YKOJIUKO Hatu Opoj moumme ca 98765, tama mpeocrase Tpu mudpe
Ha MapHUM MecTuMa [ajy 30up 3, ma kako cy pasaumunte Mopajy outm 2,1 u 0. IIpeocrane muppe Ha mapHUM
Mectuma cy 4 m 3, na je Hajsehu 6poj jennax 9876524130.

Onpemumo HajMamu Opoj ca TpasKEHUM CBOJCTBOM. 3a mera Baxku A = 17, B = 28 u npu Tome tudppe
najsehe rexkuue mMopajy O6utu mro je mame Moryhe. [lakme, om moumme ca 102. Cunenmeha nudpa je 4, jep je
04+3+9+8+7< B =28, na cy upeocraje nuppe Ha mapHUM MecTuMa 7,8 u 9, u caMuM TUM IpeocTaje nuppe
Ha HemapHuM MecTtuMa 3,5 m 6. Komauno, mHajmamu 6poj ca TpaskenuMm cBojcTtBoM je 1024375869.



