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Ako su A i B neprazni podskupovi ravni α, takvi da je A∩B = ∅1.
i A∪B = α, dokazati da postoji jednakokraki pravougli trougao
qija su sva tri temena u jednom od skupova A, B.

Rexeǌe: Bar jedan od skupova A, B sadr�i bar dve taqke. Neka
je to skup A i neka su to taqke P i Q. Uoqimo kvadrat PQRS
(PQ ‖ RS). Ako je neka od taqaka R, S u skupu A, dokaz je gotov.
Zato, neka su R, S ∈ B. Neka je O centar kvadrata PQRS. Ako
je O ∈ A, onda trougao PQO ispuǌava uslove zadatka, a ako je
O ∈ B, onda trougao ROS ispuǌava uslove zadatka.

U Z3 rexiti 3x2 + 3y2 + 3z2 + 2x + 2y + 2z = 2004.2.

Rexeǌe: Jednaqina iz zadatka je ekvivalentna sa (3x+1)2+(3y+
1)2+(3z+1)2 = 3·2004+3. Kako je 3·2004+3 ≡ 3·4+3 ≡ 7 (mod 8) i
kako kvadrati celih brojeva pri deǉeǌu sa 8 mogu dati ostatke
0, 1 ili 4, sledi da jednaqina nema rexeǌa.

Petougao ABCDE upisan je u krug polupreqnika r. Ako je AB =3.
BC = DE = r, dokazati da je trougao BGF jednakostraniqan,

Rexeǌe: Neka je O centar kru�nice. Tada je OG⊥CD i OG je
simetrala ugla COD. Neka je x = ^COG = ^DOG. Sliqno,
neka je y = ^EOF = ^AOF . Kako su 4DOE, 4BOA i 4BOC
jednakostraniqni imamo da je ^DOE = ^BOA = ^BOC = 60◦,
pa je

360◦ = 2 · 60◦ + 2x + 2y, tj. x + y = 90◦.



Lako zakǉuqujemo i da je

x = ^OAE = ^OEA i y = ^OCD = ^ODC.

Iz podudarnosti trouglova AOF i OCG sledi da je AF = OG
i OF = CG. Tako�e, kako je ^BAF = 60◦ + x = ^BOG, imamo da
su i trouglovi BAF i BOG podudarni, pa je BF = BG. Dakle,
4GBF je jednakokraki sa vrhom B. Iz 4BAF ∼= 4BOG, sledi i
da je ^ABF = ^OBG = z, pa je 60◦ = ^ABO = z+^OBF = ^FBG,
pa je 4GBF jednakostraniqan trougao.

Od svih trouglova jednakog obima najve�u povrxinu ima jed-4.
nakostraniqan trougao. Dokazati.

Rexeǌe: Povrxina jednakostraniqnog trougla je P1 = a2√3
4 , ali

mo�emo staviti da je a = 2s
3 pa dobijamo da je P1 =

(
2s
3

)2
√

3
4 .

Povrxinu proizvoǉnog trougla mo�emo izraqunati Heronovim
obrascem pa nejednakost koju treba da doka�emo postaje:

P =
√

s(s− a)(s− b)(s− c) ≤
(

2s

3

)2 √3
4

Kvadriraǌem nejednakosti i sre�ivaǌem dobijamo

(s− a)(s− b)(s− c) ≤
(s

3

)3

Ova nejednakost je taqna, jer kada na levu stranu primenimo ne-
jednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine dobi�emo

(s− a)(s− b)(s− c) ≤
(

s− a + s− b + s− c

3

)3

(s− a)(s− b)(s− c) ≤ (
3s− 2s

3
)3

(s− a)(s− b)(s− c) ≤ (
s

3
)3

Jednakost va�i kada je s−a = s−b = s−c ,tj. kada je a = b = c

Za neki prirodan broj n, n > 3, u zapisu broja n(n+1)
2 uqestvuju5.

sve iste cifre. Koja cifra to mo�e biti?

Rexeǌe: Neka je tra�ena cifra jednaka a. Tada bi va�ilo da je
n(n+1)

2 = a · 11...1︸ ︷︷ ︸
k

, k > 1, odnosno

(2n + 1)2 = 8 · n(n + 1)
2

+ 1 = 8 · a · 11...1︸ ︷︷ ︸
k

+1.

Ako je a ∈ {2, 4, 7, 9} broj na desnoj strani predhodne jednakosti
zavrxava se sa 3 ili 7, a to nije mogu�e poxto je on potpun



kvadrat. Ako je pak a ∈ {3, 8} onda je dvocifreni zavrxetak bro-
ja 8 ·a ·11...1︸ ︷︷ ︸

k

+1 jednak 65 ili 05. Me�utim ovo nije mogu�e jer bi

se tada broj 2n + 1 zavrxavao cifrom 5, a ǌegov kvadrat sa 25
(zbog (10l + 5)2 = 100(l2 + l) + 25). Dakle, ostaju nam mogu�nosti
a = 1, a = 5 i a = 6. Doka�imo da nije mogu�e a = 1. Pret-
postavimo da je n(n+1)

2 = 10k−1
9 za neko k > 1. Otuda je

2 · 10k = 9n2 + 9n + 2 = (3n + 1)(3n + 2).

Kako su brojevi 3n+1 i 3n+2 uzajamno prosti, to jedan od ǌih
mora biti stepen dvojke, a drugi stepen petice. Me�utim, kako
je

5k − 2k+1 > 22k − 2k+1 ≥ 2k+2 − 2k+1 = 2k+1 ≥ 8,

to brojevi 5k i 2k+1 ne mogu biti uzastopni, te tra�ena cifra
nije jednaka 1.

Oqigledno, mogu�e je a = 5, jer je 10·11
2 = 55, kao i a = 6, pox-

to je 12·13
2 = 66. Iz svega navedenog zakǉuqujemo da je tra�ena

cifra 5 ili 6.
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1.

Rexeǌe:

Ako su A i B neprazni podskupovi ravni α, takvi da je A∩B = ∅2.
i A∪B = α, dokazati da postoji jednakokraki pravougli trougao
qija su sva tri temena u jednom od skupova A, B.
Rexeǌe: Bar jedan od skupova A, B sadr�i bar dve taqke. Neka
je to skup A i neka su to taqke P i Q. Uoqimo kvadrat PQRS
(PQ ‖ RS). Ako je neka od taqaka R, S u skupu A, dokaz je gotov.
Zato, neka su R, S ∈ B. Neka je O centar kvadrata PQRS. Ako
je O ∈ A, onda trougao PQO ispuǌava uslove zadatka, a ako je
O ∈ B, onda trougao ROS ispuǌava uslove zadatka.

a) Dokazati da broj n2 + n + 1 nije deǉiv sa 2006 ni za jedan3.
prirodan broj n.
b) Dokazati da broj n2 + n + 2 nije deǉiv sa 2007 ni za jedan
prirodan broj n.

Rexeǌe: a) Broj n2 + n + 1 = n(n + 1) + 1 je neparan, pa ne mo�e
biti deǉiv parnim brojem 2006. b) Broj n2 + n + 2 nije deǉiv
sa 3 pa ne mo�e biti deǉiv brojem 2007.

Dat je trougao ABC u kome va�i ^C = 90o + ^B
2 . Neka je M4.

sredixte stranice BC. Krug sa centrom u A i polupreqnikom
AM seqe, opet, pravu BC u D. Dokazati da je MD = AB.

Rexeǌe: Neka je E druga preseqna taqka kruga sa centrom u A
i polupreqnikom AC sa pravom BC. Kako su trouglovi ACE
i ADM jednakokraki, zakǉuqujemo da je ^AED = ^ACM i
^ADM = ^AMD. Sledi da su trouglovi AMC i ADE podu-
darni i DE = CM . Taqka M je sredixte stranice BC, pa je
DM = EB. Iz jednakosti ^AEC = ^ACE = 90o − ^B

2 , sledi
^BAE = 180o − ^AEB − ^B = 90o − ^B

2 . Sada je AB = BE i
naravno AB = MD.

Kru�nica upisana u trougao ABC dodiruje ǌegove stranice5.
AB, BC i CA u taqkama M , N i K redom. Prava kroz taqku A,
paralelna sa NK, seqe pravu NM u taqki D. Prava kroz taqku



A, paralelna sa NM , seqe pravu NK u taqki E. Dokazati da
prava DE sadr�i sredǌu liniju trougla ABC.

Rexeǌe: Neka prave AD i AE seku pravu BC u taqkama F i H,
redom (videti sliku). Dovoǉno je dokazati da je DE sredǌa
linija trougla AFH. Trougao MBN je jednakokrak (BM = BN)
i MN ‖ AH, pa je AMNH jednakokraki trapez, tj. NH = AM .
Analogno se pokazuje da je FN = AK. Kako je AK = AM , to iz
dobijenih jednakosti sledi da je FN = NH, tj. N je sredixte
du�i FH. Tada je D sredixte AF , a E sredixte AH. Dakle,
prava DE sadr�i sredǌu liniju trougla ABC.

A

BCH FN

E
K

D

M
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Dokazati da je broj 2n+2 · 7n + 1 slo�en za svaki prirodan broj1.
n.

Rexeǌe 1: Raqunaju�i prvih nekoliko qlanova niza an = 2n+2 ·
7n+1 naslu�ujemo da su brojevi a2k−1 deǉivi sa 3, a brojevi a2k

– sa 5, xto i dokazujemo indukcijom. Broj a1 = 57 je deǉiv sa 3.
Neka je a2k−1 deǉiv sa 3. Tada je i broj a2k+1 = 196a2k−1 − 3 · 65
deǉiv sa 3. Broj a2 = 785 je deǉiv sa 5. Neka je a2k deǉiv sa 5.
Tada je i broj a2k+2 = 196a2k − 5 · 39 deǉiv sa 5. Kako su svi an

ve�i od 5, to su oni slo�eni.
Rexeǌe 2: Kako su svi an = 2n+2 · 7n + 1 ve�i od 5 i kako je

a2k−1 = 22k+1 · 72k−1 + 1 ≡ (−1)2k−1 · 1 + 1 = 0 (mod 3)

a2k = 22k+2·72k+1 ≡ 22k+2·22k+1 = 42k+1+1 ≡ (−1)2k−1+1 = 0 (mod 5)

to su svi an slo�eni brojevi.

Da li postoje nepodudarni trouglovi jednakih obima i povr-2.
xine?

Rexeǌe: Odgovor je da. Potreban uslov da pozitivni realni
brojevi a, O, P budu redom du�ina jedne strane, obim i povr-
xina nekog trougla je 2a < O (nejednakost trougla). Ako je ne-
jednakost 2a < O ispuǌena onda je prirodno pokuxati konstruk-
ciju tra�enog trougla na slede�i naqin. Izaberimo taqke B
i C takve da je BC = a. Neka je E elipsa kojoj su taqke B i C
�i�e takva da X pripada elipsi ukoliko je zbir ǌenih udal-
jenosti od �i�a jednak O − a. Drugim reqima svaka taqka na
elipsi koja ne pripada pravoj p = p(B, C) je tre�e teme trougla
kome je obim O.

Neka je q prava paralelna sa p = p(B, C) i na udaǉenosti h
od te prave gde je (1/2)a · h = P . Ukoliko je P dovoǉno malo,
taqnije ako va�i nejednakost

2P

a
= h ≤

√(
O − a

2

)2

−
(a

2

)2

onda prava q seqe elipsu E i time se dobija tre�e teme A
tra�enog trougla. Ova analiza tako�e pokazuje da ukoliko pos-
toji trougao takav da su mu a,O, P strana, obim i povrxina, da



je je on jedinstven tj. da su svi takvi trouglovi podudarni. Ne-
ka su a, b, c du�ine strana tog trougla. Ako se izabere a1 tako
da zadovoǉava uslove

2a1 < O a < a1 a1 /∈ {a, b, c}

onda postoji trougao kome su a1, O, P strana, obim i povrxina
i ovaj trougao ima isti obim i povrxinu kao i prethodni ali
sa ǌim nije podudaran.

Neka je k polukru�nica sa centrom O konstruisana nad preq-3.
nikom AB i neka su taqke S1, S2, S3 na polukru�nici k takve
da je ^AOS1 = ^S1OS2 = π

9 i ^S2OS3 = 2π
9 . Dokazati da je

P1P2 = P3O, gde su P1, P2, P3 projekcije taqaka S1, S2, S3 na preq-
nik AB.

Rexeǌe: Dokaz je posledica slede�eg niza ekvivalencija

P1P2 = P3O ⇔ OP1 = OP2 + OP3 ⇔
OP1

OA
=

OP2

OA
+

OP3

OA
⇔

cos
π

9
= cos

2π

9
+ cos

4π

9
⇔

cos
π

9
= 2 cos

π

3
cos

π

9
⇔

cos
π

9
= cos

π

9

U dnevnoj sobi se nalazi neki broj ǉudi, i poznato je da svaki4.
od ǌih poznaje taqno pet prisutnih. Dokazati da je za neko
n > 5 mogu�e odabrati n ǉudi iz dnevne sobe i smestiti ih za
okrugli sto u trpezariji tako da svako sedi izme�u dva poz-
nanika.

Rexeǌe: Od (ne neophodno svih) ǉudi iz dnevne sobe najpre
formiramo vrstu maksimalne du�ine za koju va�i da se sva-
ka dva susedna qoveka u vrsti poznaju. Drugim reqima, nije
mogu�e formirati du�u vrstu od ove, takvu da se svaka dva
susedna qoveka poznaju.

Prvi qovek u ovoj vrsti ima pet poznanika koji svi tako�e
moraju biti u vrsti, jer vrsta u suprotnom ne bi bila maksi-
malna. Ako sada odaberemo redom ǉude iz vrste, od prvog qove-
ka do posledǌeg ǌegovog poznanika u vrsti, i smestimo ih za
okrugli sto u tom redosledu, jasno je da �e svako sedeti izme�u
svojih poznanika. Broj ǉudi za stolom je ve�i od pet, jer za
ǌim sedi prvi qovek iz vrste i svih pet ǌegovih poznanika.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu x =
√

2 +
√

2−√2 + x5.



Rexeǌe: Jednaqina je definisana za x ∈ [−2, 2], jer mora biti
2 + x ≥ 0 i

√
2 + x ≤ 2. Neka je x = 2 cos t, t ∈ [0, π]. Tada je

cos t
2 ≥ 0 i

√
2 + x =

√
2(1 + cos t) =

√
4 cos2 t

2 = 2 cos t
2 . Daǉe

je,
√

2− 2 cos t
2 =

√
2(1− cos t

2 ) =
√

4 sin2 t
4 = 2 sin t

4 , jer je sin t
4 ≥

0. Tako�e,
√

2 + 2 sin t
4 =

√
2(1 + cos(π

2 − t
4 )) =

√
4 cos2(π

4 − t
8 ) =

2 cos(π
4 − t

8 ), jer je cos(π
4 − t

8 ) ≥ 0. Konaqno, jednaqina postaje
cos t = cos(π

4 − t
8 ), t ∈ [0, π], tj. t = 2π

9 , odnosno, x = 2 cos 2π
9 .
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Na�i sva celobrojna rexeǌa jednaqine1.
3
√

x2 − 3
√

x− 1 = 1.

Rexeǌe: Ako obe strane date jednaqine stepenujemo na tre�i,
dobijamo jednaqinu ekvivalentnu polaznoj

x2 − 3 3
√

x2 3
√

x− 1( 3
√

x2 − 3
√

x− 1)− x + 1 = 1.

Kako je 3
√

x2 − 3
√

x− 1 = 1, to iz posledǌe jednaqine sledi

x2 − 3 3
√

x2 3
√

x− 1− x = 0 ⇐⇒
3
√

x2( 3
√

x4 − 3 3
√

x− 1− 3
√

x) = 0 ⇐⇒
3
√

x2( 3
√

x(x− 1)− 3 3
√

x− 1) = 0 ⇐⇒
3
√

x2 3
√

x− 1( 3
√

x 3
√

(x− 1)2 − 3) = 0 ⇐⇒
3
√

x2 = 0 ∨ 3
√

x− 1 = 0 ∨ 3
√

x 3
√

(x− 1)2 = 3 ⇐⇒
x = 0 ∨ x = 1 ∨ x(x− 1)2 = 27.

Ako je x ∈ Z rexeǌe jednaqine x(x − 1)2 = 27, onda x deli 27
i x > 0. Zato proverom za x = 1, x = 3, x = 9 i x = 27 vidimo
da ta jednaqina nema celobrojno rexeǌe. Dakle, jedini celi
brojevi koji mogu biti rexeǌa polazne jednaqine su x = 0 i
x = 1. Proverom dobijamo da ovo zaista jesu rexeǌa (provera
mora da se izvrxi, poxto transformacijama nismo uvek dobi-
jali ekvivalentne jednaqine poqetnoj).

Postoje li realni brojevi b i c takvi da svaka od jednaqina2.
x2 + bx + c = 0 i 2x2 + (b + 1)x + c + 1 = 0 ima po dva celobrojna
korena? (M389)

Rexeǌe: Neku su celobrojni koreni prve jednaqine k i l, a druge
m i n. Tada bi na osnovu Vietovih pravila va�ilo

k + l = −b(1)
k · l = c(2)

2(m + n) = −b− 1,(3)
2m · n = c + 1.(4)



Iz jednakosti (4) sledi da je broj c neparan. Sada, na osnovu
jednakosti (2) zakǉuqujemo da su brojevi k i l neparni, iz qega,
daǉe, na osnovu (1), zakǉuqujemo da je b paran broj. Me�utim,
na osnovu (3) sledi da je b neparan broj. Stoga, brojevi b i c
sa tra�enim svojstvom ne postoje.

Neka je funkcija f : R −→ R, data sa f(x) = 2x2+6x+6
x2+4x+5 , za3.

svako x ∈ R. Odrediti maksimalnu vrednost (ako postoji) date
funkcije.

Rexeǌe 1: Treba videti da li postoji realan broj a, takav da
je

2x2 + 6x + 6
x2 + 4x + 5

≤ a

za svako x ∈ R, i ako postoji prona�i ǌegovu najmaǌu vrednost.
Nejednaqina 2x2+6x+6

x2+4x+5 ≤ a ekvivalentna je sa nejednaqinom

0 ≤ a(x2 + 4x + 5)− (2x2 + 6x + 6),

(poxto je x2 + 4x + 5 = (x + 2)2 + 1 > 0 za svako x ∈ R), odnosno
sa nejednaqinom

0 ≤ (a− 2)x2 + (4a− 6)x + 5a− 6.

Neka je g(x) = (a−2)x2+(4a−6)x+5a−6. Za a = 2 funkcija g(x) je
linearna i oqigledno je za neke realne brojeve ǌena vrednost
negativna (kada je x < −2). Ako je a 6= 2, tada je g(x) kvadratna
funkcija, koja treba da bude nenegativna za svako x ∈ R. To je
ostvareno akko je a− 2 > 0 i 0 ≥ D = (4a− 6)2 − 4(a− 2)(5a− 6) =
−4a2 + 16a− 12, odnosno ako je a > 2 i a ∈ (−∞, 1]

⋃
[3,∞), dakle

za a ≥ 3. Na ovaj naqin smo dokazali da je f(x) ≤ 3, za svako
x ∈ R, a jednakost se dosti�e samo za x = −3. Iz svega navedenog
zakǉuqujemo da data funkcija ima maksimum i da je on jednak
3.

Rexeǌe 2: Kako je

2x2 + 6x + 6
x2 + 4x + 5

=
2x2 + 8x + 10− 2x− 4

x2 + 4x + 5

= 2− 2x + 4
x2 + 4x + 5

= 2− 2(x + 2)
(x + 2)2 + 1

,

na osnovu nejednakosti

−1 ≤ 2t

t2 + 1
≤ 1

sledi da je

2− 2(x + 2)
(x + 2)2 + 1

≤ 2− (−1) = 3.



Maksimum se dobija za

x + 2 = −1 ⇒ x = 3

Dat je konveksan xestougao A1A2A3A4A5A6 qije su sve stranice4.
jednake i α1 + α3 + α5 = α2 + α4 + α6, pri qemu je αi unutraxǌi
ugao xestougla kod temena Ai. Dokazati da je α1 = α4, α2 = α5

i α3 = α6.

Rexeǌe: Kako je zbir unutraxǌih uglova u konveksnom xe-
souglu 720◦, sledi da je α1 + α3 + α5 = α2 + α4 + α6 = 360◦,
pa se temena A1, A3, A5 osnom simetrijom redom u odnosu na
prave A6A2, A2A4, A4A6 preslikavaju u istu taqku O.

(Preslikajmo A1 u odnosu na A6A2 u taqku O. Neka je Op
poluprava koja nekonveksan ugao A6OA2 deli na dva ugla veli-
qine α3 i α5: ^A2Op = α3 i ^A6Op = α5. Na polupravoj Op
uoqimo taqku A da je OA jednako stranici xestougla. Iz
4A2A3A4

∼= 4A2OA i 4A4A5A6
∼= 4A6OA sledi da je A2A4 =

A2A i A4A6 = A6A, pa se taqke A4 i A poklapaju.)
Naspramni uglovi romba su jednaki, pa je α1 = ^A6OA2, α3 =

^A2OA4, α5 = ^A4OA6. Poxto su kraci uglova A6OA2 i A5A4A3

paralelni i jednako usmereni sledi da su jednaki pa je α1 = α4,
Sliqno se zakǉuquje da je α2 = α5 i α3 = α6.

U dnevnoj sobi se nalazi neki broj ǉudi, i poznato je da svaki5.
od ǌih poznaje taqno pet prisutnih. Dokazati da je za neko
n > 5 mogu�e odabrati n ǉudi iz dnevne sobe i smestiti ih za
okrugli sto u trpezariji tako da svako sedi izme�u dva poz-
nanika.

Rexeǌe: Od (ne neophodno svih) ǉudi iz dnevne sobe najpre
formiramo vrstu maksimalne du�ine za koju va�i da se sva-
ka dva susedna qoveka u vrsti poznaju. Drugim reqima, nije
mogu�e formirati du�u vrstu od ove, takvu da se svaka dva
susedna qoveka poznaju.



Prvi qovek u ovoj vrsti ima pet poznanika koji svi tako�e
moraju biti u vrsti, jer vrsta u suprotnom ne bi bila maksi-
malna. Ako sada odaberemo redom ǉude iz vrste, od prvog qove-
ka do posledǌeg ǌegovog poznanika u vrsti, i smestimo ih za
okrugli sto u tom redosledu, jasno je da �e svako sedeti izme�u
svojih poznanika. Broj ǉudi za stolom je ve�i od pet, jer za
ǌim sedi prvi qovek iz vrste i svih pet ǌegovih poznanika.



REXEǋA ZADATAKA

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.03.2006.

Tre�i razred – A kategorija

Odrediti sve vrednosti prirodnog broja n, za koji postoji ǌe-1.
gov delilac k, tako da nd + 1 deli n2 + d2.

Rexeǌe: Napiximo n u obliku n = kd. Iz deǉivosti nd + 1 |
n2 + d2 dobijamo:

d2k + 1 | d2(k2 + 1)

Kako su d2k + 1 i d2 uzajamno prosti, nalazimo da je d2k + 1 |
k2 + 1. Otuda je k > d2. Iz osobine deǉivosti dobijamo:

d2k + 1 | k2 + 1− (d2k + 1) = k(k − d2)

Kako su k i d2k +1 uzajamno prosti, imamo da d2k +1 | k− d2.
Ukoliko je k 6= d2, imamo oqiglednu nejednakost

d2k + 1 > k − d2 ⇔ d2(k + 1) + 1 > k.

Ovo je kontradikcija. Zato je k = d2 i n = d3.

Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i nejednakost: 1
2 +2.

1
3
√

2
+ 1

4
√

3
+ . . . + 1

(n+1)
√

n
< 2− 2√

n+1
.

Rexeǌe: Oznaqimo sa L(n) izraz na levoj strani i poka�imo
matematiqkom indukcijom da je uvek maǌi od 2− 2√

n+1
, tj.

1
2

+
1

3
√

2
+

1
4
√

3
+ . . . +

1
(n + 1)

√
n

< 2− 2√
n + 1

.

1◦ Baza indukcije. Za n = 1 imamo 1
2 < 2 − 2√

2
, xto se svodi na

3
4 > 1√

2
⇒ 9

16 > 1
2 .

2◦ Indukcijska pretpostavka. Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i
za n = k:

1
2

+
1

3
√

2
+

1
4
√

3
+ . . . +

1
(k + 1)

√
k

< 2− 2√
k + 1

.



3◦ Indukcijski korak . Ispitajmo da li va�i za n = k + 1:

L(k + 1) =
1
2

+
1

3
√

2
+

1
4
√

3
+ . . . +

1
(k + 1)

√
k

+
1

(k + 2)
√

k + 1

< 2− 2√
k + 1

+
1

(k + 2)
√

k + 1

= 2− 2k + 3
(k + 2)

√
k + 1

= 2− 2√
k + 2

·
(k+1)+(k+2)

2√
(k + 1) · (k + 2)

6 2− 2√
k + 2

(ovde smo prvu nejednakost dobili na osnovu induktivne pret-
postavke, a drugu iz nejednakosti aritmetiqke i geometrijske
sredine za brojeve k + 1 i k + 2, tj. iz A

G > 1).
Na osnovu principa matematiqke idukcije smo dobili da va�i
1
2 + 1

3
√

2
+ 1

4
√

3
+ . . . + 1

(n+1)
√

n
< 2 − 2√

n+1
za svaki prirodan broj

n, xto je i tvr�eǌe zadatka.

Na�i sve funkcije f : R→ R takve da je3.

f(x) = max
y∈R

(2xy − f(y)),

za svako x ∈ R.
Rexeǌe: Neka funkcija f zadovoǉava uslov zadatka. Onda je
f(x) ≥ 2xy − f(y) za sve x, y ∈ R, pa za y = x dobijamo da je
f(x) ≥ x2 (za sve x ∈ R). Daǉe, iz uslova sledi da za svako x
postoji y = y(x) takvo da je f(x) = 2xy(x) − f(y(x)). Iz ovoga i
iz prethodne nejednakosti dobijamo:

x2 ≤ f(x) = 2xy(x)− f(y(x)) ≤ 2xy(x)− y2(x),

pa je (x− y(x))2 ≤ 0, tj. y(x) = x. Iz f(x) = 2xy(x)− f(y(x)) onda
sledi da je f(x) = x2. Ova funkcija je rexeǌe zadatka:

max
y∈R

(2xy − f(y)) = max
y∈R

(x2 − (x− y)2) = x2 = f(x).

Dokazati da ne postoji vixe od 2 ·53 koxarkaxkih timova od po4.
5 igraqa formiranih od 25 uqenika, tako da broj zajedniqkih
igraqa za svaka dva tima nije ve�i od 2.

Rexeǌe: Ako ima x timova sa tom osobinom, tada zbog uslova

zadatka va�i x · (5
3

) ≤ (
25
3

)
tj. x ≤ (25

3 )
(5
3)

= 230 < 250 = 2 · 53.

Neka je ABCDEF konveksan xestougao kod koga je AB = BC,5.
CD = DE i EF = FA. Dokazati nejednakost

AB

BE
+

CD

DA
+

EF

FC
≥ 3

2
.



Rexeǌe: Oznaqimo sa a, b i c, redom, du�ine dijagonala AC,
CE i EA xestougla. Primenom Ptolomejeve nejednakosti na
qetvorougao ABCE, nalazimo da je bAB+cBC = (b+c)AB ≥ aBE,
tj. AB

BE ≥ a
b+c . Analogno, primenom Ptolomejeve nejednakosti,

redom, na qetvorouglove CDEA i EFAC, va�i CD
DA ≥ b

a+c i EF
FC ≥

c
a+b . Sada je, na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i
harmonijske sredine, ispuǌeno

AB

BE
+

CD

DA
+

EF

FC
≥ a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b

=
a + b + c

b + c
+

a + b + c

c + a
+

a + b + c

a + b
− 3

= (a + b + c)(
1

b + c
+

1
c + a

+
1

a + b
)− 3

≥ 9(a + b + c)
(b + c) + (c + a) + (a + b)

− 3 =
9
2
− 3 =

3
2
.



REXEǋA ZADATAKA

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.03.2006.

Tre�i razred – B kategorija

Neka su a, b katete i c hipotenuza pravouglog trougla ABC.1.
Izraqunati maksimalnu vrednost izraza ta+tb

tc
, gde su ta, tb i tc

du�ine texhixnih du�i koje odgovaraju, redom, stranicama a,
b i c trougla ABC.

Rexeǌe: Primenom Pitagorine teoreme jednostavno dobi-
jamo t2a = b2 + (a

2 )2 i t2b = a2 + ( b
2 )2. Kako je tc = c

2 , to je prvo, na
osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i kvadratne sredine,
ta+tb

2 ≤
√

t2a+t2b
2 =

√
5
8 (a2 + b2) = c

2

√
5
2 , a zatim i ta+tb

tc
≤ c

√
5
2

c
2

=√
10. Dakle, maksimalna vrednost izraza ta+tb

tc
je
√

10 i ista
se dosti�e ukoliko je trougao jednakokrako pravougli, tj. za
a = b.

Dokazati da za svako x ∈ R va�i nejednakost sin2005 x+cos2005 x+2.
sin2006 x ≤ 2. Kada va�i jednakost?

Rexeǌe: Koriste�i procenu da je sin2 x ≥ sin2005 x, sin2 x ≥
sin2006 x i cos2 x ≥ cos2006 x dobijamo

sin2005 x + cos2005 x + sin2006 x ≤ sin2 x + cos2 x + sin2 x ≤ 1 + sin2 x ≤ 2

Da bi vredela jednakost svuda moraju biti jednakosti. Zbog
posledǌe jednakosti mora biti sin2 x = 1, odnosno sin x = 1 ∨
sin x = −1. Proverom se dobija da mo�e va�iti samo sin x = 1.
Rexavaǌem se dobija da je x = π

2 + 2kπ, za k ∈ Z

Dijagonale AC i BD konveksnog qetvorougla ABCD seku se u3.
taqki E tako da su povrxine trouglova AED i BCE jednake.
Odrediti meru ugla ACD, ako su stranice trougla ABE u odno-
su BE : EA : AB = 5 : 6 : 7.

Rexeǌe: Iz jednakosti povrxina dobijamo DE ·AE · sin ^DEA =
CE · BE · sin^BEC, odakle je DE : EB = AE : EC i trouglovi
DEC i BEA su sliqni, pa je α = ^ACD = ^CAB. Primenom
kosinusne teoreme za trougao ABE dobija se

25t2 = 36t2 + 49t2 − 84t2 cosα

(BE = 5t, EA = 6t, AB = 7t), odakle je cosα = 5
7 .



U mre�i kocke su dva kvadrati�a susedna ukoliko imaju za-4.
jedniqku stranicu (samo jedna taqka nije dovoǉna) i svi
kvadrati�i su me�usobno povezani preko susednih. Dve mre�e
kocke su ekvivalentne ako jednu od druge mo�emo dobiti kor-

ix�eǌem rotacije i/ili simetrije: npr. mre�e i su

me�usobno ekvivalentne, ali nisu ekvivalentne sa . Na�i
broj neekvivalentnih mre�a kocke ivice 1 i nacrtati sve takve
mre�e.

Rexeǌe: Postoji 11 neekvivalentih mre�a kocke.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Poka�imo da ne postoji jox neka neekvivalentna mre�a kocke.
Primetimo prvo da u mre�i kocke ne mogu biti 5 ili 6
kvadrati�a u redu (tada bi 1. i 5. pokrivali istu stranu
kocke). Tako�e mre�a ne mo�e sadr�ati ni kvadrat 2 × 2,

, ni jer bi opet neka 2 kvadrati�a pokrivala istu stranu
kocke. Prvih 6 mre�a sa gorǌe slike imaju 4 kvadrati�a u
redu, slede�e 4 imaju najvixe 3 kvadrati�a u redu i posledǌa
ima samo po 2 kvadrati�a u redu.

Neka su d1, d2, . . . , dk svi delioci prirodnog broja n, takvi da5.
je

1 = d1 < d2 < d3 < · · · < dk = n.

Na�i sve brojeve n za koje je k > 4 i va�i d2
1 + d2

2 + d2
3 + d2

4 = n.
M383

Rexeǌe: Prvo doka�imo da je n paran broj. Pretpostavimo
suprotno: neka je n neparan broj. Tada su svi delioci broja n
neparni, pa su zato d1, d2, d3 i d4 neparni. Sledi da je n = d2

1 +
d2
2+d2

3+d2
4 paran, xto je protivno polaznoj pretpostavci. Dakle,

n je paran broj, pa je d2 = 2. Iz jednakosti n = 12 + 22 + d2
3 + d2

4

sledi da je jedan od brojeva d3 i d4 paran a drugi neparan.
Razmatra�emo dva sluqaja.
Prvi sluqaj: d3 = 2a, a > 1. Kako je a delilac broja n maǌi od
d3, to je a = 2. Dakle, d3 = 4. Kako je n = 12+22+42+d2

4 = 21+d2
4,

to n nije deǉivo sa 4. Kontradikcija!
Drugi sluqaj: d4 = 2a, a > 1. Kako je a < d4 i a | n, to je
a = d2 = 2 ili a = d3. U prvom sluqaju bilo bi d4 = 4, d3 = 3
i n = 12 + 22 + 32 + 42 = 30. Kako 4 ne deli 30, ovaj sluqaj
otpada. Preostaje da je a = d3. U tom sluqaju imamo da je
n = 12 + 22 + d2

3 + 4d2
3 = 5(1 + d2

3). Kako d3 | n i brojevi d3 i
1 + d2

3 su uzajamno prosti, sledi da je d3 = 5, pa je d4 = 10 i
n = 12 + 22 + 52 + 102 = 130. Lako se proverava da su 1, 2, 5 i
10 qetiri najmaǌa delioca broja 130. Prema tome jedini broj
koji zadavoǉava tra�ene uslove je 130.



REXEǋA ZADATAKA

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.03.2006.

Qetvrti razred – A kategorija

Koliko postoji pravouglih trouglova qija su temena taqke1.
celobrojne rexetke 3× n (gde je n > 5)?

Rexeǌe: Oznaqimo sa x pravu koja sadr�i 2. vrstu mre�e, sa y
pravu normalnu na x koja je tako�e osa simetrije date mre�e,
zatim u pravouglim trouglovima teme pravog ugla sa C.

Imamo slede�e sluqajeve:

1◦ 2◦a) 2◦b) 2◦b) 2◦v) 2◦g) 3◦a) 3◦b)

1◦ Trouglova sa katetama paralelnim koordinatnim osama ima
(

3n

1

)
· 2 · (n− 1) = 6n2 − 6n,

jer teme C odre�ujemo na
(
3n
1

)
, 2 izbora za teme po vertikali

(u druge 2 vrste) i n − 1 po horizontali (u preostalih n − 1
kolona).

2◦ Pravouglih trouglova qije katete zaklapaju uglove od 45◦ sa
koordinatnim osama ima 4 vrste:

a) jednakokraki kateta du�ine
√

2, kod kojih je teme C u 1.
ili 3. vrsti i ima ih

2 · (n− 2) = 2n− 4 za n > 2;

b) jednakokraki kateta du�ine
√

2, kod kojih je teme C u 2.
vrsti i ima ih

2 · (n− 2) + 2 · (n− 1) = 4n− 6 za n > 2;

v) jednakokraki kateta du�ine 2
√

2 i ima ih

2 · (n− 4) = 2n− 8 za n > 4;

g) raznokraki kateta du�ina
√

2 i 2
√

2 i ima ih

4 · (n− 3) = 4n− 12 za n > 3.



3◦ Pravouglih trouglova qija je jedna kateta du�ine
√

5 ima 2
vrste:

a) jednakokraki kateta du�ine
√

5 i ima ih

4 · (n− 3) = 4n− 12 za n > 3;

b) raznokraki kateta du�ina
√

5 i 2
√

5 i ima ih

4 · (n− 5) = 4n− 20 za n > 5.

Kada imamo 2· to znaqi da teme C mo�emo izabrati i u 1. i u
3. vrsti, tj. imamo simetriju u odnosu na pravu x, a kolonu za
teme C mo�emo izabrati na (n − a) naqina, sem u 2◦b) gde ne
biramo teme C nego sredixte hipotenuze i za prvi sabirak je
2· za simetriju u odnosu na x, a za drugi u odnosu na y. Kada
imamo 4· tada imamo simetrije i u odnosu na x i na y.

Konaqno dobijamo da ima 6n2+14n−62 pravouglih trouglova.

Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka je I centar upisanog2.
kruga, O centar opisanog kruga i H ortocentar trougla 4ABC.
Prava AI seqe stranicu BC u A′, a prava BI seqe stranicu AC
u B′. Prava OH seqe stranicu AC u P , a BC u Q. Ako je
qetvorougao CA′IB′ konveksan i tetivan, dokazati da je PQ =
AP + BQ.

Rexeǌe: Iz tetivnosti CA′IB′ zakǉuqujemo da je 180o = γ +
^B′IA′ = γ + ^AIB = γ + 180o − α

2 − β
2 , odakle dobijamo da je

γ = 60o. Qetvorougao ABOH je tetivan, jer je ^AOB = 2γ = 120o

(kao centralni ugao) i ^AHB = 180o−^BAH−^ABH = α+β =
120o. Zato je ^PHA = 180o − ^AHO = ^OBA. U jednakokrakom
trouglu AOB je ^OBA = 90o − γ, a kako je AH ⊥ BC, onda je
i ^PAH = 90o − γ. Sledi da je trougao APH jednakokrak i
AP = PH. Analogno pokazujemo da je QB = QH i najzad je
PQ = PH + HQ = AP + BQ.

Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji prirodan broj x3.
takav da je 2x − x deǉivo sa n

Rexeǌe: Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po n. Za n = 1 va�i;
pretpostavimo da va�i za sve n < n0, gde je n0 ≥ 2 neki priro-
dan broj. Stavimo x = 2y. Tada je po Ojlerovoj teoremi
2x − x = 22y − 2y deǉivo sa n0 ako je 2y − y deǉivo sa ϕ(n0)
i y je dovoǉno veliko (na primer, y ≥ n0). Takav prirodan
broj y postoji prema indukcijskoj pretpostavci, odakle sledi
postojaǌe tra�enog beoja x.

Ako su xi (i = 1, 2, . . . , 48) nule polinoma P (x) = 18x48 +3x+2006,4.



izraqunati
48∑

i=1

xi

1 + xi
.

Rexeǌe: Primetimo da xi /∈ {−1, 0} i da je
xi

1 + xi
=

1
1 + x−1

i

.

Koristi�emo slede�e dve oqigledne qiǌenice:
(a) Ako su yi 6= 0 nule polinoma A(x) n-tog stepena, onda su

y−1
i nule polinoma xnA(x−1).
(b) Ako su yi nule polinoma A(x), onda su yi+1 nule polinoma

A(x− 1).
Iz (a) sledi da su x−1

i nule polinoma Q(x) = x48P (x−1), iz (b)
– da su 1 + x−1

i nule polinoma R(x) = Q(x − 1). Konaqno, iz (a)

sledi da su
1

1 + x−1
i

nule polinoma

x48R(x−1) = x48Q(x−1 − 1) = x48(x−1 − 1)48P ((x−1 − 1)−1)

= 18x48 + 3x(1− x)47 + 2006(1− x)48

= 2021x48 − 96147x47 + · · ·+ 2006

Iz Vietovih formula za ovaj polinom, dobijamo da je tra�eni

zbir jednak
96147
2021

.

Odrediti sve funkcije f : Z → Z takve da je f(f(x) + y + 1) =5.
x + f(y) + 1 za svaka dva cela broja x i y.

Rexeǌe: Zamenom x = 0 dobijamo f(f(0) + y + 1) = f(y) + 1. Sada
imamo x + f(y) + 1 = f(f(x) + y + 1) = f [(f(x) + 1) + y] = f [f(f(0) +
x+1)+(y−1)+1] = f(y−1)+(f(0)+x+1)+1 odakle zakǉuqujemo
da je

f(y) = f(y − 1) + f(0) + 1. (1)

Indukcijom dobijamo da je f(n) = f(0) + n(f(0) + 1) za sve cele
brojeve n. Ako stavimo y = 0 u (1) dobijamo da je f(−1) = −1 i
zamenom y = −1 u polaznu jednaqinu dobijamo f(f(x)) = x. Ako
primenimo funkciju f i na levu i na desnu stranu jednakosti
f(n) = f(0) + n(f(0) + 1) dobijamo da je n = f(0) + [f(0) + n(f(0) +
1)](f(0)+1) xto je ekvivalentno sa n = f(0)(f(0)+2)+n(f(0)+1)2

a to mo�e biti zadovoǉeno za sve cele brojeve n samo ako je
f(0) = 0 ili f(0) = −2. U prvom sluqaju dobijamo da je f(n) = n
a u drugom f(n) = −n − 2. Jednostavno se proverava da obe
funkcije zadovoǉavaju uslov zadatka.



REXEǋA ZADATAKA
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Qetvrti razred – B kategorija

Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i nejednakost: 1
2 +1.

1
3
√

2
+ 1

4
√

3
+ . . . + 1

(n+1)
√

n
< 2− 2√

n+1
.

Rexeǌe: Oznaqimo sa L(n) izraz na levoj strani i poka�imo
matematiqkom indukcijom da je uvek maǌi od 2− 2√

n+1
, tj.

1
2

+
1

3
√

2
+

1
4
√

3
+ . . . +

1
(n + 1)

√
n

< 2− 2√
n + 1

.

1◦ Baza indukcije. Za n = 1 imamo 1
2 < 2 − 2√

2
, xto se svodi na

3
4 > 1√

2
⇒ 9

16 > 1
2 .

2◦ Indukcijska pretpostavka. Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i
za n = k:

1
2

+
1

3
√

2
+

1
4
√

3
+ . . . +

1
(k + 1)

√
k

< 2− 2√
k + 1

.

3◦ Indukcijski korak . Ispitajmo da li va�i za n = k + 1:

L(k + 1) =
1
2

+
1

3
√

2
+

1
4
√

3
+ . . . +

1
(k + 1)

√
k

+
1

(k + 2)
√

k + 1

< 2− 2√
k + 1

+
1

(k + 2)
√

k + 1

= 2− 2k + 3
(k + 2)

√
k + 1

= 2− 2√
k + 2

·
(k+1)+(k+2)

2√
(k + 1) · (k + 2)

6 2− 2√
k + 2

(ovde smo prvu nejednakost dobili na osnovu induktivne pret-
postavke, a drugu iz nejednakosti aritmetiqke i geometrijske
sredine za brojeve k + 1 i k + 2, tj. iz A

G > 1).
Na osnovu principa matematiqke idukcije smo dobili da va�i
1
2 + 1

3
√

2
+ 1

4
√

3
+ . . . + 1

(n+1)
√

n
< 2 − 2√

n+1
za svaki prirodan broj

n, xto je i tvr�eǌe zadatka.

Na�i onu vrednost a > 1 za koju jednaqina ax = x ima taqno2.
jedno rexeǌe.



Rexeǌe: To �e se desiti kad grafik finkcije y = ax dodirne
pravu y = x. Tada mora biti (ax)′ = 1, tj. ax ln a = 1. Iz ove
jednaqine i iz polazne lako nalazimo a = e1/e.

Odrediti uglove trougla ako za ǌegove uglove i stranice va�i3.
a : α = b : β = c : γ

(a, b i c su redom stranice naspram uglova α, β i γ).

Rexeǌe: Iz sinusne teoreme imamo da je sin α
a = sin β

b = sin γ
c .

Odavde, koriste�i dati odnos uglova i stranica, imamo

sin α

α
=

sin β

β
=

sin γ

γ
.

Posmatrajmo funkciju f(x) = sin x
x na intervalu (0, π). Dokaza�emo

da je ona opadaju�a. Nalazimo da je f ′(x) = x cos x−sin x
x2 . Ne-

ka je g(x) = x cosx − sinx. Kako je g′(x) = −x sinx < 0 na in-
tervalu (0, π), to je funkcija g(x) opadaju�a na ǌemu i kako
je g(0) = 0 imamo da je g(x) < 0 za svako x ∈ (0, π) (ovde smo
iskoristili i neprekidnost funkcije g(x) na [0, 2π)). Zato je
f ′(x) = g(x)

x2 < 0 na (0, π), te je funkcija f(x) opadaju�a na ovom
intervalu, xto smo i hteli da poka�emo. Otuda, koriste�i
qiǌenicu da je f(α) = f(β) = f(γ) i α, β, γ ∈ (0, π), zakǉuqujemo
da je α = β = γ = π

3 . Dakle, jedini trougao za qije uglove i
stranice va�i dati odnos je jednakostraniqni trougao.

4.

Rexeǌe:

Za prirodan broj ka�emo da je palindrom ako je jednak broju5.
zapisanom istim ciframa u obrnutom redosledu.

(a) Na�i najve�i petocifren palindrom koji je deǉiv sa 101.

(b) Na�i najve�i broj uzastopnih petocifrenih brojeva me�u
kojima nema palindroma.

Rexeǌe:

(a) Bilo koji petocifreni palindrom abcba mo�e se prikazati
u obliku

abcba = 10 001a + 1 010b + 100c = 101(99a + 10b + c) + 2a− c.

To znaqi da je taj palindrom deǉiv sa 101 ako i samo ako
je 2a − c = 0 (jer je za bilo koje cifre a i c ispuǌeno
|2a − c| < 101). Jednaqina 2a = c implicira da je a 6 4.
Poxto tra�imo najve�i broj, uze�emo da je a = 4. Tada
je c = 8. Kako za cifru b nemamo nikakve uslove, to �emo
uzeti b = 9 da bismo dobili najve�i mogu�i broj. Dakle,
tra�eni broj je 49 894.



(b) Me�u slede�ih 109 uzastopnih petocifrenih brojeva

10 902, 10 903, . . . , 10 999, 11 000, . . . , 11 009, 11 010

nema palindroma. Najmaǌi i najve�i petocifreni palin-
dromi su redom 10 001 i 99 999. Pre broja 10 001 je samo
jedan petocifren broj, a iza broja 99 999 nema vixe peto-
cifrenih brojeva. Pokaza�emo da posle bilo kog petocif-
renog palindroma x, x 6= 99 999, postoji drugi petocifren
palindrom oblika x+100 ili x+110 ili x+11. Oznaqimo
x = abcba. Ako je c 6= 9, tada je broj

x + 100 = ab(c + 1)ba

palindrom. Ako je c = 9 6= b, broj

x + 110 = a(b + 1)0(b + 1)a

je palindrom, i konaqno ako je c = b = 9 (naravno, a 6= 9)
broj

x + 11 = (a + 1)000(a + 1)

je palindrom.

Prema tome, najve�i mogu�i broj uzastopnih petocif-
renih brojeva me�u kojima nema palindroma je 109.


