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xy + yz + zx � 4
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���
� 	
�� � )������
����������

����	 ��
���
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 ����
 x ��"�∣∣ax2 + bx + c
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∣∣Ax2 + Bx + C
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	����� �� ��"� ∣∣b2 − 4ac

∣∣ �
∣∣B2 − 4AC
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�� %���
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1
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� ���	�C 0�
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�����
� � ���&����	
� ����1�

�	� � X ����	� ���	� ���� AC � k2�

)��� ��DBA = �DOA 0���
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k11( ��� �DBA = �DOX = 2 · �DCX =
2 · �DCA = 40◦ 0�DOX ��� ���� �$� 
�

�DCX ( 	�
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�� � 	���������
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(xy + yz + zx) · (x + y + z)2 � 4
(
x2y2 + y2z2 + z2x2

)
+ 5xy · (x + y + z) ,
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( ��	
� ��/���+�( ��

(1) x3y + xy3 + y3z + yz3 + z3x + zx3 � 2 · (x2y2 + y2z2 + z2x2
)

.
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� 2 · (x2y2 + y2z2 + z2x2),

��� 0�1�

8���	
�� ��"� �		
 � x = y = z =
1
3
�

��������� �����	
�� (1) � �
����%� 3���,�
� �����	
��� 0(3, 1, 0) � (2, 2, 0)1�
�� )��"�� ��
� � �
" ����� ��* 
� 9 %�&���( �� �� �� +�
� %�&� �������� 
� 0 0�

���
�� �����	�1� 3/����( �	
 �� ��
 �'�� � �� 5 � �� 2( �
��
 �� �� � ����*��� �� 0( �� �
����"� �� 5 0	�	
 �� 4( 6( 8 �'��� �� 2( ��
����'�+ �'��
��� �� 2 �� �
��
 �� ��
�� 	
��
� �����* ��
%�&��1� !�	
 � ���� ��
�����, %�&��� 40( � �/� +��� � ������ 9( �
��
� ��
������� ��� �
* ���� %�&��( � �	
 9 
���� � �	���( �
 �
�� ���� 4�
 �	�( �	
 � 
� %�&��� 1, 2, 3, 6, 7, 8, 9 �
" 	
���������� ��
� �� ���"�
� 
�
���
�(
����$� �/� +��� � � ���"�� ��
�� ����$� �/� +��� � 0�	
 �
��
��1 
���	� 98xy312(
�� �� x � y 6 � 7 � �	
� �
��	� 0����$� � �
" ���� �$� 
� ��
�� 	
�� �
��+ �� 98 �



� �������� �� ���������� �� ��

��+� 
� ��
�� 	
�� � ����*��� �� 3126 	
�����%��� 321 � 
���%�� ��
� ����
���1� 8���
 �
�� � ���	� ��
� 
�
� 
���	� �'�� ��2, 3, 6, 8, 9( � 	�	
7 � 9 876 312 �7 | 9 867 312( ���"��
��
� � 49�:2���

��  ���%� �
" �� 
��
��� �
���
� � ��� �
���� �� �����( � ���
� �
��� �����"� 
�

)������� �
� ��
�*��P (1) 0
�
����+��������
%���������	
&�%�������
���
��
P (x)6 	�	
 � P (x) �
���
� �� 	
&�%������� ��N0( ���	� 	
&�%���� � � �$� 
� a1( �
����� ���� P (10a)( �� � a = P (1)�
�	� � b = P (10a)� ;��	� ����
��� ��
� ��� ��������
 �������'�+ � ������ ��


��
�
�10a( �� 	�	
 �10a > a( 	
&�%������
���
��P (x) �� ((%�&�""��������'�+�
��
�� b � ������ �� 
��
�
� 10a�

7
����
 � �
*�
	����� �� � �����
�� ��
�
'���� ���%� ������ ����*'���
���
�(

��� �� �� ���	
 k ∈ Z �
��
�� ��� ��� �
���
�� �� 	
&�%������� � N0( 	
�� ����� ����	

����
��� � k� <	
 � k � 0( ��	�� �
���
�� �� 2k � x + k( � �� k < 0( ��	�� �� x + (−k) �
x2 + (−k + 1)x + (−k)�
��	
� ������� !�
 � � ���
� �*+�( ���
 ����+ ���� �� �
���"� ��
%�� ������

	
&�%������ � ����� �
���
�� P (x)� )
� �
" �� �
���"� ����
�� �
���
�� � �
0P (1) ��� ��
%�� ������ 	
&�%������( ��� � � ����� �
���
��( �
	 P (2) �
"
�
���"��� � �� ���
 � �� ����
1� !
�	���
( 	�	
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(Pj(x) − Pi(x)) .
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( ��"� b2 − 4ac > 01( �� ��"� |x1 − x2| =
B2 − 4AC

A
=

b2 − 4ac

a
(
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�
����
� 	�������( �� ��
��� xn + x + 1 � ym + y + 1 ���� ����	�� -���� ��� ���� 
�
��
��� n �m �
�� ���� ������( ���� n� �	
��	
 ���� �������� ��� �*+�( �
�� ����
x(xn−1 + 1) = y(ym−1 + 1)( *�
 � ��
��$ �	
��	
 ���� �
��
�� �����% ��
� y 	
�� ���
�����% ��
� x � 	
�� � 
���	� 4k + 3 0�� ��
�−1 ��� 	�������� 
�����	 �
 �
���� ��
��

���	� 4k + 31� -����( �� x � y � �
�� ���� ��������� ��
��� ��
��� 
���	� 4k + 3( �
�� ���"�� �	�� � �
" ���� ��* �	�� ���, ��
���, ��
��� 
���	� 4k + 3� ���� �	�� �
��	
�����( �� ���� ���,
��
� ���
�
'��� �� ���
� �����	� 0��� 
��
�
� �� ����+ ��

�����	� � �
�������1�

��	
� ������� �	� �� x � y ����
��� ��
���( ��	�� �� � 3 � x < y � y ≡ 1 (mod x)�
)��� � 1 ≡ xn + x + 1 = ym + y + 1 ≡ 3 (mod x)( �� x | (3 − 1) = 2( *�
 � ��
��$
0x � 31�
;	��A��
"	
��������������	����
� �	��A = {a1, a2, . . .}(a1 = 3� -�a1, . . . , an ∈
A( �
	���	
��
���

���%���(�
��
��x��	
����"�x ≡ 1 (mod ai)�����	
1 � i � n
0�� �� �
 ����
����%� ��
��� ai, 1 � i � n( �
 ���
���� �������
 ��
���1� 3/����(
��	�� �� � ��
��� x + k · a1 · . . . · an �� ���	
 k ∈ Z� �	� � an+1 ���� 
� ��	��, ��
���

	
�� � �$� 
� an�
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�����	%��� � (ai, aj) = 1 �� �� i �= j( � ���� �
�+� ��������+� �������� an
i +

ai + 1 = am
j + aj + 1 ��� �*+� 0�� �� i < j ��"� aj ≡ 1 (mod ai)1( ��� ��"�

S(ai) ∩ S(aj) = ∅ �� �� i �= j�

�� �	� ��L �D 	���+� ��� � 	���+� ���� �
���$� !�	
 � ����
�� ��
�� �
���$� 
	�����,

����
� ���
� � �+�( � �
" � �
$� �
 �����%�� �� 
���� ��� �
���$� 
� 	
��, �

���� 
	���� ����
�( � ����� ����
� ���
��  
	���$�
 ����	%��
� �
 n �� � ���� �
"
����*��� ���
 �� n ≡ 0 (mod 3) � n ≡ 2 (mod 3) � �� $ � ���
� ������� L � D ����


	����� ����
�( � � ����
� ����
� ���
��

)��/+ � ����
 n = 2, 3� �	� � �� �	
 n �
" ����*��� ���� � �	� � k �
��%���
�
���$� X 0��
�$� � ���1 	
�� �� ��� �
� �
���+� ��
 �	�
+�� -���*�����$� ���� ��

n "�
��( ����*����� � � ��� �� k "�
�� 
� L �
 X ( � �� n − k + 1 "�
�� 
� X �
 D
0�	'�����$��+�,1� )�	
$�� �	��+�+��
���$�X �� �
�+ �����L���� ����� 0
��
��

����
1 �		
 k ≡ 0 (mod 3) 0
��
��
 k ≡ 2 (mod 3)1( �
	 $ �� �
�+ �����D ���� �����

0����
1 �		
 n − k + 1 ≡ 0 (mod 3) 0n − k + 1 ≡ 2 (mod 3)1� �	��+�+ �
���$�X $


	�����L �D� 7��� �
�( � ����*�
� �
��%��� $ �� �
�+�� ��������L �D ���� ����


�		
k ≡ n−k +1 ≡ 0 (mod 3)( 
��	� �n ≡ 2 (mod 3)( � ����� �		
k ≡ n−k +1 ≡ 2



�������� �� ���������� �� �� :

(mod 3)( 
��	� � n ≡ 0 (mod 3)�
;� ���� �����( �	��+�+� ��
� ����
�( �����
� � ��$� �
���$� ���� 0��� ��
�1 ����

��n�
���$� � ��
�������� ��n−3�
���$�( �� � ��� ��n ≡ 0 (mod 3)�n ≡ 2 (mod 3)
����*������

��	
� ������� -�����	 � �
" �*��� ��	
 *�
 � ���	
� �
���$� 
	����
� ����
�

���
� �� t �
���$� 
	�����, ����
� ���
� ��
 
� +�� �
��� ��
� (−1)t6 �
	���� � ��

� ���� 
��, ��
��� �
 �
���� 2 ������������ 0�	� � �
 S6 ���� ��
����� � �
��$�
���
�� ����
�� �
���$� 	
�� � ����� 
	
 �
���$� 	
�� � �	��+�. 7�7( 7�>( >�7( >�>1� !�	
 �

����
�� ��
�� �
���$� 
	�����, ����
� ���
� ������������( �	
 � ���� ����*���( �
�� �

�
$� ��� �
 �����%�� �� �� �
���+� ��� �
���$� 
	����� ����
� ���
� 0���� �S = 2( ���
n ≡ 2 (mod 3)1 ��� �
 �����%�� �� �� �
���+� ��� �
���$� 
	����� ����
� ���
� 0����
� S = 0( ��� n ≡ 0 (mod 3)1�
 � � � 
��� �����%����� ���� ����*���( �
	���� � 	�
 � ���
� �*+��

���	 	 ������	 ��
���

�� =� �����	
��� !
*��?���%�@�+�	
��	
� ����

(
x

y2 + z
+

y

z2 + x
+

z

x2 + y

)(
x(y2 + z) + y(z2 + x) + z(x2 + y)

)
� (x + y + z)2,

�� � �
�
'�
 �
	����� �� � 4(x + y + z)2 � 9(x(y2 + z) + y(z2 + x) + z(x2 + y)), ���
�
�� ��/���+�

4(x2 + y2 + z2) � xy + yz + zx + 9(xy2 + yz2 + zx2).

!�	
 � x2 + y2 + z2 � xy + yz + zx( �
�
'�
 � �
	����� �� �

x2 + y2 + z2 � 3(xy2 + yz2 + zx2) .

!�	
 � x2 · 1 = x2(x + y + z) = x3 + x2y + x2z � �����
 �� y � z( ������+� �����	
���
x(x2 +z2) � 2x2z( y(x2 +y2) � 2xy2( z(z2 +y2) � 2z2y 0	
� �� �
����%� �����	
���
���/� ��������	 � �
������	 �����1 �
���� � ���"�� �����	
���

 � �� ��"��� ����	
��( �
����
 � �� x = y = z( �� 	�	
 � x + y + z = 1( ���� ��
�����	
�� ��"� �	
 � ���
 �	
 � x = y = z = 1

3 �

��  ��� �������� � 	��������� ��

(∗) xy(q − p) = pq(x + y),


��
��
 �� [(q − p)x − pq] · [(q − p)y − pq] = p2q2� !�	
 �

A = (q − p)x − pq = pqx

(
1
p
− 1

q
− 1

x

)
=

pqx

y
> 0,

���� (q − p)x − pq, (q − p)x − pq ∈ N � y =
pqx

A
� !�	
 �� p � q ��
��� ��
���( �
" �

����� ���� 
� ���$�, �����%���.
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0�1 <	
 � A = 1( ���� y = pqx( �� � ���*����+� � (∗) �
���� x =
pq + 1
q − p

� ��
 ���

�*+� �	
 (q − p) | (pq + 1) � �
 �� ��/�� ���
��
(

pq + 1
q − p

,
pq(pq + 1)

q − p

)
�

;����%��� A = p2q2 � ��������� ���
� 0�
����� �������� � ��������� �
 x � y1(

�� � 
����( ��� ���
� ���
��( �
������ �*+�

(
pq(pq + 1)

q − p
,
pq + 1
q − p

)
�

0�1 <	
 �A = p( ���� y = qx( �� � ���*����+� � (∗) �
���� x =
p(q + 1)
q − p

� ��
 ���

�*+� �	
 (q − p) | p(q + 1)( ��� �
*�
 � (p, q − p) = 1 �	
 (q − p) | (q + 1)( � �


�� ��/�� ���
��

(
p(q + 1)
q − p

,
pq(q + 1)

q − p

)
�

;����%���A = pq2 � ��������� ���
� 0�
����� �������� � ��������� �
 x � y1( ��

� 
����( ��� ���
� ���
��( �
������ �*+�

(
pq(q + 1)

q − p
,
p(q + 1)
q − p

)
�

021 <	
 �A = q( ���� y = px( �� � ���*����+� � (∗) �
���� x =
q(p + 1)
q − p

� ��
 ���

�*+� �	
 (q − p) | q(p + 1)( ��� �
*�
 � (q, q − p) = 1 �	
 (q − p) | (p + 1)( � �


�� ��/�� ���
��

(
q(p + 1)
q − p

,
pq(p + 1)

q − p

)
�

;����%���A = p2q � ��������� ���
� 0�
����� �������� � ��������� �
 x � y1( ��

� 
����( ��� ���
� ���
��( �
������ �*+�

(
pq(p + 1)

q − p
,
q(p + 1)
q − p

)
�

0�1 <	
 �A = p2( ���� y =
qx

p
( �� � ���*����+� � (∗) �
����x =

p(p + q)
q − p

� ��
 ���

�*+� �	
 (q − p) | (p + q)( ��� �
*�
 � (p, q − p) = 1 �	
 (q − p) | (p + q)( � �
 ��

��/�� ���
��

(
p(p + q)
q − p

,
q(p + q)
q − p

)
�

;����%���A = q2 � ��������� ���
� 0�
����� �������� � ��������� �
 x � y1( ��

� 
����( ��� ���
� ���
��( �
������ �*+�

(
q(p + q)
q − p

,
p(p + q)
q − p

)
�

0�1 <	
 � A = pq( ���� y = x( �� � ���*����+� � (∗) �
���� x =
2pq

q − p
� ��
 ���

�*+� �	
 (q − p) | 2pq( ��� �
*�
 � (pq, q − p) = 1 �	
 (q − p) ∈ {1, 2}( � �
 ��
��/�� ���
��

(
2pq

q − p
,

2pq

q − p

)
0
��
��
 �� p = 2, q = 3 ��� �*+ x = y = 6( �

�� ��
�� p � q = p + 2 ��� �*+ x = y = pq1�

�� �	� �ABCD ���� �������(
−→
AC = −→a (−−→DB =

−→
b ( |−→a | = a( |−→b | = b( a � b 0���� ���	�1

� �	� ���
 ���/� �	�
��−→a �
−→
b ��� 
*��� 0� ����
��
� ��
����B �D�
"�
 �������

����1 � �	� � ����	 θ�
�
���
 �� ������� ����� α � α′ 	
� ����" ���
����� ���� AC � BD� �	� �
����
��+ ���/� +�, h�
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A���� 	
� � � �����	� ���" ���"�$�
 �/� ������� �
������� �� α� 7
������
 �
����

��
 �� ����� α ����� β( 	
�� � � �������� �	�
�� −→a +
−→
b � )�	
/( �
������
 ����� β′

�
������ �� ����� α � �	�
�−→a �
 
	�"��
 �� �� β � β′ ���"� ������

7�
�	%�����������������β ������A1D1B1C1 ��
��
��%���A1C1 �D1B1 ������
�

h( ��� ��� � |A1C1| + |D1B1| = |−→a +
−→
b |� )��� �

PA1D1B1C1 =
1
2

(|A1C1| + |D1B1|) · h =
1
2
h · |−→a +

−→
b |.

7�
�	%��� ������� �� ����� β′ ��A2B2D2( ���� � �
��*���

PA2B2D2 =
1
2
h · |B2D2| =

1
2
h · b sin θ.

!
����
( ����
 �� �

PA1D1B1C1

PA1B2D2

=
|−→a +

−→
b |

b sin θ
=

√
a2 + b2 − 2ab cos(π − θ)

b sin θ
=

=
√

a2 + b2 − 2ab cos θ

b sin θ
�

√
a2 + b2

b sin θ
�

√
2b2

b sin θ
=

√
2

sin θ
�

√
2,

*�
 � � �����
 �
	������

�� ;��	� 
� 	������� 	
�� 5
�/ �
�� 
��/�� �	� �
��	�� �
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/( ��
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 � ��

�����������������
��
���������������
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�
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�� �
��	�� � �
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� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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� � � � � � �



�� �������� �� ���������� �� ��

B������� �
��	��
�� 	
�� � 
��/�� �� 12 	������� 4 × 4 	
�� ���"� ��� ���
� ��
�
�
���%
� �� ���%� �
����
� 	������� � �
�
'�� 0���� %������� 	������ ������� ���� �
��

�	��
����( ���
�� ���
 �
 ���
�( ����1� ����( �
 ���,
��
� � ��
� ������� � �
�
'�


�
	����� �� � ��
���
'�� ��� �
'� �� ��
�+����
�� 	������� 4 × 4 �
�� ������
�����

0���� �� ������
���� �����
 �� +��1� )� ��� ����� � ��������� ���
 ���
� �����( ���


���
� 	
�
��( �� � ����
 �� � 
�
 �
" ������� 0�� ���
� ���%� � �
	����
 	�	
 � ��������

����� �
'� �� 	
���� �� ������ � ��� "�
���
�� ��������� ���������� 	
�
����( �� � �
��

	������ 4 × 4 	
�� ���%
� ���������� � 	
�
�1�

;� ���� ����� �
��� &������� �
�� �� ������
��� ������ �
'� ���� 0��� �
'� �� ����
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��� �
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�� � �
��
� &������� �
��
���� 	������ 	
�� �
����"�� 3/����( ��	�� 	������ �
" ����"��� �����* �� ��	� ����� 0�
��$ �� ���


�����%��	
�
��
������*��&������	����������� ���	1( �� �
���&��������
�������

��� 12 �������
 �	�( 5
�/� � �
����
 12 ����+� �� 
�	��� ����
�� ��
��� 	
�� �3��
* �������
 0�
�
�
'�
( �	
 ���� ����� �
� ������ ����+�1�

���� ��	��	����

�� <	
 � 1 ∈ A � x ∈ B 0��	�
 x �
��
��( �� �B �= ∅1( ���� � x = 1 · x ∈ A 0�
 (3)1( *�

� 	
������	%���� ;��� 1 ∈ B� !�	
 � 6 + 7 = 13 ∈ A( �� (2) ���� �� � ��� 6, 7 ∈ A ���

6, 7 ∈ B� <	
 � 6, 7 ∈ A( 	�	
 � 1 ∈ B( �
 (2) ���� 7 = 1 + 6 ∈ A( *�
 � 	
������	%����
<���
��
( 	
��*$+� ��� 3 + 10 = 13( 5 + 8 = 13( 4 + 9 = 13( 2 + 11 = 13( ��
�(
����/�� � �� �� ��� ��
��� ��+� 
� �2 � �	���B� ;��� � ����	%��
� ��	
 �
	���� �� �� ���
����� �	���S 	
�� ���� �'��� �� �2 � �	���B 0�
� � ����/�� ����6 �	
 � 13k + r ∈ B(
�� k ∈ N � 1 � r � 12 � �	
 � 13(k + 1) ∈ S( ���� �( �
 (2)( 13(k + 1) = 13k + 13 ∈ B1�
 �	�( ���� �* ���������� �
 �	��
���� ��
�� �� S 	
�� �� �'��� �� �2� <	
 �� �	�

��
��� �'��� �� �2 � �	��� B( ���� �/� +��� �
��
�� �����+�� �	� � �
 ��
� 13k
02 � k �

[
2006
13

]
= 1541� =���	%��
� 0	�
 � �
�1( ���� �� �� ���� � ��
��� 13m

0k � m � 1541 � �	��� B( �� � � 13 · 154 ∈ B� 3/����( 	�	
 13 � 154( �
 (3)( 	�	
 �
13 ∈ A, 154 ∈ B( ���� 13 · 154 ∈ A( *�
 � 	
������	%��� ∗�
 �	�( � �	���A � ����� ��� ��
��� �� S �'��� �� �2 0� ���
 
��1( �� � |A| = 154�
��	
� ������� !�
 � � ���
� �*+�( ����/�� � �� � 1 ∈ B� <	
 ���� ��� ��
��� ��+� 
�
�2� �	���B( �����/�+����
��
�������+�	
�� � � �	���A� �	� � �
��
�r� =���	%��
�(
���� �� �� ��
��� 1 + kr 01 � k � 131 � �	���B� !�	
 � (r, 13) = 1( �
�+� ��
��� ���
�
���� ����� 
�����	� ��� �'+� �� �2( �� �/� +��� �
��
�� ��
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