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O′ �OM �
	������� ;�
�� �� �


���	� ������*+� ���	� 0O′1 	�������A0B0C0D0 � ����	
���� ���	�OM �� �
	� ���	�M
�� ������*+
��� 	�������ABCD�
 �	�
( ���"
�
 �

�
�����	
 �
��
 ����	� �
 ������*+
�� 	������� 	
�� �
 �
���� 	�


,
�
�
����� ���	� 	�������ABCD( ,
�
�
���
� �� %
���
�O � 	

&�%��
��
� 1
3 �

�� !�	
 �
S(x)∩ S(y) = ∅ �	
 � ���
 �	
 �
������� xn + x + 1 = ym + y + 1 �
�� �
*
+� �
�	��� ����
���, ��
�
�� ���������, 
� 1( ��
�� 
��
���� ��������
 �������
 ��
��
 ��
�
�

x � y( ��	�
 �� ���� �
������� �
�� �
*
+�� !�	
 �� x � y ���������( �
 ��
�
�� n � m �


�
�� � ���
 ��
�
 ���� �����( �
� �
 ���� ��
� xn + x + 1 �����	��
 �� x + 1 
� ������"
�
�
����
� 	������� 0�
� �
 n � 21( � ��
� ym + y + 1 �����	��
 �� y + 1 
� ������"
�
�
����
� 	�������( �� ��
�
�� xn + x + 1 � ym + y + 1 ���� �
���	�� -���� ��� �
��� 
�
��
�
�� n �m �
�� ���� �
�����( ���� n� �	
��	
 ���� �
������� ��� �
*
+�( �
�� ����
x(xn−1 + 1) = y(ym−1 + 1)( *�
 �
 �
�
��$
 �	
��	
 ���� �
��
�� �
����% ��
� y 	
�� ���

�
����% ��
� x � 	
�� �
 
���	� 4k + 3 0�
� ��
�−1 ���
 	�������� 
�����	 �
 �
���� ��
��

���	� 4k + 31� -����( �� x � y �
 �
�� ��
�� ��������� ��
��� ��
�
�� 
���	� 4k + 3( �
�� ���"
�� �	�� �
 �
"
 ��
�� ��* �	�� ���, ��
���, ��
�
�� 
���	� 4k + 3� ���� �	�� �

�
�	
�����( �� ��
�� ��
�,
��
� ���
�
'��� ��
 ���
�
 �����	� 0��� 
��
�
� �� ����+
 ��

�����	� �
 �
�������1�

��	
� ������� �
	� �� x � y ����
��� ��
�
��( ��	�� �� �
 3 � x < y � y ≡ 1 (mod x)�
)��� �
 1 ≡ xn + x + 1 = ym + y + 1 ≡ 3 (mod x)( �� x | (3 − 1) = 2( *�
 �
 �
�
��$

0x � 31�
;	��A�
�
"
	
��������������	����
� �
	��
A = {a1, a2, . . .}(a1 = 3� -�a1, . . . , an ∈
A( �
	��
�	
��

�
��

���%���(�
��
��x��	
����"�x ≡ 1 (mod ai)�����	
1 � i � n
0�
� �� �
 ��
��
����%� ��
�
�� ai, 1 � i � n( �
 ���
���� �������
 ��
���1� 3
/����(
��	�� �� � ��
�
�� x + k · a1 · . . . · an �� ���	
 k ∈ Z� �
	� �
 an+1 �
��� 
� ��	��, ��
�
��

	
�� �
 �
$� 
� an�
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�����	%��� �
 (ai, aj) = 1 �� ��
 i �= j( � ��
�� �
�+
� ��������+� �
������� an
i +

ai + 1 = am
j + aj + 1 �
�� �
*
+� 0�
� �� i < j ��"� aj ≡ 1 (mod ai)1( ��� ��"�

S(ai) ∩ S(aj) = ∅ �� ��
 i �= j�

�� �
	� ��L �D 	���+� �
�� � 	���+� �
��� �
���$� !�	
 �
 ����
�� ��
�� �
���$� 
	�
����,

����
� ���
�
 �
 �
+�( �
 �
"
 �
 �
$� �
 �����%��
 �� 
����
 ��� �
���$� 
� 	
��, �


�
��� 
	�
��� ����
�( � ����� ����
� ���
�
�  
	���$
�
 ����	%��
� �
 n �� �
 ���� �
"

����*��� ���
 �� n ≡ 0 (mod 3) � n ≡ 2 (mod 3) � �� $
 � ���
� ������� L � D ����


	�
���� ����
�( � � ����
� ����
� ���
�
�

)��/
+
 �
 ����
 n = 2, 3� �
	� �
 �� �
	
 n �
"
 ����*��� ���� � �
	� �
 k �
��%���
�
���$� X 0��
�
$� � �
��1 	
�� �� ��� �
� �
��
�+� ��
 �	�
+
�� -���*�����$� ���� ��

n "
�
��( ����*����� �
 � ���
 �� k "
�
�� 
� L �
 X ( � �� n − k + 1 "
�
�� 
� X �
 D
0�	'�����$��+�,1� )�	
$
��
 �	��+�+��
���$�X �� �
�+
 �����
L���� ����� 0
��
��

����
1 �		
 k ≡ 0 (mod 3) 0
��
��
 k ≡ 2 (mod 3)1( �
	 $
 �� �
�+
 �����
D ���� �����

0����
1 �		
 n − k + 1 ≡ 0 (mod 3) 0n − k + 1 ≡ 2 (mod 3)1� �	��+�+
 �
���$�X $



	�
����L �D� 7�
�� �
�
( � ����*�
� �
��%��� $
 �� �
�+�� ��������L �D ���� ����


�		
k ≡ n−k +1 ≡ 0 (mod 3)( 
��	�
 �
n ≡ 2 (mod 3)( � ����� �		
k ≡ n−k +1 ≡ 2



�������� �� ���������� �� �� :

(mod 3)( 
��	�
 �
 n ≡ 0 (mod 3)�
;� ����
 �����
( �	��+�+
� �
�
� ����
�( �
����
� � ��
$
� �
���$� ��
�� 0��� �
�
�1 ����

��n�
���$� �
 ��
�������� ��n−3�
���$�( �� �
 ���
 ��n ≡ 0 (mod 3)�n ≡ 2 (mod 3)
����*������

��	
� ������� -�����	 �
 �
"
 �
*��� ��	
 *�
 �
 ���	
� �
���$� 
	�
���
� ����
�

���
�
 �� t �
���$� 
	�
����, ����
� ���
�
 �
�
 
� +
�� �
�
�� ��
� (−1)t6 �
	����
 �
 ��

�
 ���� 
��, ��
�
�� �
 �
���� 2 ������������ 0�
	� �
 �
 S6 ��
�� ��
�
���� � �
��$�
���
�� ����
�
� �
���$� 	
�� �
 �����
 
	
 �
���$� 	
�� �
 �	��+�. 7�7( 7�>( >�7( >�>1� !�	
 �


����
�� ��
�� �
���$� 
	�
����, ����
� ���
�
 ������������( �	
 �
 ���� ����*���( �
�� �


�
$� ��� �
 �����%��
 �� �� �
��
�+� ��� �
���$� 
	�
���� ����
� ���
�
 0���� �
S = 2( ���
n ≡ 2 (mod 3)1 ��� �
 �����%��
 �� �� �
��
�+� ��� �
���$� 
	�
���� ����
� ���
�
 0����
�
 S = 0( ��� n ≡ 0 (mod 3)1�
 � �
 � 
��� �����%����� ���� ����*���( �
	����
 �
 	�
 � ���
� �
*
+��


���	 	 ������	 ��
���

�� =� �
�
���	
��� !
*��?���%�@�+�	
��	
� ��
��

(
x

y2 + z
+

y

z2 + x
+

z

x2 + y

)(
x(y2 + z) + y(z2 + x) + z(x2 + y)

)
� (x + y + z)2,

�� �
 �
�
'�
 �
	����� �� �
 4(x + y + z)2 � 9(x(y2 + z) + y(z2 + x) + z(x2 + y)), ���
�
��
 ��
/���+�

4(x2 + y2 + z2) � xy + yz + zx + 9(xy2 + yz2 + zx2).

!�	
 �
 x2 + y2 + z2 � xy + yz + zx( �
�
'�
 �
 �
	����� �� �


x2 + y2 + z2 � 3(xy2 + yz2 + zx2) .

!�	
 �
 x2 · 1 = x2(x + y + z) = x3 + x2y + x2z � �����
 �� y � z( ������+
� �
�
���	
���
x(x2 +z2) � 2x2z( y(x2 +y2) � 2xy2( z(z2 +y2) � 2z2y 0	
�
 �� �
��
��%� �
�
���	
���
���
/� �����
���	
 � �

�
�����	
 ��
���
1 �
���� �
 ���"
�� �
�
���	
���

 � �� ��"��� �
���	
��( �
��
��
 �
 �� x = y = z( �� 	�	
 �
 x + y + z = 1( ��
�� ��
�
�
���	
�� ��"� �	
 � ���
 �	
 �
 x = y = z = 1

3 �

��  ��� �
������� �
 
	�����
���� ��

(∗) xy(q − p) = pq(x + y),


��
��
 �� [(q − p)x − pq] · [(q − p)y − pq] = p2q2� !�	
 �


A = (q − p)x − pq = pqx

(
1
p
− 1

q
− 1

x

)
=

pqx

y
> 0,

��
�� (q − p)x − pq, (q − p)x − pq ∈ N � y =
pqx

A
� !�	
 �� p � q ��
��� ��
�
��( �
"
 �


�
���� �
��� 
� ��
�
$�, �����%���.
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0�1 <	
 �
 A = 1( ��
�� y = pqx( �� �
 ���*����+
� � (∗) �
���� x =
pq + 1
q − p

� ��
 ���


�
*
+� �	
 (q − p) | (pq + 1) � �
 �� ��
/
�� ���
��
(

pq + 1
q − p

,
pq(pq + 1)

q − p

)
�

;����%��� A = p2q2 �
 ���
������ ���
� 0�
����� �
������� �
 ���
������ �
 x � y1(

�� �
 
����
( ��� ���
� ���
��( �
������ �
*
+�

(
pq(pq + 1)

q − p
,
pq + 1
q − p

)
�

0�1 <	
 �
A = p( ��
�� y = qx( �� �
 ���*����+
� � (∗) �
���� x =
p(q + 1)
q − p

� ��
 ���


�
*
+� �	
 (q − p) | p(q + 1)( ��� �
*�
 �
 (p, q − p) = 1 �	
 (q − p) | (q + 1)( � �


�� ��
/
�� ���
��

(
p(q + 1)
q − p

,
pq(q + 1)

q − p

)
�

;����%���A = pq2 �
 ���
������ ���
� 0�
����� �
������� �
 ���
������ �
 x � y1( ��

�
 
����
( ��� ���
� ���
��( �
������ �
*
+�

(
pq(q + 1)

q − p
,
p(q + 1)
q − p

)
�

021 <	
 �
A = q( ��
�� y = px( �� �
 ���*����+
� � (∗) �
���� x =
q(p + 1)
q − p

� ��
 ���


�
*
+� �	
 (q − p) | q(p + 1)( ��� �
*�
 �
 (q, q − p) = 1 �	
 (q − p) | (p + 1)( � �


�� ��
/
�� ���
��

(
q(p + 1)
q − p

,
pq(p + 1)

q − p

)
�

;����%���A = p2q �
 ���
������ ���
� 0�
����� �
������� �
 ���
������ �
 x � y1( ��

�
 
����
( ��� ���
� ���
��( �
������ �
*
+�

(
pq(p + 1)

q − p
,
q(p + 1)
q − p

)
�

0�1 <	
 �
A = p2( ��
�� y =
qx

p
( �� �
 ���*����+
� � (∗) �
����x =

p(p + q)
q − p

� ��
 ���


�
*
+� �	
 (q − p) | (p + q)( ��� �
*�
 �
 (p, q − p) = 1 �	
 (q − p) | (p + q)( � �
 ��

��
/
�� ���
��

(
p(p + q)
q − p

,
q(p + q)
q − p

)
�

;����%���A = q2 �
 ���
������ ���
� 0�
����� �
������� �
 ���
������ �
 x � y1( ��

�
 
����
( ��� ���
� ���
��( �
������ �
*
+�

(
q(p + q)
q − p

,
p(p + q)
q − p

)
�

0�1 <	
 �
 A = pq( ��
�� y = x( �� �
 ���*����+
� � (∗) �
���� x =
2pq

q − p
� ��
 ���


�
*
+� �	
 (q − p) | 2pq( ��� �
*�
 �
 (pq, q − p) = 1 �	
 (q − p) ∈ {1, 2}( � �
 ��
��
/
�� ���
��

(
2pq

q − p
,

2pq

q − p

)
0
��
��
 �� p = 2, q = 3 ���
 �
*
+
 x = y = 6( �

�� ��
��
 p � q = p + 2 ���
 �
*
+
 x = y = pq1�

�� �
	� �
ABCD ���� �
���
���(
−→
AC = −→a (−−→DB =

−→
b ( |−→a | = a( |−→b | = b( a � b 0���� ���	�1

� �
	� ���
 ���
/� �
	�
��−→a �
−→
b ���
 
*��� 0� ����
��
� ��
����B �D�
"
�
 ���
����

�
���1 � �
	� �
 �
���	 θ�
�
���
 ��
 �����
��
 ����� α � α′ 	
�
 ����"
 ���
�����
 ����
 AC � BD� �
	� �

����
��+
 ���
/� +�, h�
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�
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������� �� α� 7
������
 �
����

��
 �� ����� α ����� β( 	
�� �
 � �����
��� �
	�
�� −→a +
−→
b � )�	
/
( �
������
 ����� β′

�
������ �� ����� α � �
	�
�−→a �
 
	�"��
 �� �� β � β′ ���"
�
 ������

7�
�
	%����
���
����������β �
����
�A1D1B1C1 ��
��
��%���A1C1 �D1B1 ������
�

h( ��� �
�� �
 |A1C1| + |D1B1| = |−→a +
−→
b |� )��� �


PA1D1B1C1 =
1
2

(|A1C1| + |D1B1|) · h =
1
2
h · |−→a +

−→
b |.

7�
�
	%��� �
���
��� �� ����� β′ �
�A2B2D2( ���� �
 �
��*���

PA2B2D2 =
1
2
h · |B2D2| =

1
2
h · b sin θ.

!
����
( ����
 �� �


PA1D1B1C1

PA1B2D2

=
|−→a +

−→
b |

b sin θ
=

√
a2 + b2 − 2ab cos(π − θ)

b sin θ
=

=
√

a2 + b2 − 2ab cos θ

b sin θ
�

√
a2 + b2

b sin θ
�

√
2b2

b sin θ
=

√
2

sin θ
�

√
2,
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	������
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 0�
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��
������*��&������	����������� ���	
1( �� �
�
��&��������
�������

��� 12 
�
�
�����
 �	�
( 5
�/� �
 �
��
��
 12 ����+� �� 
�	���
 ����
�
� ��
�
�� 	
�� �
3��
* �������
 0�
�
�
'�
( �	
 ���� ����
�
 �
�
 ���
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