
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja

Druxtvo matematiqara Srbije

DRЖAVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

16.03.2013.

Prvi razred – A kategorija

Neka je k > 0. Na stranicama A1B1,B1C1 i C1A1 trougla A1B1C11.

uoqene su taqke C2,A2 i B2, redom, takve da je

A1C2

C2B1

=
B1A2

A2C1

=
C1B2

B2A1

= k.

Daǉe, za svako 2 6 i 6 2012, na stranicama AiBi,BiCi i CiAi

trougla AiBiCi uoqene su taqke Ci+1,Ai+1 i Bi+1, redom, takve da
je

AiCi+1

Ci+1Bi

=
BiAi+1

Ai+1Ci

=
CiBi+1

Bi+1Ai

=

{

k, i ≡ 1 (mod 2)
1

k
, i ≡ 0 (mod 2)

.

Dokazati da se prave A1A2013,B1B2013 i C1C2013 seku u jednoj
taqki.

Neka je p prost broj. Ako postoji k ∈ N takvo da je2.

k3 + pk2

potpun kub, dokazati da 3 | p− 1.

Neka su a, b, c i d realni brojevi za koje vaжi abcd = 1 i3.

a+ b+ c+ d =
1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d
.

Dokazati da su neka dva od brojeva ab, ac, ad, bc, bd, cd jednaka.

Na 41 poǉe xahovske table stavǉen je po jedan kraǉ. Dokazati4.

da se me�u ǌima mogu na�i tri disjunktna skupa takva da svaki
sadrжi bar 5 kraǉeva koji se me�usobno ne napadaju.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

DRЖAVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

16.03.2013.

Drugi razred – A kategorija

Neka je F figura koja odgovara skupu taqaka sa koordinatama1.

(b, c) (u pravouglom koordinatnom sistemu) pri qemu su b i c takvi
realni brojevi da su moduli oba rexeǌa kvadratne jednaqine
x2 + bx+ c = 0 ne ve�i od 1. Odrediti povrxinu figure F .

U prostoru je dat beskonaqan skup S taqaka me�u kojima ne posto-2.

je tri kolinearne. Svake dve taqke skupa S spojene su duжima, a
svaka duж oznaqena je sa + ili −. Pri tome, skup S ima slede�u
osobinu: za svaka dva konaqna disjunktna podskupa {A1, . . . , Am}
i {B1, . . . , Bn} skupa S postoji taqka iz S koja je povezana duжima
oznaqenim sa + sa svim taqkama A1, . . . ,Am, a duжima oznaqenim
sa − sa svim taqkama B1, . . . ,Bn.
Ako se obrixe konaqno mnogo taqaka skupa S, dokazati da pre-
ostale i daǉe imaju opisanu osobinu.

Na stolu se nalazi 2014 kartica na kojima redom pixu brojevi3.

20, 21, 22, . . . , 22013.

Aca i Branko naizmeniqno uzimaju po jednu karticu sa stola, a
prvi karticu uzima Aca. Nakon xto je uzeta i posledǌa kartica,
Aca izraquna zbir brojeva koji se nalaze na karticama koje je on
izabrao, a Branko uradi isto sa svojim karticama. Obeleжimo
sa A i B zbirove koji su dobili Aca i Branko, redom. Ukoliko je
NZD(A,B) > 1 pobedio je Aca, a u suprotnom je pobedio Branko.
Odrediti koji igraq ima pobedniqku strategiju.

Neka su AD i BE visine, H ortocentar i O centar opisane kru-4.

жnice oxtrouglog trougla ABC. Ako je K ortocentar trougla
AOB, dokazati da prava HK polovi duж DE.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.
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Tre�i razred – A kategorija

Za skup prirodnih brojeva A kaжemo da je skup-interval ako po-1.

stoje prirodni brojevi a 6 b takvi da je A = {i ∈ N | a 6 i 6 b}.
Za date prirodne brojeve n i k, koliko ima ure�enih k-torki
skup-intervala (A1, A2, . . . , Ak) takvih da je

A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ Ak ⊆ {1, 2, . . . , n}?

Odrediti najve�e c ∈ R (ili dokazati da ne postoji) za koje je2.

taqno slede�e tvr�eǌe:
Ako je α nula polinoma

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

gde su a0, a1, . . . , an ∈ C i n ∈ N takvi da je |a0| = |a1| = . . . = |an| > 0,
tada je |α| > c.

Za prirodan broj kaжemo da je palindrom ako se prilikom qi-3.

taǌa ǌegovih cifara (u dekadnom zapisu) sleva nadesno i zdesna
nalevo dobija isti broj. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje
je broj nk palindrom za svaki prirodan broj k.

U oxtrouglom trouglu ABC povuqene su visine AA1, BB1 i CC1.4.

Taqke M i N na duжima A1C1 i C1B1 su takve da je

∢MAA1 = ∢NAC.

Dokazati da je MA simetrala ugla C1MN .

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje jednaqina1.

3(x+ 1)√
x

= a+
x+ 1√

x2 − x+ 1

ima taqno jedno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

Prirodan broj m nazivamo skoro binarni ako se moжe predstaviti2.

kao zbir razliqitih brojeva iz skupa

{2k − 1 | k ∈ N}.

Od svih skoro binarnih brojeva neka je N onaj koji je 20142012-ti
po veliqini, poqev od najmaǌeg. Da li je broj N − 2013 skoro
binarni?

Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla ABC (AB 6= AC), a B13.

i C1 redom podnoжja visina iz temena B i C. Prava ℓ, koja sadrжi
H i paralelna je sa B1C1, seqe pravu BC u taqki K i kruжnicu
opisanu oko trougla HB1C1 u taqki L (L 6= H). Kruжnice opisane
oko trouglova HB1C1 i ABC se seku u taqkama A i D. Ako prava
AH seqe kruжnicu opisanu oko trougla ABC u taqki E (E 6= A),
i ako je M sredixte duжi BC, dokazati da taqke D,E,K,L,M
leжe na istoj kruжnici.

Odrediti sve prirodne brojeve n > 2 za koje postoji funkcija4.

f : {0, 1}n → {1, 2, . . . , n} koja zadovoǉava:

Ako su (x1, x2, . . . , xn) i (y1, y2, . . . , yn) dva niza iz skupa {0, 1}n
takva da je |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ . . .+ |xn − yn| = 2, onda vaжi

f(x1, x2, . . . , xn) 6= f(y1, y2, . . . , yn).

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.
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Prvi razred – B kategorija

U zavisnosti od realnog parametra a, u skupu realnih brojeva1.

rexiti jednaqinu

|x− 1|+ |x+ 2| = a− 2x.

Dati su trouglovi ABC i A1B1C1 takvi da je ∢BAC > ∢B1A1C1,2.

AB = A1B1 i AC = A1C1. Dokazati da je BC > B1C1.

Dokazati da me�u 6 uzastopnih prirodnih brojeva postoji bar3.

jedan koji je uzajamno prost sa svakim od ostalih 5.

Kruжnice k1, sa centrom O1 i polupreqnikom r, i k2, sa cen-4.

trom O2 i polupreqnikom 2r, dodiruju se iznutra. Tetiva AB

kruжnice k2 dodiruje kruжnicu k1 u taqki T . Neka je prava p

normala iz O2 na AB, i neka je ǌen drugi presek s kruжnicom k1
taqka C. Neka je D ona taqka preseka p i k2 koja je sa suprotne
strane od O2 u odnosu na AB. Dokazati da je prava AB simetrala
duжi CD.

Dato je 6 taqaka u ravni. Neka je p broj razliqitih pravih koje5.

odre�uju parovi ovih taqaka. Koje sve vrednosti moжe imati p?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.
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Drugi razred – B kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1.

√
x− 30 +

√
2x+ 4 = 8.

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu2.

3x + 4x − 5x

x3 + x4 − x5
> 0.

U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu3.

2!! · 4!! · 6!! · . . . · (2k)!! = (k(k + 1))!!.

(Sa (2k)!! oznaqen je proizvod parnih prirodnih brojeva ne ve�ih
od 2k. Npr. 8!! = 2 · 4 · 6 · 8.)

U tetivnom qetvorouglu ABCD vaжi CD = AD + BC. Dokazati4.

da preseqna taqka simetrala uglova u temenima A i B pripada
stranici CD.

Neka je n prirodan broj, a k ceo broj, tako da je 06k6n. Dokazati5.

da u skupu {0, 1, 2, . . . , n} jednaqine

x+ y = n− k i x+ y = n+ k

imaju isti broj rexeǌa.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.
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Tre�i razred – B kategorija

Osnovica AB jednakokrakog trougla povrxine 15 pripada pravoj1.

x − 2y + 20 = 0, a vrh mu je taqka C(1, 8). Odrediti jednaqine
pravih kojima pripadaju kraci tog trougla.

Dokazati nejednakost2.

sin 26◦ · sin 58◦ · sin 74◦ · sin 82◦ · sin 86◦ · sin 88◦ · sin 89◦ >
45

√
2

64π
.

Odrediti cifru desetica broja 163
2013

.3.

Koja je najmaǌa povrxina pravougaonog lista papira, koji se4.

moжe saviti tako da se prekrije celokupna povrxina tetraedra
kod koga su sve ivice duжine 1?

Dva igraqa, Aca i Branko, igraju slede�u igru:5.

• Prvo Aca bira prirodan broj m > 2 koji nije deǉiv sa 3;
• Zatim Branko bira prirodan broj n;
• Onda Aca na tabli dimenzija m× n iseca jedno poǉe;
• Zatim Branko stavǉa na tu tablu trimino figure (figure
se mogu okretati) koje se ne mogu preklapati.

Igru dobija Branko ako moжe pokriti celu tablu trimino figu-
rama, a u protivnom dobija Aca. Ko od ǌih ima dobitnu strate-
giju?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.
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DRЖAVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
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Qetvrti razred – B kategorija

Dati su kompleksni brojevi1.

a = (i+ 1) · (i+ 2) · . . . · (i+ 2013) i b = (i− 1) · (i− 2) · . . . · (i− 2013).

Uporediti module ovih brojeva.

Odrediti ostatak pri deǉeǌu polinoma2.

x2013 + x2010 + . . .+ x6 + x3 + 8

polinomom x2 − x+ 1.

Odrediti sve qetvorocifrene brojeve n = abcd takve da je
2n

3
3.

qetvorocifren broj qije su cifre hiǉada, stotina, desetica i
jedinica redom b+ 1, a+ 1, d+ 1 i c+ 1.

Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla ABC (AB 6= AC), a B14.

i C1 redom podnoжja visina iz temena B i C. Prava ℓ, koja sadrжi
H i paralelna je sa B1C1, seqe pravu BC u taqki K i kruжnicu
opisanu oko trougla HB1C1 u taqki L (L 6= H). Kruжnice opisane
oko trouglova HB1C1 i ABC se seku u taqkama A i D. Ako prava
AH seqe kruжnicu opisanu oko trougla ABC u taqki E (E 6= A),
dokazati da taqke D,E,K,L leжe na istoj kruжnici.

Za date prirodne brojeve n i k, koliko ima ure�enih k-torki5.

skupova (A1, A2, . . . , Ak) takvih da je

A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ Ak ⊆ {1, 2, . . . , n}?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.


