MwuHuCcTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo marematuuapa Cpouje

NP RABHO TAKMWYEILE 13 MATEMATHWURE
16.03.2013.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

Heka je k > 0. Ha crpanunama A By, B1C; u C1 A, tpoyrana A1B1Ch
youene cy tauke Cy, Ao m By, pemoM, TakBe na je

A1Cy  BiAy  C1By i
CoBy A0y BoAy

Hame, 3a cBako 2 < ¢ < 2012, ma crpanunama A;B;, B;C; u C;A;
tpoyraa A;B;C; youene cy Ttaure Cjy1, A;+1 u Biy1, penoM, Takse na
je

AiOz'—i—l BiAi—l—l N OiBi—i—l . { ]{7, 1=1 (mod 2)

Ci—l—lBi - Ai_|_1ci N Bi—l—lAi N %, 1=0 (mod 2)

IoxrazarTu a Cce IIpaBe A1A2013,B132013 n 0102013 CEeRYy Yy jeILHOj
Ta4YKU.

Heka je p mpoct 6poj. Ako mocroju k € N TakBo nma je
k3 + pk?

noTmyH Ky0, mokazatu ga 3 | p— 1.

Heka cy a, b, c u d peanmuu 6pojeBu 3a Koje Baxku abecd = 1 u

1 1 1 1
at+btetd=—+—+-+-.
a b ¢ d

HokazaTtu ma cy Heka mBa omn OpojeBa ab, ac, ad, be, bd, cd jennaka.

Ha 41 mosme maxoBcke TabJse craB/beH je MO jemaH kKpaJds. Jlokasaru
na ce Mebhy muMa Mory Hahwu Tpu AUCjYHKTHA CKyIla TAKBa 1a CBAKU
cagp:xm O6ap 5 KpajbeBa KOju ce MelhycoOHO He Hamanmajy.

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3IOKUTH.
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Ilpyru paspen — A Kareropuja

Heka je F' ¢urypa koja oarosapa CKyIy Tayaka Cca KOODIWHATAMA
(b, ¢) (y npaBOyrioM KOOPAMHATHOM CUCTEMY ) IIPU YeMy Cy b U ¢ TaKBU
peanHu OpojeBu ma cy mMonmyau oba pelema KBaAPATHE jeTHAUNHE
22 4+ bx + c =0 me Behu ox 1. Oapemutu nopmury durype F.

Y mpocropy je mar 6eckoHavan ckym S Tavaka Mehy Kojuma He mocTo-
je Tpu rosmHeapHe. CBake nBe Tauyke CKyma S CIOjeHe Cy Iy:KuMa, a
CBaka Oy:k O3HaUeHa je ca + wiau —. [lpu Tome, ckym S uma caemehy
ocobuHy: 3a CBaka ABA KOHAUYHA MUCjyHKTHa moackyma {Ai,..., A}
u {By,...,B,} ckyna S mocroju Tauka u3 S Koja je moBe3aHa Iy:KUMA
O3HAUEHUM ca + ca cBuM taukama A, ..., A,,, a qy:KUMa O3HAYEHUM
ca — ca cBuUM Tavkama Bi,...,B,.

Axo ce oOpwuire KOHAYHO MHOIO Tadaka CKyma S, HOKa3aTu mna Ipe-
ocTajie U Hajbe UMajy ONUCAHy OCOOUHY.

Ha crony ce mamasm 2014 rapTuna Ha KojuMa penoM IUILy OpPOjeBuU
20 2t 2% ... 22013,

Arna u Bpanko HAM3MEHUYHO y3MMajy IO jeqHy KAPTUILy Ca CToJa, a
npBu kapTuny y3uma Ana. Hakown mro je y3era m mocrienma KapTuma,
Ana m3pauyna 306up 6pojeBa KOju ce HaJia3e HA KapTUllaMa Koje je OH
n3abpao, a Bpanko ypamu mcrto ca cBojuMm kaprumama. OO0eneKuMo
ca A u B 36upose koju cy nobouau Ana u bpanko, peaoM. Y KOJIUKO je
H3II(A, B) > 1 nobemuno je Ana, a y cynporHoMm je nobemo Bpanko.
Onapenutu Koju urpady mma mO0OETHUYKY CTPATETH]y.

Hexka cy AD u BE Bucune, H oprouearap u O IeHTAp ONUCaHE KPY-
skaUIe omrpoyrior tpoyraa ABC. Axko je K opromeHTap Tpoyria
AOB, nmokazatu na npasa HK mosoBu ny:x DE.

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0O0pPa3IOKUTH.
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Tpehu pa3zpen — A xkareropuja

3a CKyn npupomHux OpojeBa A KajkeMo Ha je CcKyn-uHmepsan ako Io-
croje mpuponuu 6pojesu a < b taksu ga je A = {i € N|a < i < b}.
3a mare mpuponHe OpojeBe n u k, KOIUKO mMa ypebheHux k-Topku
ckyn-unrepBasa (Aq, Ao, ..., Ap) TakBuUx ma je

AlgAgggAkg{1,2,,n}7

Oppemuru majBehe ¢ € R (unm mokaszatu ma He MOCTOjU) 3a Koje je
tauHo cienehe tBpheme:
Axo je o Hysta TOJIMHOMA

P(2) = apz™ + ap_12" 1+ ...+ a1z + ao,

rie cy ag,ai,...,a, € Cun € Nraksu na je |ag| = |a1| = ... = |a,| > 0,
Tana je |al > c.

3a nmpupomaH O6poj KaxKeMO na je NasuHOpOM aKO Ce TPUIUKOM Uu-
Tama HBeroBux mudapa (y IeKamgHOM 3amUCy) CJIeBa HANECHO U 3IeCHA
HaJIeBO mobuja uctu 6poj. OapemuTu cBe mpupoaHe OpojeBe n 3a Koje
je 6poj n* mamumEIpOM 3a cBaku mpupomaH 6poj k.

Y omrpoyraom tpoyray ABC moByuene cy Bucune AA;, BBy u CCh.
Taurke M u N ua my:xkuma A;C7; u C1B; cy TakBe na je

IMAA; = <aNAC.

Ilokazatu na je M A cumerpasa yraa C1MN.

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUTH.
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UerBpTH pa3pen — A KaTeropuja

OnpenuTu cBe BPEAHOCTU PEAJHOT MapaMeTpa a 3a KOje jeTHAYUMHA

3(z+1) r+1

NG Va2 —x+1

“Ma TAYHO JeHO pelleme y CKYIy peayiHuX OpojeBa.

[Ipuponan 6poj m HA3ZUBAMO CKOPO OUHAPHU AKO CE€ MOYKE IPEACTABUTU
Kao 30up paznmuuTux OpojeBa M3 CKyma

{2¥ — 1]k e N}.

On cBux ckopo GuHapHuX O6pojeBa Heka je N oHaj koju je 20142012_1y
IO BeJWYMHU, MOUeB on HajMamer. Jla mu je 6poj N — 2013 ckopo
ounapHU?

Heka je H oprouenrap omrpoyrior tpoyraa ABC (AB # AC), a By
u C] pemoMm nomguo:kja Bucuna u3 remena B u C. [lpasa ¢, koja caap:xu
H u mapanenna je ca B1(Cy, ceue npaBy BC' y tauku K u Kpy:KHUILY
onucany oko tpoyraa HBCy y rauku L (L # H). Kpy:xaune onucane
oko tpoyrioBa HB1C; u ABC' ce cexy y Taukama A n D. Ako mpasa
AH ceue kpysuuily onucany oko tpoyriaa ABC y rtauku E (E # A),
u ako je M cpemumre nysxxu BC, morazaru na tauke D, E, K, L, M
Jieke Ha MCTOj] KPYKHUIN.

Onpenutu cBe mpuponne OpojeBe n > 2 3a KOje MOCTOju (GYHKIHja
f:{0,1}" = {1,2,...,n} roja 3amoBosbaBa:

Ako cy (z1,%2,...,2n) u (Y1,Y2,-..,Yn) OBa HU3a u3 ckyma {0,1}"”
rakBa na je |r1 —y1| + |2 —ya| + ... + |2 — Yn| = 2, oHmA Baku

flrr, 2o, m0) # F(Y1,92, -+, Un)-

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OPA3IOKUTH.
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IIpBu pa3pen — b kareropuja

Y 3aBUCHOCTU OJ peajIHOT MapaMeTpa a, Y CKYIy peaJHux OpojeBa
pEemunT! je THAUNHY

|z — 1| + |z + 2| = a — 2.

Haru cy tpoyraosu ABC u A1B,C takBu na je <BAC > <B1A.C1,
AB = AB; u AC = A,C,. Hoxkasaru na je BC > B,(C}.

Iorazatu ma Mebhy 6 y3acTtomHux mpupomHux OpojeBa moctoju Gap
jemaH Koju je y3ajaMHO IMPOCT Ca CBAKUM O OCTAJUX O.

Kpyxaune ki, ca mearpom (; u moaynpedyHukoMm 7, u kg, ca IeH-
TpoMm Oy U TMOJYIPEYHUKOM 27, HOOUpPYjy ce m3uyTtpa. TeruBa AB
Kpy:kHUIE ko momupyje kKpy:kuuiy ki y taukm 1. Hera je mpasa p
mopmataa u3 O, Ha AB, u HEeKa je HBeH APYTU IPEecek ¢ KPY:KHUIOM ki
tauka C. Hera je D oma Taura mpeceka p u ke KOja je ca CympoTHE
crpane ox Oy y omaocy wa AB. Ilokaszatu na je npaBa AB cumerpaia
nyxu CD.

Iato je 6 Tauaka y paBau. Heka je p 0poj pa3zimunTux IpaBuUX Koje
ompebyjy mapoBu oBUX Tayaka. Roje cBe BpeaHOCTU MO:Ke UMaTU p?

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUTH.
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Ipyru pa3spen — B kareropuja

Y ckymy peaJjHUX OpojeBa PENIUTU jeTHAUUHY

Vr—30++V2x+4=28.

Y ckymy peaJjsHuxXx OpojeBa pENIUTU HEjeTHAUNHY

——— = 0.
3 4+ x4 — b

Y cKymy mpupomHuX OpojeBa PENIUTHU jeTHAUYUHY
20040610 (2B = (k(k 4+ 1)

(Ca (2k)!! o3HaueH je mpom3BOA MIAPHUX IPUPOAHUX OGpojeBa He Behux
ox 2k. Hup. 8!l =2-4-6-8.)

Y rmerusnoMm uverBopoyriy ABCD Baxu CD = AD + BC. Ilokazaru
a MpecevHa Tadyka CUMeTpaJia yrioBa y temenuMma A wu B mpumanga
crpauuru C'D.

Heka je n npupomaun 6poj, a k meo 6poj, Trako na je 0<k<n. Ilorasaru
na 'y crymy {0,1,2,...,n} jennaunne

r+y=n—k mw zH+y=n+k

UMajy UCTU OpOj pemema.

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUTH.
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Tpehu pa3spen — B kareropuja

OcuoBuna AB jemHakOKpakKor TPOyTJa MOBpINMHE 15 mpumanga mpaBoj
x—2y+20 = 0, a Bpx my je taura C(1,8). Omnpemutu jennauune
IpaBUX KOjuMa IIPUIALajy Kpaly TOr TPOYTJa.

IlokazaTu HejeTHAKOCT

45v/2

sin 26° - sin 58° - sin 74° - sin 82° - sin 86° - sin 88° - sin 89° > Y
T

Onpenutu mudpy meceruna 6poja 163°°".

Koja je majMama TOBPIIMHA TPaBOYTraOHOr JIMCTA Malupa, KOJjU Ce
MOK€ CABUTU TAKO Ha Ce MPEKpUje IMEeJOKYIHA MOBPIIMHA TeTpaenpa
KO/l KOra Cy CBe MBUIE my:KuHe 17

IlBa urpaua, Aua u Bpauko, urpajy caemnehy urpy:

e [Ipro Ana Gupa mpupoman 6poj m > 2 KOju HUje TEBUB ca 3;

e Sarum Bpanrko 6upa npupoman 6poj n;

e Ouna Ana ma Tabau auMeH3Uja m X N UCEIa jeIHO MOJLE;

e 3arum Bpamko ctaBma Ha Ty Tabmay TpummuO durype tb (¢purype
ce MOTYy OKpeTaTu) KOje Ceé He MOTY MPEKJIAIATH.

Urpy modbuja BpaHko ako MOke MOKPUTHU Lely Tabily TPUMUHO QUTY-

pama, a y nporuBHOM nobuja Ama. Ko ox mux uma mobutHy cTpate-
rujy”?

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merarsHO 0OpPa3IOKUTH.
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UYerepTH; pa3pen — b kareropuja

Ilaty cy KOMIIEKCHU OpOjeBu
a=0G+1)-(i+2)-...-(142013) ub=(i—1)-(i—2)-...- (i —2013).
Ynopeautu Monyie oBux OpojeBa.

O,Z[pe,HI/ITI/I OCTaTaK IIPpU OEJ/LEHY ITOJMHOMA
{132013+{132010+...+.’136+{133+8

nosuHOMOM T2 — 7 + 1.

. —— . 2n
Onpenutu cBe uyerBOpoludppene O6pojeBe n = abed TakBe ma je 3
JyeTBOpOIUPpeH Opoj uuje cy mudppe Xmibanga, CTOTUHA, NECETUIA U

jemmauna peqoMm b+ 1, a+1,d+1 u c+ 1.

Heka je H oprouenrap omrpoyraor tpoyriaa ABC (AB # AC), a B
u C] pemoMm nomguo:kja Bucuua u3 remena B u C. Ilpasa ¢, koja caap:xu
H u nmapanenna je ca B1Cq, ceue mpaBy BC' y tauku K u KpPY:KHUILY
onucany oko tpoyraa HBCy y rauku L (L # H). Kpy:xaune onucane
oko TpoyrioBa HB,C; u ABC' ce cexy y Taukama A u D. Ako npasa
AH ceue kpyskuuny onucany oko tpoyriaa ABC y tauku E (E # A),
nokazatu ma tauke D, E, K, L nexe Ha UCTOj KPYKHUIIN.

3a mare mpuponHe OpojeBe n W k, KOIUKO mMa ypebheHux k-Topku
ckynoBa (Ajp, As, ..., A;) TarkBux ma je

AlgAgggAkg{1,2,,n}7

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0O0pPa3IOKUTH.



