MuHuUCTAapCTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IlpymTBo maremaruuapa Cpbuje

NP KABHO TARKMUWYEILE 13 MATEMATUVRKE
YUEHUKA CPEIIHLUX IMIKOJIA

11. mapt 2017.

IlpBu pa3pen — A rareropuja

Ila nmu je moryhe y cBako moJsse tabmaune ¢popmara 2017 x 2017 ynucaTty mo jemaH on
Oopojesa 1, 2, 3, ..., 2017 Ha TakaB HAYMH & C€ y CBAKO] BPCTU, y CBAKOj KOJOHU
U Ha CBAKO] IQUjaroHaJd CBaku O] OpojeBa mojaBiyje HajBume jenasuyt? (IIpurom
ImocMaTpaMo OujaroHajie CBUX MOTYNWX Ay:KMHA: Hakie, nBe aujaronate nysxuse 2017,
yeTupu aujaronase myskuHe 2016, yetupu mujaronase myskuue 2015, ..., yeTupu au-
jaromasie my:KuHe 2 U YETUDPU AWjaroHaje HyskuHe 1.)

Onpenutu cBe mpupoane 6pojese a u b 3a Koje je Gpoj
a*b + 3b — 2a%b? — a® — 3b°

CTEIeH OBOjKE.

Heka cy a, b u ¢ mosuruBau peasnu OpojeBu 3a Koje Baku a + b+ ¢ = 3. Ilokazaru:

1 1 1
+ + >
Va2 +ab+be VB2+bc+ca V2 +ca+ab

Iokazatu na y AABC cumerpana £A, npasa onpebena cpemumruma crpanuna AC u
BC, xao u npasa onpebena momupHuM TaukaMa ynucaHe KpYy:kKHUIE U cTpanuna AB u
BC', cBe mposaze Kpo3 UCTY TAUKY.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IOKUTH.
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Konuko HajBuimme cTpaHWIa MOKE MMATH KOHBEKCAH MHOTOYTa0 KOME Cy MYKUHE CBUX
IUjaroHaja jemnHake?

Y CKymy peaJiHUX OpOjeBa PEINUTU CUCTEM jeTHAYUMHA:

T+y+cosz=3;
2 —y +sin{z} = 1;
x — 3y — arctg 22 = —2.

(Ca {z} osmauaBamo pasiomibeHu neo 6poja z, 1j. {z} =2z — |z].)

Hera ¢ynrmumja odraz npeciaukasa nudpe 0,1,2,5,8 y muppe 0,1,5,2,8, pexom. [Ipupo-
maH 6poj n = txtk_1---t1ty HA3UBAMO odpaszabusar AaKO Cy My CBe nudpe u3 CKyma
{0,1,2,5,8} u mpurom Basku to # 0, u nedpuHUIIEMO

odraz(n) = odraz(tg)odraz(ty) - - - odraz(tx—1 )odraz(ty)

(onpyrum peumma, ¢yHruuja odraz mpemcraBiba OApa3 y oriegaday 6poja Ha eKpamy
kaskyiaaropa). Haliu cse npuponne 6pojese n ca ciaenefium ocobunama

1° n je ompaszabunan u odraz(n) = n;

2° n? je onpazabunam u odraz(n?) = n?.

Bapon Mwunxaysen :kuBu y 3eMibu Z y KOjOj Cy IpamoBu y BiacTu kKaumeidapa Ota
u kpasba Ppame (cBaku rpan y BIACHUIITBY TAYHO jEMHOr OX WUX). Tu rpamoBu cy
MOBE3aHU HEKMM IyTeBuMa (myTeBuMa je moryhe kperaru ce y oba cMepa), Ipu yemy:
CBaka MBa Ipajla Cy MOBe3aHa HAjBUIIE jeIHUM IIyTeM; CBAKU IYT MOBe3yje rpal KaHIle-
mapa Ora ca rpanom kpassa Ppame; cBaku rpaj je myTeM MOBE3aH ca TAYHO k APDYTUX
rpamoBa, k > 2; u3 cBakor rpajma je myreBuMma Moryhe ctuhu o0 CBAKOT APYTOT Tpama.
3emma Z je y pary ca 3emmoMm W. Bapon MunxayseHn je jaBrO HempujaTebuMa U3
3emimbe W na mocToju myT TakaB Ia, YKOJIMKO Ce OH yHUINTH, nocrtojahe Heka aBa rpana
takBa na sume Hehie Outu moryhe crtuhu M3 jemHOr y OPYTrM OPEOCTAJIUM IIYTEBUMA.
Ila mu Gapon Munxayzen maske?

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00pPA3IOKUTH.
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Ilat je AABC. Taure I,, I, u I, cy nUeHTpU HErOBUX NPUNUCAHUX KPY/KHUIA, & TAUKE
Ay, By n (1 cy Tauke moaupa TUX NPUINUCAHUX KPYKHUIA C OAroBapajynuM cTpaHu-
nama, penom. lokazaru na ce npase [ Ay, I[,By n I.C] cery y jemHoj Tauru.

a) Iokaszatu ma nocroju jemuucrBena ¢yuruuja f: Ng — Ny raksa na Baku:
e f(p) =1 3a cBe nmpocte Gpojese p;
o f(ab) = f(a)b+ af(b) 3a cse a,b € Ny;
o f(0)=f(1)=0.
b) Ompenutu ce npupoaue 6pojese n mame oxn 100 3a roje Basu f(f(n)) =1, rae je
f dyHrIUMja U3 mesa mon a).

Iokasaru na 3a csaku noaunoMm P(x) ca peajHMM KOe(QUIMjEHTUMA MOCTOj€ MOIUHOMU
Q(z) n R(x) TakBu na Basku

P(z) = Q(z*) + R((z + 1)?).

Cgeuanoj Beuepu npucyctByje 6k + 3 6paunux maposa, rae je k npuponan 6poj. 3Ba-
Hure cene Ha 12k + 6 paBHOMepHO pacmopebenux mecrta 0kKO Okpyrior croia. CBaru
Mmymkapar Mebhy 3BaHMIIaAMA MMa TAYHO jeqHY CECTPY, a CBAKA KeHA TAYHO jeqHOr Opara
(6bpaT u cecrpa He Mory Ourtu y Gpaky). 3BaHune cy pacunopebene 3a crogoMm Tako na
CBaKy MyIIKapall cequ OJiusKe CBOjOj CyIpys3u Hero cBojoj cecrpu. Heka je f(k) makcu-
MaJiad Moryh 6poj skeHa Koje ceme Gamke CBOM OpaTy HEro CBOM MY:KY, IJA€ MaKCUMYM
nmocMaTrpaMo HaJ CBUM MOTyNuM pacmopenuMa W HaJd CBUM MOTYNUM CKyINOBUMAa 3Ba-
HUIA KOje UCIymaBajy ycuaose 3anatka. lokazaru: f(k) = 6k.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00PA3IOKUTH.
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2

Ilare cy ¢ymrmaje f(z) = 22+ 2+ 2 u g(z) = 22 — x + 2. Ia a1 mocroju ¢yHEIMja

h:R — R TagBa na 3a cBako x € R Baxnu
h(f(@)) + h(g(x)) = g(f(z)) ?

MMu¢pa 3a 3axmpyuaBame Kukunor renepona popmupa ce Ha ciaenehu vaunsa. Ha Mpexn
Tavaka 3 X 3 moTpebHO je HANPTATHU IMyTAmy CAYUILEHY OX HEKOJIUKO NY:KW, TIOe CBaKa
IysK MOBe3yje HEeKe IBe OJ IMOCMATPAHWX Tavyaka, U MPUTOM je MoJia3Ha Tauka ciaenehe
OyKU YBEK 3aBPITHA TAYKA MPeTXOogHe. TOKOM MCIpTaBama IyTame, CBAKKA IIyT Kala
nyrama npebe npeko Heke Tauke (OUIO KAO YHYTPAIIRE UK KPAje TaUKe HEKe LYK,
Ta Tauyka BUIIE HE MOe OMTH KopumlieHa Kao Kpajia Tauka HUjenHe HApenHe Iy:Ku (C
M3y3eTKOM yCJIOBa Ma je MoJa3Ha Tauka cienehe nysku yBek 3aBpIIHA TAUYKa MPETXOTHE ),
aju jecTe MO3BOJFEHO Ia TAKBA TAUyKa Oyle YHYTpallikha Tadvka HAPEIHUX NY:KU. Kukwm
JKemu na meHa mudpa Ha TeaedOHYy MCIymaBa ciexehe yciose:

1° cBux 9 Tauaka MOpajy JIEKATH HA UCHPTAHO] IyTAHU;

2° Tpar Koju myTama OCTABU je OCHOCUMETPUYIaH (IO Mpazom MOAPA3yMEBAMO YHUJY
IYy7K1 KaO FeOMEeTPUjCKUX o0jekaTa, Jaxrjie 0e3 nHpopManmja o BUXOBOM PEIOCIeny,
CMepy KpPeTama U €BEHTYAJHOM IIPEKJIANAnY HEKUX AEJIOBa PA3JIUYATUX IYHKU);

3° Ha Tpary myTame IOCTOje TAuHO ABe Tauke (01 mocMaTpaHux 9) Koje Cy Cmojene
CaMoO C IO jeTHOM IPYTOM TAYKOM.

Ila mu Kuku moske ma mocTaBu OBakBy MuUQpy Ha cBoM Tenedony? Awro moxke, mamebhy
KOJIMKO mmdapa Mo:ke ma oupa (1o Ha poranujy u/umau cuMerpujy)?

ITar je omrpoyrau AABC. Heka cy kg, ky u k. Hmerose npunucane KpysKHUIE HACIPAM
temena A, B u C, pecnekruBuo. Hera cy O u I nenrap onucane m ynucane Kpy:KHUIE.
Ozmaunmo ca ty, t, u t, CnoJpHE 3ajeqHUYKE TAHMEHTE HapoBa KpywkHUNA ky u ke, k. u
ko, ko u ky, pecnekrusHo, pasziauuute on npasux BC, CA u AB. Ilokazatu na meHTap
yhnucaHe KpysKHUIle Tpoyria oapebenor mpasuMma t,, tp u t. aexu Ha npasoj OI.

Hahu cBe mpuponue GpojeBe m umju ce CKyNn OpaBux Aenauaana (Tj. CBUX OeIUIana
M3y3€B 1) MOME MONEJUTU y IBA AWCJYHKTHA CKYNa O 1O 6ap 2 eJleMeHTa Ha TaKaB
HAUUH a8 y jemHoM ckymy Oymy y3acrtonnu PubomauwmjeBu OpojeBu, a y APYTOM y3a-
CTOIHU TPOYTaOHU OPOjEeBU.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IOKUTH.
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Hera cy AB u CD ocuosune tpaneza ABCD, a E cpemumre gpaka BC. Ako Baku
AE =10, DE =8 u LAED = 30°, onpeauTu MOBPIIMHY OBOTI TpAale3a.

Y npsxkaBu Hesnanumju, mupekTop KOprmopanuje HponacmTM je obaBecTnO pamgHUKE Oa
he uMm oBe rommme mimara 6utu cMamena 3a 10%, cnemehe rommme mosehana 3a 11%,
HapenHe roIuHe cMameHa 3a 12%, romuee mocie tora nmosehana 3a 13% wura. nayhux
90 romuua. Ila au he y HeKOM TpeHYTKy 3amocieHy nMmaTu Behy miarty ox TperyTHe?

Y KOIMKO HajMame IoTe3a MOMKe CKakad U3 JOHer JIEBOr IoJba MmaxoBcke Tabie (al)
ctuhu no ropwer necuor (h8)7? INokasaru!

Konuko uma napaux neroundppesHnx O6pojeBa KOju HUCY NEJBVBU CA 3 U Yy UUjEM 3alMUCy
HeMa udpe 97

Pemuru pebdyc:
IIET - [IET = JECET

(ucTrM caoBUMA OTrOBapajy UCTE a PA3IMUUTUM CIOBUMA PA3JIUUUTE TA(YPE, U IPUTOM

LI #0).
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3a Koje BPEeOHOCTU mapaMeTrapa p U ¢ jeIHAUWHA

Va2 +pr+q+x = 2017

uma Bumre ox 2017 pasanuynuTUX peaNHUX pelemna’
Y AABC Tauke Ay, By u Cy cy nomuoskja BucuHa u3z temena A, B u C, pemom, u
npuroM Baxku NABC ~ AAyByCy.

a) Ako ce 3Ha ma je AABC omTpoyrau, u3padyHaTu HEroBe yIJOBe.

b) Axo ce s3ma ma je AABC Tynoyrau, u3padyHATH HETOBE YTIIOBE.

Onpenu HajMamyu IPUPOAAH OPOj N 3a KOjU Ce HUjenaH O Pa3iioOMaKa

7 8 9 2015
n+9 n+10"n+11"""""n+ 2017

HE MOMKE CKpAaTUTU.

Hahwu cBe BpennocTy peasHor mapamMerpa ¢ 3a KOje jeIHAUYMHA
ar® —(a+2)x+ (a+1)=0

Ma OBa pPa3JIMUUTa peaJiHa pelniema Beha o 1.

Hara je ¢urypa Ha ciauuu noje, CAayui-€HA O IIeCT jeuHWYHUX kBanparwha. la mm
je moryhe on memapuor 6poja rommja oBe (GUIype CACTABUTHU IPABOYTAOHUK?

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00pPa3IOKUTH.
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Y wurepsaday [0,27] pemmTy jenHadnny

cos? x + cos? 2z + cos? 3z = 1.

Ocuosa mupamuae M ABC je jennakorpaxku ANABC (AB = AC). IlonHoxk]je BUCUHE N~
pamune u3 Bpxa M je ua cpenunu Bucune AAgy AABC. Kpos usuny BC' je nocraBinena
paBau Koja je mHopMmaaHa Ha uBuny M A u ceue je y Tauku S. [lo3maro je ma Tta paBan
zaksana yrao on 30° ca pasuu ABC. Axko sanpemuna nupamuzne SABC usnocu 2017,
wahu 3anpemuny nupamune MSBC.

Ia au je moryhe 6poj 2017 mpencraButu kao 30up Tpu npmpoaHa Opoja TakBa Ia
HUKOja aBa Mehy muMa HUCY y3ajaMHO MPOCTU?

Hate cy Tauxe A(1,0) u B(4,3). 3a peasar 6poj p, o3HaunMo ca N, Tauky Ha IPaBOj
AB koja je HajOMmKa KPYKHALNI

(x—p)P+y—-1-p°)?=1

(mox pacrojameM Tauke O] KPYsKHUIE II0JPA3yMeBaMO PACTOjame Ol Te Tauke IO HOj
HajOImke Taduke Ha KPY:KHULM). 3a KOje BPeIHOCTHU mapaMeTpa p ce Tadia N, Hauasu
crporo usmeby Tauaka A u B?

Onpemutu Gpoj HAUMHA Oa Ce MPUPOTAH OPOj M MPENCTABUA KAO 30Up HEKOIMKO (IBa
Wiy BUMIE) TPUPOIHUX OpojeBa, mpu demy je Guram mopenak. (Ha mpumep, 3a n = 4
umamo ciaenehe moryhuoctu: 3+1, 242, 143, 24+14+1, 1+24+1, 1+142, 1+14+1+1,
Tj. YKyHOHO 7 TpasKeHUX HAYUHA.)

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
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1. Hate cy mapabone y = 22 +3x+6 uy = 22+5r+3. Hahyu jemmaunny mUXOBe 3ajeqHIUKE
TAHTEHTE, KA0 U TaJYKe AOAMPA T€ TAHCEHTE Ca OBUM mapabosama.

2. Axo je n? 4+ 2™ mpoct 6poj 3a HeKM mpUpoJaH 6poj n > 1, ZOKa3aTH ma je N OeJbUB ca
3 aju HUje nmesbuB ca 6.

3. Y cBako nose Ttabaune ¢opmara n X n HoTpebHO je ymucaTu 1o jemaH on 6pojesa 1, 2,
3, ..., N Ha TAKaB HAUWH 14 C€ y CBAKO] BPCTH, ¥ CBAKOj KOJIOHU M Ha CBAKO] OVjaroHa-
AU cBaku ox OpojeBa mojaBiyje HajBuimte jenannyt. (IIpurom mocmarpamo aujaroxasie
cBux Moryhux nysxuHa: makie, ABe AUjaroHaje NY:KUHE N, YETUPU AUjaroHAJE IYKUHE
n — 1, yeTupum nujaroHaJsie Oy:KWUHE N — 2, ..., YeTUPU AMjaroHaJe NY:KUHE 2 U YeTUPU
mujaronasne ny:xkuse 1.) Ila au je oo moryhe mocruhu 3a:

a) n =4;
b) n =57

4. W3zpauymartu

\/2017 + \/2017 + - 4+14/2017 4+ V2017

2017 xopeHoBa

(Ca |z] ozmauaBamo majsehu neo 6poj me sehu ox x.)

5. Ilat je AABC, £C = 90°. Youenu cy kBaapatu AEDC u CFGB y ®€erosoj Cromalito-
ctu. lysxx EB cyue nysu AC u AG pemom y taukama H u I. Ilysx AG ceue nysx BC
y taukn J. Ako moBpmuua AAIB uznocu 2017, m3padyHaTy TOBPIIMHY YETBOPOYTJIIA
HCJI.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00pPa3IOKUTH.



