
Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

03.02.2007.

Prvi razred – A kategorija

Automobil kre�e iz mesta A konstantnom brzinom po pravom1.
putu. Svakih 15 minuta auto skrene pod uglom od 90 stepeni
levo ili desno. Dokazati da se auto mo�e vratiti u mesto A
samo posle celog broja sati.

Rexiti sistem jednaqina ([x] je ceo deo realnog broja x)2.

x− y = 2005
[x] + [y] = 2007.

Na simetrali ^BAC trougla ABC uoqene su taqke B1 i C13.
takve da je BB1⊥AB, CC1⊥AC. Neka je M sredixte du�i B1C1.
Dokazati da je MB = MC.

Za prirodne brojeve a, b i c va�i a + 1
b+ 1

c

= 4016
2007 . Dokazati da je4.

1
c+ 1

b+ 1
a

= 2007
4016 .

Odrediti na koliko naqina mo�emo faktorisati broj 4410005.
na dva faktora m i n, tako da je m > 1, n > 1, i NZD(m,n) = 1,
pri qemu redosled faktora nije bitan (tj. proizvodi m · n i
n ·m predstavǉaju isto faktorisaǌe).

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

03.02.2007.

Prvi razred – B kategorija

Stranica pravougaonika BC dva puta je ve�a od stranice AB.1.
Neka je na stranici BC zadata taqka M tako da su uglovi
^AMB i ^AMD jednaki. Izraqunati te uglove.

Koliko ima petocifrenih brojeva koji imaju taqno jednu cifru2.
6?

Rexiti sistem jednaqina ([x] je ceo deo realnog broja x)3.

x− y = 2005
[x] + [y] = 2007.

Zbir cifara broja x jednak je y, a zbir cifara broja y jednak4.
je z. Odrediti x ako je x + y + z = 60.

Odrediti dve posledǌe cifre broja 999
.5.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

03.02.2007.

Drugi razred – A kategorija

Odrediti skup svih taqaka kompleksne ravni koje zadovoǉavaju1.

|1
z
− i| 6 1.

U ravni su zadati prava l i taqke A i B sa iste strane l. Neka2.
je M taqka na l za koju je AM + MB najmaǌe, a N taqka na l
za koju va�i da je AN = BN . Dokazati da A, B,M,N le�e na
istom krugu.

Koji je ve�i od slede�a dva slo�ena razlomka? Obrazlo�iti3.
odgovor!

A = 1 +
1

2 +
1

3 +
1

4+
... +

1

2006 +
1

2007

B = 1 +
1

2 +
1

3 +
1

4+
... +

1

2005 +
1

2006

Odrediti sve mogu�e vrednosti realnog parametra a, za koje4.
jednaqina

(a− 1)x2 + ax + a− 1
x + 3

= 0

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

Neka su prva qetiri qlana niza brojevi 1, 9, 9, 3, dok se sva-5.
ki slede�i qlan dobija kao ostatak pri deǉeǌu sa 10 zbira
prethodna qetiri qlana (1, 9, 9, 3, 2, 3, 7, . . .). Dokazati da �e se
u tom nizu ponovo, pre ili kasnije, pojaviti qetvorka 1, 9, 9, 3.
Da li �e se u tom nizu pojaviti i qetvorka 7, 3, 6, 7?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

03.02.2007.

Drugi razred – B kategorija

Odrediti sve kompleksne brojeve z = x + iy, za koje va�i1.

|z| = 1 i |z − 1− i| = |z + 1 + i|.

Rexiti nejednaqinu2.

x + 2
|3− x| +

x + 2
x− 6

≤ 0.

Na simetrali ^BAC trougla ABC uoqene su taqke B1 i C13.
takve da je BB1⊥AB, CC1⊥AC. Neka je M sredixte du�i B1C1.
Dokazati da je MB = MC.

Pore�ati po veliqini razlomke. Obrazlo�iti odgovor!4.

A = 2+
1

3 +
1

1 +
1

4 +
1
7

B = 2+
1

3 +
1

1 +
1

5 +
1
7

C = 2+
1

3 +
1

2 +
1

4 +
1
7

Odrediti sve mogu�e vrednosti realnog parametra a za koje5.
jednaqina

(a− 1)x2 + ax + a− 1
x + 3

= 0

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

03.02.2007.

Tre�i razred – A kategorija

Jednakokraki trapez qija je visina 12, krak 13, a sredǌa linija1.
15, rotira oko svoje kra�e osnovice. Izraqunati zapreminu
dobijenog obrtnog tela.

Dokazati da ni za jedan prirodan broj n, broj 33n

+1 nije deǉiv2.
sa 41.

U ravni su zadati prava l i taqke A i B sa iste strane l. Neka3.
je M taqka na l za koju je AM + MB najmaǌe, a N taqka na l
za koju va�i da je AN = BN . Dokazati da A, B,M,N le�e na
istom krugu.

Jednaqina z4 + z3 + 2z2 + 2z + 4 = 0 ima jedan kompleksni koren4.
qiji je realni deo jednak imaginarnom delu. Na�i taj koren.

Na slede�oj slici je predstavǉeno 8 gradova (A,B, C, D, E, F, G, H)5.
koji mogu biti povezani sa 12 puteva (AC, AD,AE, AF, AG, AH, BC,
BD,BE, BF,BG,BH).
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a) Koji je najmaǌi broj asfaltnih puteva (od tih 12) potrebno
izgraditi tako da se iz svakog grada mo�e sti�i u bilo koji
drugi asfaltnim putevima?
b) Odrediti broj razliqitih naqina da se oni pove�u minimal-
nim brojem asfaltnih puteva (od tih 12), tako da se iz svakog
grada mo�e sti�i u bilo koji drugi asfaltnim putevima.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

03.02.2007.

Tre�i razred – B kategorija

Ako je b = 3
1

1−log3 a i c = 3
1

1−log3 b , dokazati da je a = 3
1

1−log3 c .1.

Rexiti sistem jednaqina2.

2x + y + z + u = 1
x + 2y + z + u = 1
x + y + 2z + u = 1
x + y + z + 2u = 1.

Dokazati da je3.

cos
π

9
cos

5π

9
cos

7π

9
=

1
8
.

Odrediti (uz obrazlo�eǌe) poredak brojeva (pore�ati ih u4.
rastu�em poretku)

a = −2−222

, b = −22−22

, c = −222−2

, d = 2−2−22

, e = 2−22−2

, f = 22−2−2

.

Neka su prva qetiri qlana niza brojevi 1, 9, 9, 3, dok se sva-5.
ki slede�i qlan dobija kao ostatak pri deǉeǌu sa 10 zbira
prethodna qetiri qlana (1, 9, 9, 3, 2, 3, 7, . . .). Dokazati da �e se
u tom nizu ponovo, pre ili kasnije, pojaviti qetvorka 1, 9, 9, 3.
Da li �e se u tom nizu pojaviti i qetvorka 7, 3, 6, 7?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

03.02.2007.

Qetvrti razred – A kategorija

Jednaqina z4 + z3 + 2z2 + 2z + 4 = 0 ima jedan kompleksni koren1.
qiji je realni deo jednak imaginarnom delu. Na�i taj koren.

Odrediti maksimalnu vrednost funkcije2.

f(x) =
∣∣x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)(x− 6)(x− 7)

∣∣

za x ∈ [3, 4].

Koji pravougli trougao obima 2 +
√

2 ima najve�i polupreqnik3.
upisane kru�nice.

Neka su A, B, C i D qetiri proizvoǉne taqke u prostoru.4.

a) Dokazati da je: 2
−→
AC · −−→BD =

−−→
BC · −−→BC +

−−→
AD · −−→AD −−−→AB · −−→AB −−−→

DC · −−→DC.

b) Izraqunati ugao izme�u dijagonala AC i BD (prostornog)
qetvorougla ABCD ako je AB = 11, BC = 13, CD = 8 i
DA = 4.

Napomena: Dijagonala prostornog poligona je svaka du�
koja spaja neka dva nesusedna temena.

Odrediti sve polinome P ∈ R[x] za koje va�i5.

P (x2) = x2(x2 + 1)P (x), za svako x ∈ R

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

03.02.2007.

Qetvrti razred – B kategorija

Dokazati da se polinom P (x) = x8+x6+x4+x2+1 mo�e napisati1.
kao proizvod dva nekonstantna polinoma qiji koeficijenti su
celi.

Rexiti sistem jednaqina2.

2x + y + z + u = 1
x + 2y + z + u = 1
x + y + 2z + u = 1
x + y + z + 2u = 1.

Jednaqina z4 + z3 + 2z2 + 2z + 4 = 0 ima jedan kompleksni koren3.
qiji je realni deo jednak imaginarnom delu. Na�i taj koren.

Odrediti maksimalnu vrednost funkcije4.

f(x) =
∣∣x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)(x− 6)(x− 7)

∣∣

za x ∈ [3, 4].

Neka je (an)n∈N aritmetiqki niz realnih brojeva.5.
(a) Ako za neke prirodne brojeve m i n va�i a2m

a2n
= −1,

dokazati da ovaj aritmetiqki niz sadr�i bar jedan ceo broj.
(b) Ako za neke prirodne brojeve m i n va�i am

an
= −1, da

li se u ovom aritmetiqkom nizu obavezno mora na�i bar jedan
racionalan broj?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.


