
OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23.01.2010.

Prvi razred , A kategorija

Neka su T1 i T2 te�ixta 4A1B1C1 i 4A2B2C2, redom. Dokazati da va�i1.

−−−→
A1A2 +

−−−→
B1B2 +

−−−→
C1C2 = 3 · −−→T1T2 .

Prirodan broj n daje ostatak 35 pri deǉeǌu i sa 2009 i sa 2010. Koliki2.
je ostatak broja n pri deǉeǌu sa 42?

Neka je CD simetrala ^BCA trougla ABC (D ∈ AB) i AC + BD =3.
BC + AD. Dokazati da je 4ABC jednakokrak.

Da li broj 20102010 + 102011 ima ve�i broj cifara u dekadnom zapisu od4.
broja 20102010?

Svako od jediniqnih poǉa tablice 3 × 3 obojeno je jednom od tri boje.5.
Koliko ima razliqitih bojeǌa kod kojih su svaka dva susedna jediniqna
poǉa (tj. poǉa sa zajedniqkom stranicom) razliqite boje?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23.01.2010.

Prvi razred , B kategorija

Odrediti skupove A i B za koje va�i:1.

1◦ A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
2◦ 2 ∈ A \B,

3◦ 3 ∈ B \A,

4◦ A ∩ {4, 5, 6} = ∅ i

5◦ B ∩ {1} = ∅.

Neka je g : R→ R definisana sa g(5− 2x) = 4x− 7.2.

(a) Odrediti g(x).

(b) Odrediti funkciju f , ako je f = g ◦ g.

(v) Dokazati da je f bijekcija i odrediti f−1(x).

Neka je n ∈ N. Dokazati da je broj n(n− 3)(n2 − 3n + 14) deǉiv sa 8.3.

Prirodan broj n daje ostatak 35 pri deǉeǌu i sa 2009 i sa 2010. Koliki4.
je ostatak broja n pri deǉeǌu sa 42?

Svako od jediniqnih poǉa tablice 3 × 3 obojeno je jednom od tri boje.5.
Koliko ima razliqitih bojeǌa kod kojih su svaka dva susedna jediniqna
poǉa (tj. poǉa sa zajedniqkom stranicom) razliqite boje?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23.01.2010.

Drugi razred , A kategorija

Neka je m ∈ R takav da jednaqina x2 − 2(m − 1)x + m + 5 = 0 ima realne1.
i razliqite korene. Dokazati da je taqno jedan koren te jednaqine u
intervalu (−2, 3).

Neka je H ortocentar oxtrouglog 4ABC, a M sredixte stranice BC.2.
Prava koja sadr�i taqku H i normalna je na pravu HM seqe prave AB
i AC u E i F , redom. Dokazati da je HE = HF .

Odrediti prirodan broj n qiji je kubni koren jednak broju koji se iz n3.
dobija brisaǌem ǌegove posledǌe tri cifre u dekadnom zapisu.

Dokazati da postoji beskonaqno mnogo ure�enih parova (x, y) ∈ (0, π)2,4.
tako da je skup {

sin2 x + sin2 y, sin2(x + y), 1
}

dvoelementan, a skup {sin nx + sin ny | n ∈ N} konaqan.

Da li se tabla 8 × 8, iz koje je iseqeno doǌe-levo i gorǌe-desno poǉe,5.
mo�e poploqati figurama oblika:

?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23.01.2010.

Drugi razred , B kategorija

Odrediti sve kompleksne brojeve z, tako da va�i z − z = 4− 2i− |z − i|.1.

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu2.

x2 + x +
3

x2 + x + 1
6 3.

U 4ABC je ^ABC = 2 · ^BCA. Neka je BE (E ∈ AC) simetrala ^ABC.3.
Dokazati da je AB2 = AC ·AE.

Odrediti sve prirodne brojeve n > 3 za koje je broj n2 + 9n− 22 prost.4.

Neka je m ∈ R takav da jednaqina x2 − 2(m − 1)x + m + 5 = 0 ima realne5.
i razliqite korene. Dokazati da je taqno jedan koren te jednaqine u
intervalu (−2, 3).

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23.01.2010.

Tre�i razred , A kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu1.

log√ x log2 (4x − 12) 6 2.

Odrediti najve�i zajedniqki delilac brojeva 1 + 2010! i 1 + (2010!)!.2.

Neka je D sredixte luka B̂C opisane kru�nice 4ABC koji ne sadr�i3.
taqku A, a M taqka poligonalne linije B−A−C najbli�a taqki D. Ako

je AC > AB, dokazati da je CM =
AC −AB

2
.

Neka je S skup taqaka (x, y) u koordinatnoj ravni qije su koordinate celi4.
brojevi koji zadovoǉavaju 0 6 x 6 9, 0 6 y 6 4 i neka je odabrana 21 taqka
iz S. Dokazati da postoji pravougaonik qija su temena me�u odabranim
taqkama, a stranice paralelne koordinatnim osama.

U 4ABC je ^BCA > 90◦ i ^CAB < ^ABC. Tangenta na opisanu kru�nicu5.
k u taqki A seqe pravu BC u taqki P . Neka je M taqka na k, takva da
je PM = PC (razliqita od taqke C), N presek pravih CM i AB, a D
presek opisane kru�nice 4AMN i prave AP (razliqit od A). Dokazati
da je CD ‖ AB.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23.01.2010.

Tre�i razred , B kategorija

Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem1.

x + y + az = 1− a,
ax − y + z = −1,
x − ay − z = 0.

U loptu je upisana pravilna trostrana piramida sa pravim iviqnim2.
uglovima pri vrhu. Odrediti odnos du�ina visine piramide i polupre-
qnika lopte.

Neka je x ∈
(
0,

π

2

)
. Ako je3.

cosx

a
=

cos(x + ϕ)
b

=
cos(x + 2ϕ)

c
=

cos(x + 3ϕ)
d

,

dokazati da je
a + c

b
=

b + d

c
.

Neka je n ∈ N. Koliko rexeǌa ima skupovna jednaqina4.

X ∪ Y = {1, 2, . . . , n}?

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu5.

log√ x log2 (4x − 12) 6 2.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23.01.2010.

Qetvrti razred , A kategorija

Dokazati da za x > 0 va�i nejednakost1.

1 +
3
2
· x +

3
8
· x2 − x3

16
< (1 + x)

3
2 < 1 +

3
2
· x +

3
8
· x2.

Na tablu 8 × 8 postaviti najve�i mogu�i broj topova, tako da svaki od2.
ǌih tuqe taqno jednog od preostalih topova.

U oxtrouglom 4ABC je BC > CA. Neka je O centar opisane kru�nice, a3.
H ortocentar ovog trougla i F podno�je normale iz C na AB. Normala
na OF u F seqe AC u P . Dokazati da je ^FHP = ^CAB.

Odrediti sve proste brojeve p, takve da p2010 | 2010p2010
+ 1.4.

U 4ABC je ^BCA > 90◦ i ^CAB < ^ABC. Tangenta na opisanu kru�nicu5.
k u taqki A seqe pravu BC u taqki P . Neka je M taqka na k, takva da
je PM = PC (razliqita od taqke C), N presek pravih CM i AB, a D
presek opisane kru�nice 4AMN i prave AP (razliqit od A). Dokazati
da je CD ‖ AB.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23.01.2010.

Qetvrti razred , B kategorija

Odrediti vrednosti m ∈ R za koje sistem1.

x + y − z = 1,
2x + 3y + mz = 3,
x + my + 3z = 2

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva i odrediti to rexeǌe.

Vektori −→a + 2 · −→b i −→a − 3 · −→b su kolinearni. Dokazati da su vektori −→a2.
i
−→
b kolinearni.

U loptu je upisana pravilna trostrana piramida sa pravim iviqnim3.
uglovima pri vrhu. Odrediti odnos du�ina visine piramide i polupre-
qnika lopte.

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu4.

8 · 3
√

x + 4
√

x + 9
4
√

x + 1 > 9
√

x.

Koliko ima realnih x ∈ [
20092π, 20102π

]
za koje je niz5.

sin x, sin 3x, sin 5x, . . . , sin(2n + 1)x, . . .

aritmetiqki?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.


