
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.01.2013.

Prvi razred – A kategorija

Du�ina visine AD trougla ABC jednaka je polovini du�ine1.
stranice BC. Dokazati da ugao kod temena A datog trougla ne
mo�e biti tup.

Na�i ostatak pri deǉeǌu polinoma x2011+1 polinomom (x+1)2.2.

Da li postoji prirodan broj n takav da dekadni zapis broja n!3.
ima oblik

n! = . . . 2012 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

,

za neki prirodan broj k?

Dat je konveksan qetvorougao ABCD takav da je ^A+^B = 120◦.4.
Taqke P i Q izabrane su tako da su △ACP i △BDQ jednako-
straniqni, i pritom taqke P i Q le�e u onim poluravnima sa
ivicama AC i BD u kojima nisu taqke B i A, redom. Dokazati
da se prave PQ, AD i BC seku u jednoj taqki.

Koliko se najvixe �etona mo�e postaviti na poǉa table 7 × 75.
tako da nijedan pravougaonik povrxine 6 (sa stranicama du�
stranica poǉa) ne sadr�i vixe od jednog �etona?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – A kategorija

Na stranicama AC i AB jednakostraniqnog trougla ABC date su1.
taqke M i N , redom, tako da je MC : MA = NA : NB = 2 : 1. Ako
je taqka P presek du�i BM i CN , dokazati da je ^APC = 90◦.

Da li postoji broj z ∈ C \ {0} takav da su skupovi2.

{(z − i)n |n ∈ N} i {(z + i)n |n ∈ N}

konaqni?

Neka je funkcija f : R → R zadata sa f(x) = x2 + (a + 1)x + 1.3.
Odrediti sve vrednosti realnog parametra a takve da za sve
realne brojeve x va�i ∣∣∣∣ f(x)

x2 + x+ 1

∣∣∣∣ < 3.

Dat je trougao ABC. Neka je 2r < min{AB,BC,CA} i kA, kB, kC4.
kru�nice sa centrima A,B,C, redom, i polupreqnikom r. Na ko-
liko razliqitih naqina mo�emo odabrati taqke A1 ∈ kA,B1 ∈ kB
i C1 ∈ kC tako da je trougao A1B1C1 sliqan, ali ne i podudaran,
sa trouglom ABC?
(Sa min{a, b, c} oznaqen je najmaǌi od realnih brojeva a, b, c.)

Xahovska figura, koju zovemo slon, u jednom potezu pomera se5.
za jedno poǉe levo, ili za jedno poǉe gore, ili za jedno ili dva
poǉa ukoso gore levo (pod uglom od 135◦). Slon se nalazi na
doǌem desnom poǉu xahovske table dimenzije 8× 7. Dva igraqa
naizmeniqno pomeraju slona, a gubi onaj igraq koji prvi ne mo�e
da odigra potez. Koji igraq ima pobedniqku strategiju?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

Neka su z1, z2,. . . , z2011 kompleksni brojevi modula 1 qiji je zbir1.
jednak 0, a z proizvoǉan kompleksan broj. U funkciji od z
izraqunati zbir

2011∑
k=1

|z − zk|2.

Koliko najvixe realnih nula mo�e imati polinom2.

P (x) = (ax3 + bx+ c)(bx3 + cx+ a)(cx3 + ax+ b),

gde je a, b, c ∈ R \ {0}?
(Svaka nula raquna se onoliko puta kolika je ǌena vixestrukost.)

Neka su S(n) i P (n), redom, zbir i proizvod cifara prirodnog3.
broja n (u dekadnom zapisu). Za k ∈ N, odrediti broj rexeǌa
jednaqine

P (n)

S(n)
= k.

Dat je trougao ABC i taqka M koja ne le�i ni na jednoj od tri4.
prave koje sadr�e visine tog trougla. Prava kroz M normalna
na AM seqe pravu BC u taqki A1. Taqke B1 i C1 definixu se
analogno. Dokazati da su A1,B1,C1 kolinearne taqke.

Koliko se najvixe podskupova skupa Nn = {1, 2, . . . , n} mo�e iza-5.
brati, tako da je unija svaka dva jednaka skupu Nn?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Koliko nula ima funkcija1.

f(x) =
1

x− a1
+

1

x− a2
+ . . .+

1

x− an
,

gde su a1 < a2 < . . . < an proizvoǉni realni brojevi?

Odrediti sve prirodne brojeve n za koje va�i jednakost2.

3n + 4n + · · ·+ (n+ 2)n = (n+ 3)n.

Odrediti (ili dokazati da ne postoji) najve�i prirodan broj3.
n za koji postoji ceo broj a takav da svaka dva me�u brojevima
a, a2, a3, . . . , an daju razliqite ostatke pri deǉeǌu sa 2013.

U trouglu ABC taqke S i Sa su centri redom upisanog i spoǉa4.
pripisanog kruga naspram A, E je taqka preseka simetrale unu-
traxǌeg ugla kod temena A i stranice BC, a N je sredixte luka
BC opisane kru�nice △ABC koji ne sad�i A. Dokazati da va�i

AS ·ASa = AE ·AN.

Za n ∈ N neka je Nn = {1, 2, . . . , n}. Sa Ln oznaqen je broj pod-5.
skupova skupa Nn (ukǉuquju�i i prazan skup) koji ne sadr�e
dva uzastopna prirodna broja, kao ni 1 i n istovremeno. Sa
Mn oznaqen je broj podskupova skupa Nn (ukǉuquju�i i prazan
skup) koji ne sadr�e dva uzastopna prirodna broja. Odrediti
sve prirodne brojeve m > 3 za koje va�i

Lm > Mm−3 +Mm−1.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

Dokazati da broj n2 + 1 nije deǉiv sa 3 ni za jedan prirodan1.
broj n.

Ne jednom ostrvu �ive samo vile i vextice. Vile uvek govore2.
istinu, a vextice uvek la�u. Jedan brodolomnik, koji je sve to
znao, susreo se sa dve stanovnice ostrva, osobama A i B, ali ni
za jednu nije znao da li je vila ili vextica. Da bi saznao koga
je sreo upitao je ostvrǉanku A: ,,Da li ste obe vextice?”.

a) Za koji dobijeni odgovor je mogao sa sigurnox�u da odredi
kojoj vrsti koja osoba pripada?

b) Ukoliko ne mo�e sa sigurnox�u da odredi kojoj vrsti koja
osoba pripada, brodolomnik postavǉa jox jedno pitaǌe
osobi A: ,,Da li ste vas dve pripadnice razliqitih vrsta?”.
Koji je odgovor brodolomnik dobio, ako je na osnovu ǌega
sa sigurnox�u mogao da odredi kojoj vrsti koja osoba pri-
pada?

(Na postavǉena pitaǌa brodolomnik mo�e dobiti samo odgovore
DA i NE.)

Data je funkcija f : R → R sa3.

f(x) =

 −x− 1, x6−2

x− 3

x+ 2
, x > −2.

Dokazati da je f bijekcija i odrediti f−1(x).

Neka je ABC jednakokraki trougao (AB = AC). Na pravoj BC4.
odre�ene su taqke D i E tako da va�i raspored D − B − C − E
i DB = CE. Ako su F i G podno�ja normala iz D na AC i iz E
na AB, redom, dokazati da je:

a) ^FDB = ^GEC;

b) FG ∥ BC.

Pomo�u cifara 1, 2, . . . , 9 formirati devetocifreni broj5.
N = C1C2 . . . C9, tako da je svaki od dvocifrenih brojeva C1C2,
C2C3, . . . , C8C9 deǉiv sa 7 ili sa 13. Koliko rexeǌa ima ovaj
zadatak?
(Svaka cifra se mo�e upotrebiti samo jednom.)

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

Neka je1.

x =
1

3

 3

√
23 +

√
513

4
+

3

√
23−

√
513

4
− 1

 .

Dokazati da je 2x3 + 2x2 + 1 prirodan broj.

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu2.

|x(1− x)| < 0, 05 .

Odrediti sve prirodne brojeve koji su deǉivi sa 5 i sa 9 i3.
imaju taqno 10 pozitivnih delilaca.

Neka je M taqka unutar trougla ABC. Ako prave AM ,BM ,CM4.
sadr�e centre opisanih krugova trouglova BMC,CMA,AMB,
redom, dokazati da je M centar upisanog kruga trougla ABC.

Na�i zbir svih trocifrenih brojeva qije su sve cifre neparne.5.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

Qetvorougao ABCD je osnova piramide SABCD, a ivica SD je1.
ǌena visina. Izraqunati zapreminu piramide, ako je
AB = BC =

√
5, AD = DC =

√
2, AC = 2 i SA+ SB = 2 +

√
5.

U zavisnosti od realnih parametara a i b u skupu realnih bro-2.
jeva rexiti sistem jednaqina

x + y + z = 1,
−x − 2y − 2z = a,
3x + 2y + bz = 4.

Dokazati da je broj 22
n − 4 deǉiv sa 12 za sve n ∈ N.3.

Du�ine stranica trougla ABC su AB = 33, AC = 21 i BC = n,4.
gde je n ∈ N. Taqke D i E izabrane su na stranicama AB i AC,
redom, tako da je AD = DE = EC = m, za neko m ∈ N. Odrediti
brojeve n i m.

Na standardnu xahovsku tablu postavǉena su 33 lovca. Doka-5.
zati da se sa table mo�e ukloniti 28 lovaca, tako da se pre-
ostalih 5 ne napadaju.
(Lovac napada sva poǉa qiji se centri nalaze na pravoj koja
prolazi kroz centar poǉa u kome se lovac nalazi i zaklapa ugao
od 45◦ ili 135◦ sa ivicom table.)

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

Odrediti realne brojeve a i b tako da funkcija f : R → R zadata1.
sa

f(x) =


sin ax

4x
, x < 0,

b2x2 + b(x+ 2), 06 x6 2,

e
1

2−x − 1, x > 2,

bude neprekidna.

U skupu kompleksnih brojeva rexiti jednaqinu2.

x6 − 2x3 + 4 = 0.

Odrediti sve proste brojeve p za koje jednaqina3.

x4 + 4 = p

ima rexeǌa u skupu prirodnih brojeva.

Neka je sa x ⋆ y =
xy

x+ y
definisana operacija na skupu pozi-4.

tivnih racionalnih brojeva. Dokazati da je

(. . . ((2013 ⋆ 2013) ⋆ 2013) . . . ⋆ 2013) ⋆ 2013︸ ︷︷ ︸
2013

prirodan broj.
(U prethodnom izrazu broj 2013 se pojavǉuje 2013 puta.)

Neka su x1, x2 i x3 koreni polinoma5.

p(x) = x3 − 2x+ 2010.

Ukoliko su x2
1, x

2
2 i x2

3 koreni polinoma q(x) = x3 + ax2 + bx + c,
odrediti a, b i c.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


