MuHuUCTAapCTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IlpymTBo maremaruuapa Cpbuje

OIIIMTNHCRKRO TAKMNYEILE N3 MATEMATURE
YUEHUKA CPEIIHLUX HMIKOJIA

12. nentem6ap 2015.

Ilpeu pa3pen — A rareropuja

Hera cy A, B u C' KoHAYHU CKyNOBU 3a KOj€ BayKU
|[AAC| + |BAC| = |AAB).

Jorka3aTu ma Tamna BasKU
ANBCCCAUB.

(3a crynmose X u Y osmauumu cmo XAY = (X\Y)U(Y'\X), mTo ce Hasusa cumempuuna
pasauka ckymoBa X u Y.)

Y Bpcry je mopebano 2016 crosnunma. Ha konmko maumua je moryhe oGojutu cBaky
CTOJIUITYy IIPBEHOM UJIM IIJIABOM OOjOM Ha TakaB HAYMH Aa OPOj IapoBa CyCenHNX CTOJUIA
KOje mMajy mucty 60jy Oyme mapan?

ITar je AABC. Ha crpanunmu AB cy omaGpane tauke C u Co TakBe na BayKu

2015 2015
AC, = —3015AB n AC, = —3014AB,

Ha crpamumu BC tauke Ay u As TakBe na BasKu

1007 1008
BAy = g BC m BA> = 55e BC,

a ma crpamumu AC tauke By u By Takse na Baku

2015 2015
Bi=—ACwu ABy, = —A
3031 3030
I[IpaBa AA; ceue mpaBe B1Cy; u ByCy pemom y taurama M um N, a npaBa AAs ceue
B1C1 u BoCs penom y Taukama Q u P. ITokazatu na ce resgumre AABC mamaszu yayTap
yerBopoyraa M N PQ.

Onpenuru Hajehy Moryhy nyskuny pacryher Hu3a ai,as,as... IpocTux 6pojeBa, y3
YCJIOB a pa3JiMKa CBaKa JBa Y3aCTOIHA UYjlaHa TOT HU3a M3HOCHU 2 niu 4.

Heka je ABCDE KOHBEKCAH METOYrao 4duje Cy CBe CTPAHUIE jemHAKe My:KuHe. AKO ce
IBe OUjaroHajie TOr HeTOyrJyia CeKy mon yriaoM on 60°, mokasaTtu ma Cy [OBE HEroBe
CTpaHUIe IapaJiesHe.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IIOKUATH.
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Ilpyru pa3pen — A kareropuja

Y yodeHOM UYeTBOPOYIJIY CBe CTpaHuIe cy mny-xkuHe mawme on 20. [lokazaTu na 3a dusio
KOjy TAYKy YHyTap TOT YeTBOPOYTJa IMOCTOjU HEKO IErOBO TEME KOje je OX HaTe TadKe
Ha yAaJbeHOCTU Mamoj ox 15.

IlBa urpaua, A u B, urpajy canemehy wrpy. Jara je Tabaa 3 X n Koja je Ha MOYETKY
urpe mpassa. rpaun Ham3aMEeHUYHO OMa0bupajy Mo jeaHO MPa3HO MOJbE W O3HAYABA]Y
omabpaHo ToJbe CIOBOM X, Y3 YCJOB Ma CBAaKO MOJbe HAa PyOy Tabje, O3HAUEHO WUIU
HEO3HAUEHO, MOKE OWUTH CyCel HAjBUIIE jeTHOM O3HAUEHOM IIOMY (CycemHa mosba Cy
OHA TOJbA KOja MMajy 3ajelHUUYKy cTpaHuiy). IlobGemHuk je OHaj Urpad mocie uujer
moTe3a HAPENHU UT'pad BUIIE HE MOke omurpaTu mnore3. rpau A wrpa npsu. 3a kKoje
n urpad A uma moOeTHUUKY CTPAaTerujy, a 3a Koje n uMa urpad b7

Oxpenutu cBe TPOjKe IpUPOAHUX OpojeBa (x,y,z) 3a KOje BaAKU

2% — 2Y = 2016".

Hahwu cBe mapoBe mo3uTmBHUX peasHuX OpojeBa a u b 3a KOje Baku

(I+a)(8+b)(a+b) =27ab.

Kpy:xuuna ymucana y AABC y rom Baku AB < AC momupyje crpauune BC, CA n
AB y raukama D, E u F, penom. Cumerpana £ BAC ceue npase DE u DF y taukama
M u N, penom. Heka je K momuoskje Bucune u3 temena A. Iloxkasatu na je D menrap
yuucane kpyskuune y AMNK.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meTrassHO 00pPA3IIOKUATH.
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Tpehu paspen — A kareropuja

Pemutu jennauuny

1 1 1
<1+) <1+)-~-(1+) =q,
p1 D2 Pn

rme Ccy Hemo3HaTe MpupomaH 6poj n u mpoctu O6pojeBu pi, Po, .. .

3a mare nmpuponHe OpojeBe m m k, KONMMKO mMa Heomanajynhwx Hu3oBa ay:kuHe k dujum
cy esmemenTu u3 ckyna {1,2,...,n} u yuja cBaka IBa CyCemHA eJEMEHTa UMAajy HapHy

pasaury?

Heka cy m u n y3ajamuo mpoctu npuponau 6pojesu. JlokaszaTu ga mocTtoju 6€CKOHAUHO

yPn 1 g.

MHOTO MPUPOTHUX OpojeBa x TakBux na je 6poj n” — x" memuB ca m.

IlBe KpysKHUIlE TMOJYNpPEYHUKA T1 U To CEeKy ce y Taukama A m B, a jemHa HUXOBa
3ajeHUYKA TaHreHTa ux goaupyje y taukama C u D. Heka je N Tauka mpeceka mpaBux
AB u CD, npu uemy je B usmebhy A u N. Vzpauynaru onuoc Bucuia ANAC u ANAD

CIIYIITEHUX N3 TAYKe N.

OnpenuTu cBe KOMILIEKCHE OpoOjeBe z KOju 3a10BoJbaBajy cienehie mBe jenHaKOCTH:

22015 + 22014 + |Z‘ _ 3;

322005 _ 2014 _ , g,

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00pPA3IIOKUATH.
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YerBpTHu paspen — A kareropuja

Heka cy a u b mpupomgau 6pojeBu, npu uemy Baxku a > b. JlokazaTy HejeTHAKOCT

a’ + ab® + b + b > 2a%b + da>.

Hat je ANABCy u tauke Dy u E ua nysxuma ACy u AB, penom. 3a 3amare tauke C, u
D,, (rme n € Ny) raure Cp41 u D,y neduanmenmo Ha ciaenehwn mauwmn: D41 je mpecek

D
npasux Cp,E u BDgy, a C,41 je npecek npasux AD,; u BCy. O3naunmo = = D C? u
0Co
AE ADogi5
= —. Hahmw ————— HEIUJU OO L 1 V.
Y~ EB D3015C2015 Y by ! Y

Koauko mma Hm3oBa mysxune 8 uujm Cy eneMeHTH u3 ckyma {1,2,3} u koju Hemajy nse
y3acTomnue jemuuuiie?

Ilara je pyurmuja f: R — R takBa ma 3a cBe z,y € R Baxku

f@f(y) = yf(z).

Ilokazatu na je ¢pyHriumja f HemapHa.

JlokaszaTu ma ce 3a CBaky IPUPOTAH OpoOj N MOKe omabpary IpupomaH OpPOj M Takas
na Baku o(m) = nl.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00pPA3IIOKUATH.
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Ilpeu pa3pen — B kareropuja

Hera cy matu ckynosu A, B u C. Koja on unkaysuja C, D MOpa BAKUTU 328 CKYIOBE

AN(BNC)u (A\(B\C)\ (B\(C\A))?

Ha crpanunu CD xkBanpara ABCD nata je tauka L. VI3 temena A u C cnymrene cy
HOpMaJie Ha npaBy BL u ceky je, pemom, y taukama P u Q. Ilokazatu: CP = DQ.

Ilokaszatu na je mecrouuppenu 6poj ababab (rme cy a m b uudpe) memus ca 111, anu
na uuje nemus ca 107.

Har je ckyn A ={1,2,3,4,5}. Ha ckyny A X A nedurucana je ciemeha pemanumja:
(z,y) p (2,t) ako u camo ako 3 | (z? — 2%)(y — ).

Ucnuratu na nu je penanuja p peJieKCUBHA, CUMETPUYHA U TPAH3UTUBHA, U N4 JIU je
TO pejalnuja €KBUBAJICHIU]E.

Hato je 2015 jemmakux miaaBux U 3 jemHake Oeme kyraumne. Ha KOIWKO HaUMHA UX
Moxkemo nopebaru y mHuz onx 2018 kyrauma y3 yciioB ga IpBa W MOCHENHa KyTJIWIa
y Hu3y Oymy mcrte Goje?

Bpewme 3a pax 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00pPA3IIOKUATH.
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Ipyru paspen — B kareropuja

OnpenuTu cBe mapoBe IPOCTUX Gpojesa p,q TaKBUX ma p? + ¢° Gyme MOTIYH KBaIpar.

Hara je jemmaumna 1222 + 122 + 2015 = 0. CacTaBuTy KBaApaTHY jeJHAUMHY UUja Cy

pemema
2.’,E1 + 1 21‘2 + 1
u

111—2 £C2—2,

rIe Cy ] U To Penlena IOoJa3He jeTHAYNHE.

Majka je 3a m3jeT CBOjOj HmenM CIIpeMuiia TpuU BpcTe Boha: Kpyike, jabyke u Opeckse.
CBakoM JeTeTy je Ha HEIPO3UPHO] KOPNUNM KOjy je HoOMO 3ajenuyia W HAJEIHUILY C
werosuM uMeroM. [lorom je menum caommruaa na je bopbhy conpemwuiaa 2 kpymke u 3
jabyke, Pajky 3 jabyke u 1 OpeckBy, a Ilepu 3 6peckBe. ok ce Ilepa kymao y penu,
DHopbe n Pajrko cy 3ameHunu HajsemHuile Ha KOpIaMa, OIPU YeMy HUjeIHa HAJETHUIA
HUje OCTaJjia Ha CBOM MecTy. Koauko HajMame Boha 1 13 KOjux Kopuu Tpeba ma u3Byde
ITepa me 3aBupyjyhu y kopre, kako 01 MOrao na HaJIEIHUIE BpaTU Ha CBOja MecTa?!
(ITepu je mosuara undopmanmja na HakoH Dopbese u PajkoBe 3Bpuke Hujensa nase-
MHUIA HEje OCTAaJIa Ha CBOM MECTY.)

Ilar je AABC 3a 4guje crpanune a, b u ¢ Baxu
a® + b+ =abla+b) —be(b+ ¢) + ac(a + c).

ITokazatu na je AABC mpasoyriu.

Heka cy A, B u C Tpu npousBosmHe Tauke. Heka cy A; u C| Tauke OCHOCUMETPUYHE
raukama A u C' 'y ommocy Ha npase BC u AB, pemom. [okasatu ga cy tauke C, Ay
u C] KOoJMHeapHe ako U CaMo ako ce npasa AB, cumerpaia nysxku BC u HOpMasa Ha
npaBy AC y tauku C Cery y jeIHO] TaUKU.

Bpewme 3a pax 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka meTrasmHO 00pPA3IIOKUATH.
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Tpehu paspen — B kareropuja

Hera cy peannu OpojeBu a, b u ¢ TakBu na rpa¢unu pysrnuja y =axr+b, y=br+cu
y = cx+a umajy 6ap jeaHy 3ajeqHUYKy TAvKy y IpBOM kKBampaHTy. lokasatu: a = b = c.

Ha xosnuro ce maunna 6poj 2016 Moske mpencTaBUTH Ka0 NPOU3BOL jeJHOT jenHOIU(ppe-
HOT, jeTHOT OBOMU(PEHOT U jeTHOT TPOIu(@pPeHor 6poja, Ipu YeMy Huje OUTaH mopenak?

Pemmtu mejennaunny

1 11
6sinx + §cos233— > > 0.

Y rerpaenpy ABCD wusuna AD je mopmanua ua paBan ABC, a takobe cy m pasuu
BCD u ABD wmebycobuo mopmasue. [lokaszatu na je cpemumre usune CD uentap
onucane cdepe oro rerpaenpa ABCD.

OppeanTu KOJIMKO MMa NPUPOAHUX OpPOjeBa 1 3a KOje BayKu

n < 2016 u 2016 | n® —n?.

Bpewme 3a pax 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka merasmHO 00pPA3IIOKUATH.
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YerBpTHu paspen — b kareropuja

WcnuraTtu na num mocroje ueiau 6pojeBu a, b U ¢ TAKBU na BaKU

a’® — 2015b% — 8¢ = 14.

Y Bpcry je mopebamo 2016 crommna. Ha koauko mauwmna je moryhe obojutu cBaky
CTOJIMILY IPBEHOM WJIY ILIABOM DOOjOM HA TakaB HAUMH Oa OPOj IIaBUX cTOJUIa OymIe
napan?

OnpeauTu cBe BpeIHOCTU HmapaMerpa k 3a KOje MOCTOjU KOHAUHA FPAHUYHA BPEIHOCT:

. T k
lim — — .
z—Z \ctgx sin2x

3a Koje BPEeAHOCTHU IapaMeTpa a jeIHAYNHA

1 +sin?ax = cosx
UMa jeIUHCTBEHO pelemne’?
IlBe Kpy:KHUIE MOJYyOPEUHUKA T7 U Ty CEKy ce y Taukama A m B, a jeaHa HUXOBa

3ajelHUYKa TaHreHTa ux moaupyje y taurama C m D, npu uvemy je taura B Ommxka
npasoj C'D on tauke A. Vspauynaru noxynpedynur kpy:kuuie omnucane oko AACD.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IIOKUATH.



