
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

12. decembar 2015.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka su A, B i C konaqni skupovi za koje va�i

|A4C|+ |B4C| = |A4B|.

Dokazati da tada va�i
A ∩B ⊆ C ⊆ A ∪B.

(Za skupove X i Y oznaqili smo X4Y = (X\Y )∪(Y \X), xto se naziva simetriqna
razlika skupova X i Y .)

2. U vrstu je pore�ano 2016 stolica. Na koliko naqina je mogu�e obojiti svaku
stolicu crvenom ili plavom bojom na takav naqin da broj parova susednih stolica
koje imaju istu boju bude paran?

3. Dat je 4ABC. Na stranici AB su odabrane taqke C1 i C2 takve da va�i

AC1 =
2015
3015

AB i AC2 =
2015
3014

AB,

na stranici BC taqke A1 i A2 takve da va�i

BA1 =
1007
2015

BC i BA2 =
1008
2015

BC,

a na stranici AC taqke B1 i B2 takve da va�i

AB1 =
2015
3031

AC i AB2 =
2015
3030

AC.

Prava AA1 seqe prave B1C1 i B2C2 redom u taqkama M i N , a prava AA2 seqe
B1C1 i B2C2 redom u taqkama Q i P . Dokazati da se te�ixte 4ABC nalazi unutar
qetvorougla MNPQ.

4. Odrediti najve�u mogu�u du�inu rastu�eg niza a1, a2, a3 . . . prostih brojeva, uz
uslov da razlika svaka dva uzastopna qlana tog niza iznosi 2 ili 4.

5. Neka je ABCDE konveksan petougao qije su sve stranice jednake du�ine. Ako se
dve dijagonale tog petougla seku pod uglom od 60◦, dokazati da su dve ǌegove
stranice paralelne.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

12. decembar 2015.

Drugi razred – A kategorija

1. U uoqenom qetvorouglu sve stranice su du�ine maǌe od 20. Dokazati da za bilo
koju taqku unutar tog qetvorougla postoji neko ǌegovo teme koje je od date taqke
na udaǉenosti maǌoj od 15.

2. Dva igraqa, A i B, igraju slede�u igru. Data je tabla 3 × n koja je na poqetku
igre prazna. Igraqi naizmeniqno odabiraju po jedno prazno poǉe i oznaqavaju
odabrano poǉe slovom X, uz uslov da svako poǉe na rubu table, oznaqeno ili
neoznaqeno, mo�e biti sused najvixe jednom oznaqenom poǉu (susedna poǉa su
ona poǉa koja imaju zajedniqku stranicu). Pobednik je onaj igraq posle qijeg
poteza naredni igraq vixe ne mo�e odigrati potez. Igraq A igra prvi. Za koje
n igraq A ima pobedniqku strategiju, a za koje n ima igraq B?

3. Odrediti sve trojke prirodnih brojeva (x, y, z) za koje va�i

2x − 2y = 2016z.

4. Na�i sve parove pozitivnih realnih brojeva a i b za koje va�i

(1 + a)(8 + b)(a+ b) = 27ab.

5. Kru�nica upisana u 4ABC u kom va�i AB < AC dodiruje stranice BC, CA i
AB u taqkama D, E i F , redom. Simetrala ]BAC seqe prave DE i DF u taqkama
M i N , redom. Neka je K podno�je visine iz temena A. Dokazati da je D centar
upisane kru�nice u 4MNK.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

12. decembar 2015.

Tre�i razred – A kategorija

1. Rexiti jednaqinu (
1 +

1
p1

) (
1 +

1
p2

)
· · ·

(
1 +

1
pn

)
= q,

gde su nepoznate prirodan broj n i prosti brojevi p1, p2, . . . , pn i q.

2. Za date prirodne brojeve n i k, koliko ima neopadaju�ih nizova du�ine k qiji
su elementi iz skupa {1, 2, . . . , n} i qija svaka dva susedna elementa imaju parnu
razliku?

3. Neka su m i n uzajamno prosti prirodni brojevi. Dokazati da postoji beskonaqno
mnogo prirodnih brojeva x takvih da je broj nx − xn deǉiv sa m.

4. Dve kru�nice polupreqnika r1 i r2 seku se u taqkama A i B, a jedna ǌihova
zajedniqka tangenta ih dodiruje u taqkama C i D. Neka je N taqka preseka pravih
AB i CD, pri qemu je B izme�u A i N . Izraqunati odnos visina 4NAC i 4NAD
spuxtenih iz taqke N .

5. Odrediti sve kompleksne brojeve z koji zadovoǉavaju slede�e dve jednakosti:

z2015 + z2014 + |z| = 3;

3z2015 − |z|2014 − z = 1.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

12. decembar 2015.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka su a i b prirodni brojevi, pri qemu va�i a > b. Dokazati nejednakost

a3 + ab2 + b2 + b > 2a2b+ a2.

2. Dat je 4ABC0 i taqke D0 i E na du�ima AC0 i AB, redom. Za zadate taqke Cn i
Dn (gde n ∈ N0) taqke Cn+1 i Dn+1 definixemo na slede�i naqin: Dn+1 je presek

pravih CnE i BD0, a Cn+1 je presek pravih ADn+1 i BC0. Oznaqimo x =
AD0

D0C0
i

y =
AE

EB
. Na�i

AD2015

D2015C2015
u funkciji od x i y.

3. Koliko ima nizova du�ine 8 qiji su elementi iz skupa {1, 2, 3} i koji nemaju dve
uzastopne jedinice?

4. Data je funkcija f : R→ R takva da za sve x, y ∈ R va�i

f(xf(y)) = yf(x).

Dokazati da je funkcija f neparna.

5. Dokazati da se za svaki prirodan broj n mo�e odabrati prirodan broj m takav
da va�i ϕ(m) = n!.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

12. decembar 2015.

Prvi razred – B kategorija

1. Neka su dati skupovi A, B i C. Koja od inkluzija ⊆, ⊇ mora va�iti za skupove

A \ (B ∩ C) i (A \ (B \ C)) \ (B \ (C \A))?

2. Na stranici CD kvadrata ABCD data je taqka L. Iz temena A i C spuxtene su
normale na pravu BL i seku je, redom, u taqkama P i Q. Dokazati: CP ∼= DQ.

3. Dokazati da je xestocifreni broj ababab (gde su a i b cifre) deǉiv sa 111, ali
da nije deǉiv sa 107.

4. Dat je skup A = {1, 2, 3, 4, 5}. Na skupu A×A definisana je slede�a relacija:

(x, y) ρ (z, t) ako i samo ako 3 | (x2 − z2)(y − t).

Ispitati da li je relacija ρ refleksivna, simetriqna i tranzitivna, i da li je
to relacija ekvivalencije.

5. Dato je 2015 jednakih plavih i 3 jednake bele kuglice. Na koliko naqina ih
mo�emo pore�ati u niz od 2018 kuglica uz uslov da prva i posledǌa kuglica
u nizu budu iste boje?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

12. decembar 2015.

Drugi razred – B kategorija

1. Odrediti sve parove prostih brojeva p, q takvih da p2 + q3 bude potpun kvadrat.

2. Data je jednaqina 12x2 + 12x + 2015 = 0. Sastaviti kvadratnu jednaqinu qija su
rexeǌa

2x1 + 1
x1 − 2

i
2x2 + 1
x2 − 2

,

gde su x1 i x2 rexeǌa polazne jednaqine.

3. Majka je za izlet svojoj deci spremila tri vrste vo�a: kruxke, jabuke i breskve.
Svakom detetu je na neprozirnoj korpici koju je dobio zalepila i nalepnicu s
ǌegovim imenom. Potom je deci saopxtila da je �or�u spremila 2 kruxke i 3
jabuke, Rajku 3 jabuke i 1 breskvu, a Peri 3 breskve. Dok se Pera kupao u reci,
�or�e i Rajko su zamenili nalepnice na korpama, pri qemu nijedna nalepnica
nije ostala na svom mestu. Koliko najmaǌe vo�a i iz kojih korpi treba da izvuqe
Pera ne zaviruju�i u korpe, kako bi mogao da nalepnice vrati na svoja mesta?
(Peri je poznata informacija da nakon �or�eve i Rajkove zvrqke nijedna nale-
pnica nije ostala na svom mestu.)

4. Dat je 4ABC za qije stranice a, b i c va�i

a3 + b3 + c3 = ab(a+ b)− bc(b+ c) + ac(a+ c).

Dokazati da je 4ABC pravougli.

5. Neka su A, B i C tri proizvoǉne taqke. Neka su A1 i C1 taqke osnosimetriqne
taqkama A i C u odnosu na prave BC i AB, redom. Dokazati da su taqke C, A1

i C1 kolinearne ako i samo ako se prava AB, simetrala du�i BC i normala na
pravu AC u taqki C seku u jednoj taqki.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

12. decembar 2015.

Tre�i razred – B kategorija

1. Neka su realni brojevi a, b i c takvi da grafici funkcija y = ax+ b, y = bx+ c i
y = cx+a imaju bar jednu zajedniqku taqku u prvom kvadrantu. Dokazati: a = b = c.

2. Na koliko se naqina broj 2016 mo�e predstaviti kao proizvod jednog jednocifre-
nog, jednog dvocifrenog i jednog trocifrenog broja, pri qemu nije bitan poredak?

3. Rexiti nejednaqinu

6 sinx+
1
2

cos 2x− 11
2
> 0.

4. U tetraedru ABCD ivica AD je normalna na ravan ABC, a tako�e su i ravni
BCD i ABD me�usobno normalne. Dokazati da je sredixte ivice CD centar
opisane sfere oko tetraedra ABCD.

5. Odrediti koliko ima prirodnih brojeva n za koje va�i

n 6 2016 i 2016 | n9 − n3.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

12. decembar 2015.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Ispitati da li postoje celi brojevi a, b i c takvi da va�i

a2 − 2015b2 − 8c = 14.

2. U vrstu je pore�ano 2016 stolica. Na koliko naqina je mogu�e obojiti svaku
stolicu crvenom ili plavom bojom na takav naqin da broj plavih stolica bude
paran?

3. Odrediti sve vrednosti parametra k za koje postoji konaqna graniqna vrednost:

lim
x→π

2

(
x

ctg x
− k

sin 2x

)
.

4. Za koje vrednosti parametra a jednaqina

1 + sin2 ax = cosx

ima jedinstveno rexeǌe?

5. Dve kru�nice polupreqnika r1 i r2 seku se u taqkama A i B, a jedna ǌihova
zajedniqka tangenta ih dodiruje u taqkama C i D, pri qemu je taqka B bli�a
pravoj CD od taqke A. Izraqunati polupreqnik kru�nice opisane oko 4ACD.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


