
SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

takmiqeǌe uqenika sredǌih xkola iz matematike

Beograd, 12.04.2008.

Prvi dan

1. Neka su α i β uglovi nejednakokrakog trougla ABC kod temena A i B, redom. Neka simetrale
ovih uglova seku naspramne stranice trougla u D i E, redom. Dokazati da oxtar ugao izme�u

pravih DE i AB nije ve�i od
|α− β|

3
.

2. Odrediti najmaǌi prirodan broj koji je deǉiv sa 2009 i kome je zbir cifara jednak 2009.

3. Odrediti najve�i prirodan broj n za koji postoje razliqiti skupovi S1, S2, . . . , Sn takvi da je:

1◦ |Si ∪ Sj | � 2004 za svaka dva 1 � i, j � n i

2◦ Si ∪ Sj ∪ Sk = {1, 2, . . . , 2008} za svaka tri cela broja 1 � i < j < k � n.

Drugi dan

1. Neka je n ∈ N i An skup svih permutacija (a1, a2, . . . , an) skupa {1, 2, . . . , n} za koje va�i

k | 2(a1 + a2 + . . . + ak), za svako 1 � k � n. (†)

Odrediti broj elemenata skupa An.

2. Neka su x, y, z pozitivni realni brojevi takvi da je xy + yz + zx = x+ y + z. Dokazati nejednakost

1
x2 + y + 1

+
1

y2 + z + 1
+

1
z2 + x + 1

� 1.

Kada se u prethodnoj nejednakosti dosti�e znak jednakosti?

3. Neka je k upisana kru�nica nejednakokrakog �ABC, qiji je centar S. Kru�nica k dodiruje
stranice BC, CA, AB u taqkama P , Q, R, redom. Prava QR seqe pravu BC u taqki M . Neka
kru�nica koja sadr�i taqke B i C dodiruje k u taqki N . Opisana kru�nica �MNP seqe pravu
AP u taqki L, razliqitoj od P . Dokazati da su taqke S, L i M kolinearne.


