MuHncrapcTBO HpoCBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr pa3Boja PemyoGuauke CpoOuje
Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

IIPKABHO TAKMUYEILE 3 MATEMATUKE
07.05.2022.

Ilpeu paspen — b kareropuja

Heka cy a,b,c,d,e € R. Konuko majBume uisaHoBa CKyma
{a,b,c,d,e,a2 —bb? —c,?—d,d*> —e,e? —a}

MOke OUTU HeraTusBHO?

Heka cy a,b, c pazauuntu peasnu 6pojesu. Ompenury cBe peasiHe ¢ TaKBE A4 MOJIUHOMN
p(z) = ax® + bx +c, q(z) = ba® + cx + a, r(z) =ca® +ar+b

najy jemHake OCTaTKe IpPU JIeJbewny ca & — t.

Heka cy X,Y,Z, penom, tauke crpanuna AB, BC,CA jemnnakocrpanuunor AABC, tako na je
AX =1, BY =2,CZ =3. Axo je AXYZ jenHakokpak, OAPEAUTU KOje& BPETHOCTUA MOKE UMATU
nysxuHa crpanune AB.

Ha cramnony mva yrymuo 2022 cemumira kKoja cy o3HadeHa GpojeBuma onx 1 mo 2022. Csaku on
2022 maBujaya mobuo je yaasHuny ca Gpojem ox 1 mo 2022 (cBaku HaBujau qOOUO je yIIA3HULLY
ca pa3auuuTuM OpojeM), aju Cy OMJIYYMIU Ja MecTa IOIyHe IO ¢BOM HaxoDemy (cBaku HaBU-
jad momymaBa TAYHO jelHO MecTo). Ha yrakMunu je OpraHn3oBaHa HAUDaJHA UCPa, TaKo Ia
Harpanay nqobuja cBaku HaBUjad KoMe je 30up OpojeBa HAMCAHUX HA KAPTU U HA CEIUIITY MapaH.

(a) Ha rosnnKO HaUMHA Ce MOTY MOIyHUTHU MECTa, TAKO Aa TadyHOo 9 HaBujada nobuje Harpamy?

(6) Ha xonmko HAUMHA Ce MOT'Y IMOIYHUTH MECTa, TAKO na TadHo 4 HaBujadya mobuje Harpamy?

Heka cy S(n) u P(n), penom, 36up n mpousBoa mudapa IpUpoaHOT 6poja 1y JeKaIHOM 3aIUCY.
IlokazaTu ma mOCTOju mpupomaH 0poj n, tako na je n + P(n) + S(n) mpuponan 6poj koju y
nexkangHOM 3amnmcy mMa yrymao 2022 nudpe koje cy mebhycobHO jenHake.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPaA3IIOKUTH.
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Ipyru paspen — B kareropuja

Y ckymy peaJiHUX OpoOjeBa PEIUTHU jeTHAUNHY
5/ 5—w L T +3 _1_ 1 .
z+3 2(x — 5) V2

Heka je ABCD retuBan ueTBOpOyTrao m Heka cy tauke B’ B’ C' C", penom, ma momynpasama
AB,DB, AC, DC Takse nma je AB-AB' = AC - AC' u DB-DB" = DC - DC". Hexka je O’ npecek
cumerpada ay:xu BB’ u CC’, a O” npecex cumerpana nysxu BB’ u CC”. Axo je O # O”,
JIOoKa3aTu Ja HeHTap omucaHor kpyra derBopoyria ABCD mpunana npasoj O'O”.

Oppemutu cBe n,a,b, roe je n > 1 mpuponan 6poj, a a u b mudpe pazmuuure ox 0, Tako ma
IIOCTOjU MPABOYIJIX TPOyrao umje cy xkarere a...a0 un dh...b, a xunorenysa a...ab, rme a...a0
S~ S~ S~ S~

n—1 n n—1 n—1
mpeacraB/ba OpOj KOjU y OEKATHOM 3amucy uMma n nudapa, IpBUX n— 1 jeqHAKUX a, a HOCJIEeame
jemuake 0, b...b mpencraBspa OPOj KOjU Yy HEKATHOM 3amucy mMa n mudapa jeqHaxux b, a a...ab

n n—1
mpencraB/ba OpOj KOju y OEKATHOM 3amucy uMma n nudapa, IpBUX n— 1 jeJHAKUX a, a HOCJIEame

jemmaxke b.

Y uzpasy
10203040506070809010011 =

ce y CBakKM ,,kBaapaTtuh” ymucyje 3HaAK + WU 3HAK —, & HAKOH Tora oapebyje BpemnocT mobu-
jenor m3pasa. JlokazaTtu ma mMOCTOju BPETHOCT KOja je mobujena Oapem 18 myra.

HokasaTu na jenHadyuHa

(7T+V48)" +17(2 - V3)" =12

HeMa pellemha y CKYIy peaslHUX Opojesa.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3IIOKUTH.
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Tpehu paspen — B kareropuja

Hera je m € R u mHera cy
@=[2m 1], B=[m -1 2] u ¢=[11 -3]

BEKTOPU MBUIA KOje II0Jla3e U3 UCTOI TeMeHA TPOCTPaHe mupamume. Y KOJIUKO IIOCTOjU, OIpe-
IUTU M 3a KOje je 3alpeMuHa Te TUpaMume HajMamkba, Ka0 U BUCUHY KOja OIroBapa OCHOBU
—
. — .
onpebenoj BexkToprMa a m b mmpaMune 3a KOjy Ce NOCTIKE MUHMMAJHA 3aIpPEeMUHA.

16 arcsin M

Iokasatu na je 6poj 2 MPUPOIAH.
7r

Hera je D rmauka crpanune CA tpoyraa ABC, tako ma je CD = 2DA. Axo je <CAB =
<DBC = 45°, uspauynaru <ABC.

Hexka je S(n) 36up mudpapa npuponsor 6poja n y mekanuoMm 3anucy. la nu mocToju mpocT 6poj
p, Tako ma je u 6poj S(7P + 5P + 2022P) npoct?

Muwumko mMa ImecT Haum3rjied WCTUX 3JATHUKA, aJu HUXOBE Mace Ccy MeDycoOHO pasauyure.
IIputom, Meby 3aartHUIMMA TOCTOju TAYHO MO jenaH Mace 1g,2g,3g,4g,bg u 6g, a cBaku 3Jia-
THUK O3HadeH je jemuum Opojem u3 {1,2,3,4,5,6}, Tako na je cBaku GpPOj U3 TOT CKyIla yIOTpE-
OJ/beH TavHO jemHOM. DBpoj KojuM je 3i1aTHUK o3HAaUeH Tpeba ma mMpeacTaB/ba HmEroBy MacCy, Al
Mumko cyMma na Ccy HEKM 3jaTHunu norpemuo osuavenu. O mocenyje tepasuje (Tepasuje
IpencTaB/bajy HaIpaBy KOja MMa IBa Taca; craBibajyhm onpebene mace Ha TacoBe, momohy
Tepasuja ce MOyKe YCTAHOBUTU [Ja JU je Maca Ha jeTHOM Tacy Mama, jeqHaka uiau Beha on mace
Ha OPYTrOM TacCy, ajii YKOJMKO Te€ Mace HUCY jemHake, MOMONy Tepa3wuja ce He MOKE yTBDAUTH
KOoJIMKa je pasiuka u3Mmehy maca xoje ce Hasiaze HAa TaCOBUMA).

MebyruMm, MumkoBe Tepasuje cy crape, mma IOCTOju MOTYNHOCT ma e ce HAKOH ABa Mepema
nokBaputu. Crora OH Keiu Aa y HajBUIIE ABA Mepema yTBPAU Oa Ju MeDy 3JaTHUIUMA UMAa
HOrPEIIHO O3HAaueHUX (MHTepecyje ra camMo moJaTak Aa Ju MeDy 3JIaTHUIMMA MMa HOTPENIHO
O3HAYEHUX, & YKOJMKO TAKBU IIOCTOje, HUje HY’KHO Aa yTBPAU U KOJU Cy TO 3iarHuim). Moske
s MUImKo ocTBApUTU CBOjy HamMepy?

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3IOKUTU.
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YerBpTHu paspen — B kareropuja

Heka cy w1,2,73 # 0 cBe myne nommaoma p(z) = 22 + ax? + bxr + c. Onpemutu cse a,b,c € R,

TaKO na Cy
2
3T,

2
122

Y1 =11 + —2—, Yo = 2o + u ys = x3 +

T2T3

cse myae mommaoMa ¢(x) = 2% + cx? + ax + b.

Hera je A={1,2,...,74} u B =1{1,2,...,2022}. Oxnpenuru 6poj naposa ¢yuruuja (f,g) TakBux
ma f:A— B, g: B— A usaxnu g(f(r)) = 75—z 3a cBako x € A.
OxnpenuTu cBe MpPUPOIHE OPOjeBe N 3a KOje BPEIHOCT M3pasa

cos™ x + cos” (x + %’T) + cos™ (:c + 4{)

HE 3aBUCH O T.

Opnpemutu cBe mpuponae 6pojese k,m,n 3a KOje BaKU

7F =5m 4 2.22",

Y AABC je <CAB = 31° u <ABC = 62°. Taurka X npunana yamyrpammoctu NABC u Baku
<X BC =3°u <XCA =29°. Axko je Y mpecer npasux CX u AB, mokazatu na je AY =Y X.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPA3IIOKUTH.
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Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMIEIHA 3AIJATARA IPRABHOT' TAKMNYEIHBA I3 MATEMATURE

IlpBu pa3pen — b kareropuja

Y csakom ox {a,e? —a}, {b,a® — b}, {c,b®> — c}, {d,c* — d}, {e,d*> — e} je 36up ememenara He-
HeraTUBaH, I1a je HAjBUINE jelaH djaaH CBAKOr Ol yOUYeHUX MOACKynoBa Heratusan. Crora y
HaBEIEeHOM CKYyIy MO:Ke OuTu HajBume 5 HeratuBHuX unanoBa. Ca apyre crpane, yKOJIUKO
cy a,b,c,d, e mehycobHO paznuuuTu HEraTUBHU OPOjeBU, HABENEHU CKYIl CAAP/KUA D HEraTUBHUX
unanoBa. [lakie, HajBumlie 5 WiIaHOBA HABEIEHOD CKyIla MOKEe OWTU HEraTUBHO.

Ha ocnoBy BesyoBor crasa, ocTanu Ipu Aebemy ca T — i Cy JeJHAKA ako U caMo ako je p(t) =
q(t) = r(t), ma je

0=p(t)—qt)=(a—b)*+(b—c)t+c—a=(t—1)((a—b)t+a—c),

Tj. t =1 mnm t = =%, a aHAJOrHO U3 q(t)—r(t)szetzlﬂﬂMt:‘g%g.
Axo je t # 1, u3 nperxoamor crem <% = %=L ommocmo (¢ —a)(b—c) = (a — b)?, Tj.

a?+b2+c?—ab—ac—bc =0, onarne je (a—b)?+(b—c)*+(c—a)?* =0, majea—b=b—c=c—a =0,
0IHOCHO a = b = ¢, mro je memoryhie. Ako je t =1, onga je p(t) = q(t) =r(t) =a+b+c, na je
t = 1 jenuHa BpEOHOCT KOja 3a00BOJhaBa HaBEIEHE yCJOBE.

Heka je AB = a. Kaxo Z npunana crpamumm CA, cnemu a > CZ = 3. Axo je X’ nmommoxje

mopmadtie u3 X ma CA, onga je XX' = @ (momto je AAX X’ npasoyrawm, xumotenysze AX =1
v omTpux yriaosa jensakux 30° m 60°) n ZX' =|CZ - CX'|=[3—a+ %‘ =|a—I| (momro je

CZ=3uCX' =CA-XA'=a—1). Ananorno,

ako je Y’/ momuosxje Hopmadie u3 Y na AB, omga
je YY' = /3 (nmomro je ABYY' mpasoyrimn,
xunorenyze BY = 2 um omTpux yriosa je-
nuakux 30° u 60°) u XY’ = |AX — AY'| =
1 —a+1| =]a—2| (momro je AX =1u AY' =
AB-Y'B=a-1), a ako je Z’' noguo:xje HO-
pMaJgie u3 Z ua BC, ouna je Z7' = % (momrro
je ABYY' npasoyrau, xunorenysze CZ = 3 n

omTpux yriosa jemHakux 30° u 60°) u YZ' = AT 1 x N B
|BY — BZ'| = ‘2 —a+ %‘ =la— %3| (momro je
BY =2uBZ' =BC-72'C=a-3). Hpx—22-1B3
Ha ocmosy Ilutaropune Teopeme, npuMmemene Ha AX'XZ, AY'YX u AZ'ZY, cnequ
XZ? = ZX?4+X'X*=|a- I’ +3 =a®—Ta+13,
YX? = XY?4+YVi=|a—2P+3=0d®—4a+7
w ZY? = YZ?4 22 =|a- 1P+ & = 4> — Ta + 19,

ma je ZY > XZ, kao u YX? — XZ? =3a -6 = 3(a — 2) > 0, momro je a > 3. Karo je AXYZ
jemmaxokpaku, ciaema ga je ZY =Y X, na je a® —Ta+19 = ZY? =Y X? = a® — 4a + 7, omHOCHO
a=4.

Ilo ycimoBunma, HaBUjau noduja Harpamy ako M caMO akoO Cy OpOjeBUM HA HErOBOj YJIa3HUIU U Ha
HEroBOM cequmuTy ucte nmapuoctu. Heka je B, Opoj HaBujaua umju cy OpojeBu M yJIa3HUIE
u cemumrTa napHHU, B,, Opoj HaBujaua umju je Opoj ynasHMIE HemapaH, a CEIUINTa IapaH,
By, 6poj maBmjaua umju je Opoj yna3HWIE NapaH, & CeIUIITa HemapaH, a B,, 6poj mHaBujaua
unju cy OpojeBu u ynasHune u cenumra Hemapeu. Onga je By, + By, jemHaro Opojy HaBujaua
KOjU Ha yJa3HUIU UMajy mapad Opoj, Tj. By, + By, = 1011, a amanorso je B,, + B,, = 1011,

Byn + By = 1011, By, + By, = 1011, na je By, = By u By = Byp.

(a) Bpoj maBujaua koju cy mobunu Harpaxy je By, + Bpp = 2Bpp, 0OHOCHO MOpa OHTH mapaH
Opoj, ma Huje Moryhe mOIYyHWUTH MeCTa TAKO Aa TAdyHO 9 HaBUjada noduje HArpamLy.



(6) Bpoj maBujaua koju cy mnobumu Harpany je By, + By, = 2By, =4, na je By = By, =2 1
B,y = Bpn = 1009. [IBa marpabena maBujaua ca mapHuM OpojeM ylla3HMIE ce MOTYy u3alOpaTu
Ha (10211) HAUMHA, BUXO0Ba MecTa (O3HAYeHa mapHUM Opojem) Ha (10211) HAUYMHA U HA TA MECTa Ce
Mory pacnopemuru Ha 2! mauuna. Hakon Tora, Mecra 3a mpeocraJjie HaBujaue ca mapHuM Opojem
yJIa3HUIE ce MOry mu3abparu Ha (}855) = (10211) HaurHa (DOMTO 3ay3UMajy MecTa O3HAUEHA

HemapHUM OpojeM), a Ha Ta MecTa ce Mory pacnopemutu Ha 1011-1010-...-3 maumna. Hakon

1011
. 2 )
HauWHA, HA IPEeoCTala 2 MecTa O3HauveHa HellapHuM OpojeM ce Mory pacunopenuTu Ha 2! HaunHa,

a mpeocranux 1009 maBmjaua ca HemapHmM OpojeMm yima3Hume ce Ha npeocranux 1009 mecra
O3HAUEeHa mapHUM Opojem mory pacmnopeautu Ha 1009! HauuHa.

Tora, aBa HarpabeHa HaBujaua ca HemapHuUM OpojeM yJasHuile ce MOry u3adbpaTu Ha (

Iakne, ykynan Opoj momymaBarma MecTa, Tako na TadHo 4 HaBujaua mobuje HArpamy je
(1011).21. (1911).1011-1010-. . .-3- (*41)-21-1009! = (*41)?. 10111 2011010 9. 10091 = (1011)*. (10111)2.
Hera jen = 1...109074 (y nekanuom 3anucy). Onga je P(n) =0, S(n) = 2017-1404+9+04+7+4 =

2017
2037, ma je n+ P(n)+ S(n) =1...1, Tj. youeHo n 3a10BOJbaBa HABEIEHE YCIOBE.

2022
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PEIMTEIHLA 3ATJATARKA NP;KABHOT' TAKMUYEIHA U3 MATEMATURKE

Ilpyru paspen — B kareropuja

. . 5/ b— 1 1

Jennauuna je medpunucana 3a r # —3 x # 5. Ako je t = P/ —x+§ # 0, ciemu t — ot = 1-— 73
1t

- 5/2 b

ma jet=1ummt=——==, onarue je x = 1 wmm x = 13.

onuocHO t(t — 1) 75
Kako nuje B—A—B' uC—-A—C', us AB-AB' = AC - AC’ cnemu na je uerBopoyrao BB'C'C
reruBan (a m3pa3 AB - AB’ mpencrasma mo-
TeHIU]y Tauke A y ONHOCY Ha ONUCAHU KPYT
tor uversopoyraa). Craemu na je O (umpecek
cumetpada nysku BB’ u CC’') nenrap onucanor
kpyra uersopoyria B'C'CB, ma O’ npunana
cumerpaau nysxu BC. AHaJOrHO je U 4eTBO-
poyrao B”C"”CB termsan, ma meros IEeHTAP
O" (upecex cumerpana nyxu BB” u CC")
npunaga npunaga cumerpanau ayxu BC. Kako
je m versopoyrao ABCD rteruBaH, cumMeTpau
nysxu BC npunana u weros menarap O.

IHakne, tauke O,0’,0” npumanajy cume-
tpamu nysxku BC (npasa O'O” ce moknama ca
TOM CUMETPAJIOM). Hpx—-22-252

. 2 2 2 .
Ha ocuoBy Iluraropuue Tteopeme je a...a0 +b...0 =a...ab , a xaro je
—— N—— ——

n—1 n n—1

a...a0 = 10-g-a=13¢-9..9=10¢. (10" - 1),
N~ S—— SN—~—

n—1 n—1 n—1

) _b n
b...b = t.9..9="%-(10"-1)
m o og...ab = b+10-2.9...9=>b+13¢ (10" —1),
n—1 n—1

caemn 109 (1071 —1)2 4 B (107 —1)2 = (b+ 8¢ (10m! — 1)) = 52 4 ek (107 1) 4
10;&2 (10"t = 1)2, 1j. 816% + 180ab(10"~! — 1) = b*(10™ — 1)% = (10 - (10"~! — 1) + 9)2 =
1006%(10" 1 — 1)2 4+ 180b%(10™ " — 1) + 81b%, ommocuo 9a = 5b(10" " — 1) + 9b (momTo je b # 0 u
10"t —1 #0). Kako cy a u b memyna madpe, cirema 1071 — 1 < 55(10" "1 — 1) + 9b = 9a < 81,
ma je n = 2. Cunenu a = 6b, ma rako cy a u b Henyzna nudpe, mopa dbutu a =1, b = 6.

HajBehu 6poj roju ce Moske mOOUTH HA OMMCAHN HAYWH ce NJOOUja YKOJIUKO Ce y CBe KBaapaTtuhe
yhomine 3HaK + U jenHak je 66, a HajMamu YKOIUKO C€ V CBE KBaApaTuhe ynmce 3HAK — U jeTHAK
je —64. YrouuKO je y nuTamy IPOU3BOJBHO YIMCUBAKE 3HAKA, O YIUCUBAKA Y KOjeM je nobujex
6poj 66 ce paznukyje y ToMe mWTO Cy y KBamparuhe wmcupen ki, ..., Kk, yIHCaHU 3HAUU —, TOE
je1l<m <10, ak; 3a1<i<m cy pasaumuuru Opojesu u3 ckyna {2,...,11}, ma ce pesyarar
nobujen Ha oBaj HaumMH ox Opoja 66 pazmukyje 3a 2(k; +...+ k). Cnenn ma je cBaku noGujeHu
pesynrar nmapan 0poj. IIpurom, yKOIMKO ce TpOMEHU 3HAK MCIPEN YiaHa k, Pe3yiaTaT ce Mema
G6apem 3a 2k, ma cuemu nma ce pesyaratu 64 u —62 me Mory nobutu (pasnukyjy ce 3a 2 on
Hajsehier u HajMamer pesyiarara Koju ce MOry NOOWTH, a He IOCTOju KBaaparull mcmnpen 1),
pe3yarar 62 ce MOke HOOWMTM HA TAYHO jenaH HauwH, n30OPOM 3HAKA — MCIPEN 2 U OCTAJIUX
3Haka + (ako je 3HaK — y3 Oumio koje k > 2 pesynrar he 6uru mamu ox 66 — 2k), aHaIOTHO,
pesyarar —60 ce mMoke moOUTH caMo Ha jenaH HauumH (M360POM 3HaKA + WCHOpen 2 U OCTAJMX
3Haka —), a pesyarat 60 ce takobe mobuja Ha camo jeman HauuH (AKO je MCHpeR OUIO KOjer
k > 4 3mak —, pesyarar he dburu mamu on 66 — 2k < 58, ako je mcupen 2 u 3 3Haxk —, Ouhe
mamu o1 66 — 10 = 56, ucupen 3 Mopa G6uTu 3HaK —, Ia UCHpe] 2 MOpa OUTU 3HAK +).



Bpoj moryhux ymucmsama 3maka je 219 = 1024 (y cBakm om 10 kBamparmha ymmcyje ce
3Hak + uim —). IlpuTtoMm, mo mperxonHoMm, pesyararn 66,62,60, —60, —64 ce nobujajy Ha TauHO
jeman HauwmH, a pesyiarartu 64, —62 ce He mory moburu. Kakro cy mpeocrasy pesyiaraTu mapHU
6pojesu u3 {—58,...,58}, caenu ma ce tux 59 pesynrara mobuja Ha 1024 —5 mauuna. MebhyTuwm,
YKOJIMKO Om ce cBaku on mpeocrtaaux b9 pesynrara mobdbmjao Ha HajBumie 17 HaUMHA, BAKUIO OU
1003 = 59-17 > 1019, mro je merauno. Cienu ma ce MOCTOjU pe3yJTAT KOju ce mobuja Ha Gapem
18 mauymHa ynucuBama 3HAKA.

Zpyzo pewewe. Hera cy A uspasu mobujeHu ynucuBameM 3HAKOBa + U — y KBaapaTulie, TaKo
Ia ce 3HaUM yomcaHu y kBanparmhe mcupen 2k m 2k + 1, 3a 1 < k < 5, pa3aukyjy u tako na
je mobujenu pesyarar 0. Ha oBaj mauun ce onpebuBame BpegHOCTH yOUEHOT M3pa3a CBOIAU HA
uzpa3 obmmra 1 £1+£1+ 14141, rme ce HA cBaKOM MeCTy Ha KojeM cToju + Oupa 3HaAK +
unu — u jenHak je 0 ako u camo ako je 3 myra uzabpan 3Hak —, Tj. A cagpxku Gapem (g) =10
eJleMeHaTa.

Hexka cy B uzpasu nqobujenu ynmucuBameM 3HAKOBA + U — y KBaApaTuhe, TAKO Oa je Ucupen
oOpojeBa 2,3,4 ynucan 3HaK +, mcupen 11 ynucan 3mak —, a y KBaapaTuhe ucnpen 6pojeBa u3
noxckynosa {5,6}, {7,8} u {9,10} ynucanu pazmuunru 3uanu. [Ipunurom onpebusama Bpegao-
cTy moOujeHOr m3pa3a mojas3u ce mo m3pasda obamka —1+ 1+ 141, 1j. mobuhe ce Bpenuoct 0
aKo ce y mobujeHOM mM3pa3y TAadyHO HA OBa MecTa m3abepe 3HAK +, IITO Ce MOKE YPAOUTU HA
@) = 3 maumna. [Ipurom, uspasu us B Hucy u y A, momro ce y muMa KUCIOpen ejleMeHara 2 u 3
HaJIa3U UCTU 3HAK.

Heka cy C uspasu nobujenu ynucuBameM 3HAKOBA + U — y KBaapaTuhe, Tako Ia je UCIpen
oOpojeBa 2,3,4 ymucan 3Hak —, ucupen 9 ymucaH 3HaK +, a y kKBaapartuhe wmcmpen O6pojeBa
n3 nonckymosa {5,6}, {7,8} u {10,11} ynmcann pasnuuury 3manm. Ilpuaukom onpebusama
BpEeOHOCTU HOOMjeHOr M3pasa moJasm ce mno uspasa obaumka 1+1+141, vj. mobuhe ce BpegHocT
0 ako ce y mobujeHOM M3pa3y TA4YHO HA ABA MecTa m3abepe 3HAK —, MITO CE€ MOKE YPaAUTU
Ha (g) = 3 vauuna. [Ipurtom, uspasu u3z C Hucy y A, momro ce y muUMa UCIpe ejeMeHara 2
u 3 HaJa3u UCTU 3HAK, a HU y B, momTo je y muMma ucnpen 2 u 3 m3abpaH 3HAK -+, OOK je y
uspazuma u3 C ucmpen mUX 3HAK —.

Hexka cy D uspasu nobujeHn ynucuBameM 3HAKOBA + W — Yy KBaapaTulie, TAKO Aa je UCIpen
OpojeBa 2,3 ynucan 3HaK —, ucnpen 4 ymnucaH 3HakK +, y KBaapaTtuhe mcnpen 6pojeBa M3 mO-
nexymnosa {7,8} u {9, 10} ynucann pasnuunty 3uamm, Dy nmoackyn D, u3pas3u y Kojuma je ucupe
5 u 6 ynucan 3HaK +, a ucupen 11 3max —, a D_ moackyn D, m3pasu y kKojuma je mucmpen 5
u 6 ymucan 3mak —, a ucupen 11 smaxk +. Kako je 1 —-2—-3+4+44=0wu £(5+6—11) = 0,
IpuIuKoM onpebuBama BpeagHOCTU OBUX M3pa3a ce JoJsa3u o m3palda obauka +1+1 u mobuhe
ce BpemnocTt 0 ako ce y mobujeHOM M3paszy TAvYHO Ha jeAHOM MecTy m3abepe 3HAK —, IITO Ce
MOKe ypaguTH! Ha (?) = 2 maunna (u 3a m3pasze uz Dy u 3a uspasze uz D_). IIpurom, uspasn
u3 D "Hucy camp:kanu y A, momTo ce y mUMa UCIPEN eJeMeHATa 2 U 3 HaJla3u UCTUA 3HAK, HUTU
n3pas3u n3 B, momTo je y muma ucupen 2,3 u 4 nzabpan 3uak +, kao Hu m3paszu u3 C, momro
je vy muma ucnpen 2,3 n 4 uzabpan 3Hak —, a 300r paznuke n3bopa 3HAKA UCOPEI €JIEMEHATA
5,6,11, m3pasu u3 D_ u Dy ce pa3nuxryjy.

Iakne, mocroju 6apem 10 +3 +3 4+ 2+ 2 = 20 > 18 ynucuBama 3HaAKa y KOJUMa Ce Kao
pesyarar moduja 0.

Kako je 2 — V3= 2+1\/§ nui7+v48 = (2+ \/§)2, ako je t = (2+ \/§)x > (0, HaBeneHa jeqHAYUUHA
17
T

= 12. Ha ocuoBy HejemnakocTu mamehy apuUTMETUYKE M F€OMETPUjCKE CpeauHe

nocraje 2 +
(momto je ¢t > 0) cmemn t? + L =2 + L+ L > 38/¢2- L. 4L > 3.V8-8 = 12. Cuemn

na jemmaumna t2 + 177 = 12 HeMa NMO3UTUBHUX peNIeHA, 114 HABEAEHA jeTHAUYMHA HEMA PEAJTHUX
pemema.

Zpyeo pewewe. Kao m y mpBoM pememy, ako je t = (2 + \/§)m, cnemn % + % = 12, omHOCHO
0=1t3—12t+17=(t—2)(t> +2t —8)+ 1 = (t —2)%(t+4) + 1, mTo je memoryhe, nomro je t € R*.



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMIEIHA 3AIJATARA IPRABHOTI' TAKMUNYEIHBA I3 MATEMATURE

Tpehu paspen — B kareropuja

3anpeMuHa youeHe MUpaMUuIe je

1 2 m 1 )
O B e R e NS EE EF §
1 1 -3
ma ce HajMama 3alpeMUHA NOCTWEKE 3a M = —% u jemHaka je Viin = V(—%) = %. Omnpa je
—
IIOBPIINHA OCHOBE HAJ BEKTOPUMAa @ u b jenHaka
—
_ 1| _ 1. 9 9|l — 95
B=j3-[[@xb|=35-[[0,-3 -3 =2,
ma je BUCUHA KOja OAroBapa TOj ocHoBu H = SVE““ = T‘r’ .

s

Axko je a = arcsin\/%i “227‘/5, oHzma je a > 0, ma je a € (0, 5]. Cuemu cos2a = 1 — 2sina =
2;ﬁ, ma je cosda = 2cos?2a — 1 = 7\/75' Kako je 4a € (0,27, caenu 4a € 3{,‘%

opoj 167“ IPUPOIAH.

}, ma je

FKomenmap. Baxwn o = % (wTo Huje mOKa3aHO y pememny, momTo je Beli mobujeHo HaBeneHO
tBpheme).

Hexka je ¢ = <ABD. Ounga je <BCA = 180° — (¢ +90°) = 90° — ¢. Ha ocHOBY cuHyCHe TeOopeMe,

BD _ sin<gDAB __ sin45° DB _ sin<BCD __ sin(90°—¢)
npumerene Ha AABD uw ADBC, cnemn 53 = %355 = ing U OD = snaDBC =  sind5e

ma kako je CD = 2DA, cnemn % = sin?45° = 2sin@sin(90° — ) = 2sinpcosp = sin2p. Kako
je v € (0°,180°), caemu 2¢ € {30°,150°}, 1j. ¢ € {15°,75°}, a ouma je <ABC € {60°,120°}.
Ob0a mobujena caydaja cy moryha, y IpBOM je y OUTamy TPOyrao UMju Cy YIJIOBU KOJI TEMEHA
A, B,C, penom, jemnaru 45°,60°,75°, a y OpyroMm je y muTamy TPOYrao YUjU Cy YTJIOBU KO
remena A, B,C, penowm, jemuaru 45°,120°, 15°.

Ipyzo pewewe. Hera je C' mommoskje mopmade
u3 C va AB (raro je <CAB = 45°, e moke
6uru C'— A— B), O npecek npase CC’ n npase
koja canp:xku D u mapasenna je ca AB, a k
kpyr uuju je meatap O um momynpeunur OC.
Kako je <DOC = <AC'C = 90° u <OCD =
<C'CA = 90° — «CAB = 45°, Tpoyrao OCD
je jemHakokparo—mpaBoyrau, na D mpunana k.
[Momro je <DBC = 45° = % - <DOC, Tauka
B npunana Behiem nyky k mHanm tetuBom CD.
Kaxko je <ODA = 135°, Basku OA > OD = OC, Ipx—22-353

na k ceue AC’ y raurama, By u Bs, Tako na je A— By — C' — By. Kako je 20C' = 0OC = OB; =
OBsy, u3z npasoyraux AOB;C' u AOC'B; caemu <B10C’' = <C'OBy = 60°, 1j. <BCC’ =
<C'CBs = 30°, na je AB1CBsy jemmaxocrpanndan (CC’ je m BUCHMHA ¥ CHMETDPAJa Yria KO
temena C osor tpoyriaa). Caemu <CByB; = <B2B1C = 60°, omaocao <AB2C = 120° u
<AB;C = 60°.

Axo je p=2, ouma 2 | 72 + 52 + 20222, nox je 7? +52+20222 =9 +5+4 =8 (mod 10), Tj. Basku
2| S(72 + 52 +20222) u S(72 + 52 + 20222) > 2, na je 6poj S(72 + 52 + 20222) caoen.

Axo je p memapam mpoct 6poj, omma je TP + 5P 4+ 2022P = 1P + (—=1)? + 0 = 0 (mod 3), na
3| 7P+ 5P +2022P. Kaxko je 7 =1 (mod 10) u 2022* = 2% =6 (mod 10), ako je p=1 (mod 4), Tj.
p = 4k+1 3a mexo k € N, cmemu TP+5P42022P = 7+5+6%-2 = 74+5+6-2 =4 (mod 10), a ako je p = 3
(mod 4), Tj. p = 4k+3 3a mero k € N, ciemu 7P+5P4+2022P = 734546522 = 34+546-8 = 6 (mod 10),



na je mocuaenma uuppa 6poja 7P + 5P 4+ 2022P unu 4 num 6. Iakae, Baskn 3 | S(7P + 5P + 2022P)
n S(7P 4 5P +2022P) > 3, na je 6poj S(7P + 5P + 2022P) cioxxeH.

YKOJMKO y IPBOM Mepehy Ha jeaH TAC CTABU 3JaTHUKE O3HaUeHe ca 1,23, a Ha APYTrY 3JIaTHUK
o3HaueH OpojeM 6, ako Tepasuje HUCY y paBHOTexM, MuUmro monxa3u 40 3akbydra mga meby
3JIATHANIMMA MMa TOTPEIHO O3HAUYEHUX, Ma jé OCTBAPUO CBOjy HAMEDPY y jeIHOM MEpPEemYy.

Heka cy y npsoMm Mepemy Tepasuje buie y paBHOTERU. Kako je Mmaca Ouiio Koja Tpu 3JaTHU-
Ka He Mama ox 6, a Maca cBakor 3JaTHUKA He Beha onx 6, YKOJIMKO je Maca HeKa TPU 3JIATHUKA
jenHaka MacH YETBPTOr 3JaTHUKA, OHIA je Maca 4eTBPTOr 6, a Mace IpBa TPU 3JIATHUKA CY
1,2,3, y mekoMm penociaeny. Crora je Maca 3JaTHUKaA O3HaUeHOr ca 6 jenHaka 6, Mace 3JIaTHUKA
o3HaueHUX ca 1,2,3 cy, y HeKOM penocieny, jenHake 1,2,3, a Mace 3JaTHUKA O3HAUYeHUX ca 4,5
Ccy, y HEKOM penocieny, jemHake 4,5. Yromuko y apyrom Mmepemy Mwumro Ha jemaH Tac CTaBu
3JIaTHUKE O3HaueHe ca 1 m 6, a Ha APYru O3HAUEHE ca 3 U 5, YKOJIUKO PE3YITAT Mepema He
IOKaKe Ha je maca Apyrom racy Beha, Mwumko mokasyje na mMeDy 3imaTHHOMMA MMa IOTPENIHO
O3HAYEHUX.

Hera je mpyro mepeme mokasajo ma je Maca 3JaTHUKA Ha APYroM Tacy Beha on Mace Ha
IPBOM Tacy UM HEKa Cy a, b, ¢, peoM, Mace 3JIaTHUKA O3HadeHux ca 1,3,5. Ouza je a,b € {1,2,3},
a#b ce{4,5lub+a<b+ec Cumemu7<a+6 (1 oputoMm ce jeIHAKOCT NOCTIKE aKO U CAMO
ako je a =1), b+ ¢ < 3+ 5 (1 upurom ce jemHAKOCT OOCTWKE aKO M CaMo ako je b =3, ¢ = 5),
ma ako je 6 +a < b+ ¢, mopa 6utu 6 +a =7 u b+ c = 8, ogaocuo a = 1,b = 3,¢ = 5, Tj.
3JIATHUIM O3HaueHU OpojeBmMma 1,3,5 Cy mcnpaBHO O3HAUEHM. KakKO Cy Mace 3JIaTHHUKA O3HAUe-
Hux ca 1,2,3, y HeKOM penocieny, jemnake 1,2,3, ciaenu ma Cy ¥ 3JATHUNM O3HAYEHU ca 2 U 4
UCTIPABHO O3HAUECHU.

Ilakne, onrcaHuM mocTynkoM Mmumko ocTBapyje CBOjy HaMmepy.



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMTEIHLA 3ATJATARKA NP;KABHOT' TAKMUYEIHA U3 MATEMATURKE

YerBpTHu paspen — b kareropuja

Ha ocuoBy BujeroBux mpasuia je x1 + xo + 3 = —a, 122 + xoxs + 321 = b, r12203 = —c # 0,
Kao U Y1 +Y2 +Ys = —¢, Y1Y2 + Y2y3 + Ysy1 = a, y1y2ys = —b, 0O€ Cy Y1, Y2, Y3 CBE HyJ€ MOTUHOMA
q(z). Kako je y1 =21 + xfj‘;xs = 5;62 - X1 W, QHAJOTHO, Yo = 522 “Xo M Y3 = 522 - T3, BaKU
_ c=2 _ a(2—¢)
Yty tys = - (mtataz) =m0,
_2\2 b(c—2)2
Vive +y2ys Fysyn = (S2)7 - (w1mg 4 wows + a371) = (cc2 .,
913 )3
Y1y2ys = (602) " X1X2X3 = _(0022) )
2 3 2 2
na je —c = @7 a = b(C;Q) . —b= (6222) . Crmemut —c = @ - 2;66 . b(6;2) — _2;5 i (C;?) .
)3 )6 . . .
% = % , omaocHO (¢ —2)% = % a kako je ¢ € R, wim je ¢ — 2 = ¢, mro je memoryhe, nam
jec—2=—c¢, 1j. c=1, aouna jea=b=—1.

Ca npyre crpame, axo je (a,b,c) = (—1,—1,1), Basmu p(z) = 2> +22 —2x—1= (z+1)(x—1)2, na
cy Y1, Y2, y3 jemnaku 1,1, —1 (y mexom penocaeny), a saswu u q(z) = 2 +22—2—1 = (z+1)(z—1)2,
1j. (a,b,¢c) = (—=1,—1,1) 3amoBOMaBA HABENEHE YCIOBE.

Axo cy z,y € A, & # y, onma je g(f(x)) = T5—x # 75—y = g(f(y)), ma je f(x) # f(y),
Tj. f je mujertmBHa, omuocHO f(A) campxu 74 enementa. Cremm, axo je y € f(A), onma je
y = f(x) 3a Tauno jemmo = € A, na je g(y) = g(f(z)) = 75 — x, 1j. m36opom f(x) (mpomsBomHe
nHjektuBHe QyHKuuje) je g(x) jemmosmauno ompebena ma f(A), nok ma B\ f(A) (koju canpsku
2022 — 74 = 1948 esemenara) Ha OCHOBY HABENEHUX YCJIOBA HEMA OrPAHUYEHA, OAHOCHO MOKE
y3UMAaTU MPOU3BOJLHE BPEIHOCTU U3 A.

Hakne, f(x) ce moske mzabparu Ha 2022 - 2021 - ... 1949 mauuna, a Bpennoctu g(z) ma B\
f(A), mezaBucno on mperxomsor usbopa, Ha 74'%4® maumma, ma je 6poj maposa ca HaBemeHHEM
ocobunama 2022 - 2021 - ... - 1949 - 741948,

Hexa je fn(x) = cos™ z + cos™(z + ZF) + cos"(z + &) saz € RuneN.

Hexka f,(z) ne 3apucu on z. Onna je fn(0) = fo(—3), ma je 142-(—3)" = (=1)"+2-(3)". Ako
2t n, nobujena jeAHAKOCT mocraje 2 = %, na mopa 6utu n = 1. Ako 2| n, Tj. ako je n = 2k 3a
nexo k € N, kaxo je fn(0) = fu(—1), cemn 142- & = 142.(—1)2F = (L2)2k 4 (—¥L3)2k — 9. (3)k,
Karo za k >3 Bamu 1 +2- 4 >1>2-(2)3 > 2. (2)* mopa Gutu n € {2,4}.

Haxkae, mopa 6utu n € {1,2,4}, a 3a oBe Bpennoctn f,(x) He 3aBUCHU O Z, HOMITO je

filx) = cosz+cos(z+ ) +cos(z + 24) = 2cos(z + &) cos(—ZE) + cos(z + &) =0,
fQ(l’) = cos’z + cos? (g; —+ 2%) + cos? (1. + 4T7r) — 1+cgs21~ + 1+cos(§z+%’) T 1+Cos(zz+&%ﬂ)
= 241 (cos2z+cos(2z+ L) +cos(z+EF))=2+1.f1(22) =2,
wfa(e) = (Begple)®y (HeeCebi)? (HeeCetEh? 44 L 20+ 4 f(20) = §.

Kako je 7F =1 (mod 3) u 2-22" =2 (mod 3), cremu 5™ = 2 (mod 3), ma 2 {m, onakne je 5™ =5
(mod 8). Ako je n > 1, omma 8 | 222", ma je (—1)* =5 (mod 8), mro je memoryhe. Caemu
n=1,1j. 7" =5"4+44 ma je (—1)* =5+4 =1 (mod 8), 1j. 2 | k. Axo je m > 1, ouna je k = 2k;
um = 2my +1, vae cy ki,m; € N, omrocuo 49%1 = 5.25™1 + 44, na je (—1)* =19 (mod 25), mro
je memoryhe. Ciemu m = 1, omaocso 7% = 5 444 = 49, Tj. k = 2.

Iakne, jemuuo pememe HaBenene jennauwmue je (k,m,n) = (2,1,1).

Baxn A—Y — Bu <CYB = <YCA+ <CAY = 60°, na je <BCY = 180° — <«CYB — <Y BC =
58°, <Y BX = «YBC — <XBC = 59° u <BXY = 180° — <XYB — <Y BX = 61°. IIpumenom

AY _ sin29° YB __ sin58° - AY
cunycue teopeme Ha AAYC u AY BC, penowm, cemn 5 = 557 U 6y = Sngye» T2 je 5 =




sin 29°sin62° __ 2co0s31° __ sin59° XY _ sinb9°
o anres = 3005290 = I8 [Tpumenom cunycue teopeme Ha AY BX ciuenu Y5 = an0dmc -
Iakme, Baku % = % , ommocao AY =Y X.

Apyeo pewemwe. Hera je x = <X AB € (0°,31°). IIpumenom cunycue teopeme na AABX, ABCX
u ACAX, crenn 34 = 59 XB _ sins8?  XO _ sn@Ur) 1y o gin59° sin 58° sin(31° — z) =
sin x sin 3° sin 29°, oxrocHo L(z) = 2s8in59° cos29°sin(31° — x) = sin3°sinx = D(x).

Kako je 2sin59°cos29° > 0 m sin3° > 0
n kako sin(31° — z) omana, a sinz pacre Ha
(0°,31°), cnenu ma jemmaumna L(x) = D(z) nma
HajBume jenuo pememe Ha (0°,31°), a kako
je L(30°) = 2sin59°c0s29°sin1° = sin59° -

(sin30° — sin28°) = 1 -sin59° — 3 - (cos31° —

005870) = % - 8in 59° — % - 8in 59° + % -sin3° =
sin3°sin30° = D(30°), Ta jenHaunHAa MMa
TayHo jenHo pememe Ha (0°,31°) u o z = 30°. Hpx—22-4B5

Cunemu <XAY = 30°, <Y XA = <«XYB — <XAY = 30°, 1j. AXY A je jemmakokpaku, na je
AY =Y X.



